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Một sô bài giảng vế các bài toán trong tam giác 1

MỎ ĐẦU

Các bài toán trong tam giác là dạng toán khó trong các kỳ thi đại học 
và đôi khi xuất hiện trong các kỳ thi quốc gia, quốc tế. Với hy vọng giúp 
bạn đọc dễ dàng hơn khi giải loại bài toán này trong các kỳ thi đại học và 
hứng thú hơn khi giải các bài toán khó trong các kỳ thi quốc gia của nhiều 
nước trên thế giới, các tác giả cuốn sách này cố gắng phân loại các dạng 
bài tập và xây dựng những phương pháp giải chúng. Để bạn đọc có thể tự 
học, các bài giảng trình bày trons cuốn sách này được viết một cách khá 
chi tiết từ đơn giản đến phức tạp. Tuỳ theo khả năng của mình các bạn đọc 
sẽ lĩnh hội được nhiều phương pháp giải hay cần thiết cho mình. Hy vọng 
sau khỉ đọc cuốn sách này bạn đọc nhận thấy tự tin hơn khi giải các bài 
toán trong tam giác xuất hiện trong các kỳ thi đại học .
Cuốn sách gồm hai phần:

Phần I: Trình bày các đẳng thức liên hệ giữa các yếu tô' khác nhau 
của một tam giác như góc, cạnh, chu vi, diện tích, bán kính đường tròn nội 
tiếp, ngoại tiếp, bàng tiếp, độ dài, các đường cao, các đường trung tuyến,... 
Đây là phần rất cơ bản và quan trọng không những trong các bài toán về 
chứng minh đẳng thức mà cả trong các bài toán chứng minh bất đẳng thức 
trong tam giác.

Phán II: Trình bày việc áp dụng các bất đẳng thức đại số như bất 
đẳng thức Côsi, bất đẳng thức lồi hay các yếu tố của tam thức bậc hai,... 
để giải các bài toán bất đảng thức trong tam giác, đồng thời cũng nêu mối 
liên hệ ngược lại đê chuyên các đẳng thức, bất đẳng thức trong tam giác 
thành các bất đảng thức đại sô và có điều kiện. Các ký hiệu dùng trong 
cuốn sách này là những ký hiệu thông dụng được dùng trong sách giáo khoa:

i4, B, c  là sô' đo các góc ờ đỉnh A, D , C\ 
a. 6, c là độ dài các cạnh đối diện các đỉnh A, B , C; 
ha, hb. hc là độ dài các đường cao; 
la1 h, lc là độ dài các đường phân giác;
ma, mu, mc là độ dài các đường trung tuyến hạ tương ứng từ các đỉnh
A, B , c  đến các cạnh đối diộn;
5,p, R,r  tương ứng là diện tích, nửa chu vi, bán kính đường tròn ngoại
tiếp, bán kính đường tròn nội tiếp của tam giác;
ra, rb, rc là bán kính các đường tròn bàng tiếp góc A , B, c  tương ứng.
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Trong quá trình biên soạn cuốn sách này, chúng tôi đã nhận được sự 
động viên khích lộ của các đồng nghiệp khối chuyén Toán - Tin, của Ban 
lãnh đạo Khoa Toán - Cơ - Tm học, Trường Đại học Khoa học Tự nhiên, 
Đại học Quốc gia Hà Nội. Chúng tôi xin chân thành cảm ơn sự giúp đỡ của 
các cá nhân và tập thể nói trên.

Lẩn đầu ra mắt độc giả chắc chắn cuốn sách chưa hoàn toàn đầy đủ và 
còn nhiều thiếu sót, rất mong sự góp ý của các bạn. Các ý kiến góp ý xin 
gửi vẻ địa chỉ:

Khối THPT chuyên Toán - Tin,
Trường Đại học Khoa học Tự nhiên,

334 Đường Nguyễn Trãi, Thanh Xuân, Hà Nội.
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Chương 1
*

Các đẳng thức trong tam giác

1 Các đẳng thức đối với các hàm số lượng giác 
trong tam giác

Trước hết chúng ta chúng minh các công thức cơ bản quen thuộc sauỉ 

Ví dụ 1.1. Chứng minh rằng

1
. . A B c

siũA + s m B  4 -sinơ  =  4 COS — COS — COS —
£* t* Zt

A B C
COS A + cos B +  cos c  — 1 4 sin — sin — sin —

z ifa z

sin2 A  +  sin2 B + sin2 <7 = 2 +  2 COS A COS B  COS c
0

tgA + tgB + tgC = tgẨtgBtgC 

A B  B  c  _ c  A 
t g 2 t g 2 + t g 2 t g 2 + t g 2 t g 2 1 

A B c  A B c
cotg ^  +  cotg — + cotg — =  cotg -ị cotg — cotg — 

cotg A  cotg B + cotg B  cotg c  +  cotg c  cotg A =  1 .

4
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Giải

1 ) Tia (ó

D B + C B ~ csin A  + sin B  +  sin c  =  sin A + 2 sin — ——  COS — - —

_  A A A B - C
— 2 sin — cos — 4- 2 COS — COS — ——

2 2 2 2
_ 0 A B + C B - C .
= 2  cos -ị [cos ——  + cos — ]

t A B c
=4 cos — cos — cos —.

2 2 2

2) Ta (Ó

.... X, - D ^  , o 5  + C 5 - C'COi v4! 4 - cos B  -f cos c  =  cos A  +  2 COS — - —  COS — - —
2 2

, 0 , 2 ^  o ,  A B - C= 1 — 2 sin — 4- 2 sin — COS — - —

A t  B - C  r B  + C \  =1 4- 2 sin — ( cos ——------ cos — - —  Ị2 V 2 2 /
_1  , : A : B \ -  c=  1 -I- 4 sin — sin — sin —.

it it it

3) Ta CÓ

. > . , . 2 n 2^. • 2 i 1-COS2J5 1 -  COS 2Csic A  + sin B  +  sin c  = sin A H------- ----------h

= 2  — cos A

2 2 
cos 2 B  + cos 2 c

2 
=2 + cosA(cos(B — C) + COS(B  4- c )) 
—2 + 2 cos A  COS B  COS c.

4) Ta cS

tgA  + tg B  + tgC  = t g A t g B t g C
tg ,4 -  tg £? = tg C { tg A tg B  -  1 )
tg ^  + tg g  = _ Ỷơr.

1 -  tg A tg B
tg(4 -f B) = — tg c  (Hiển nhiẽn và A  + B  + c  = 7r).
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5) Ta có

A B  B  c  C A ,  t g ^ t g | + t g | t g | + t g ^ t g ^  = i

. B ẻ _ A  c ,  , A c  
« ' « f ( t g 2 + t g 2 ) =  1 “ t g 2 t g 2

B A  + C  , 
t t t g 2 ,g 2  = 1

B B
<=> tg — cotg — = 1. Điều này đúng.

6) Từ câu 5 ta suy ra

1 1 1 
A B + B  c + _ c  _ A ~

cotg -ị  cotg — cotg — cotg — cotg -  cotg -

A B  c  A B C
eotg — +  cotg — +  cotg J  =  cotg — cotg — cotg— .

7) Từ câu 4 ta suy ra

I 1 1  __________Ị________
cotg A cotg B  cotg c  cotg Ả cotg B  cotg c

cotg A  cotg B + cotg B  cotg c  + cotg c  cotg >1 =  1 (đpcn).

Ngoài cách chứng minh trực tiếp trên chúng ta có thể nhận đuợc các kết 
quả đó từ các mệnh đề tổng quát hơn.

Ví dụ 1.2. Chứng minh rằng

• x + y y + z z + z
p  = sinx+sin?/+sin 2 — s in (x + y -f2 ) =  4 sin —-— sin —-— si.n —— .

z z P
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• 2 ? ỉiai

Tact

r> _ o x + V „ ... X -  V , o . p  =2 sin —-— COS ——— + 2 cos
Am! tmj tLí

X +  ĨJ + 2z . —X — y  — sill---------

s  +  jj /  r — y  X -f y  +  2 c
2 sill -—— ( cos----------cos--------------9. V 9 ‘2 )

. + y . V + ~ . 2 + X=4 sin —-— sill ——— sin ———.
2 2 2

rừ crng thức trong ví dụ 1.2 ta thu được các công thức sau đối với các góc 
4. D c  của một tam giác.

*) Vú X = A,y  = B .z  = c  (A + B  + c = 7T, /1. /?. c  > 0) ta
ứiu círợc kết quả ở 1 ) trong ví dụ 1.1

sin A -f sill D +  sill c

. A + D . B  + C . C + A 
iin ———  sin ———  sin ——— 

2 2 2
A D c

4 cos — cos — cos — 
2 2 2

*) Víi X = 2A, y = 2D, z  = 2C ta thu được

sn 2,4 + sill 22? + sin 2C = 4 sin(i4 + 5) sin(B + C) sin(ơ + A)

4 sin A sin B  sin c

*) Vã X = 3i4, Ị/ = 35. 2 =  3C ta thu được

o, :..oo  / &4 + 3 £ , : 3B + 3C , ; 3Ơ + 3A.sim 31 H-siii 3 # + sin 30  =  4sin(— ———)sin(----  — )sin(---- ^---- )

À ‘ÒA 3B 3C
= - 4  cos ^  cos - -  COS —

ĩat c« thể mở rộng các kết quả này khi X  — nA, y — nD, z — nC , n G Ar* 
ìhiư au
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Ví dụ u .  Chứng minh rằng

Đặt p  =  sin nA  + sin nB  +  sin nC

Ta có

r» _  nA n B  nC  „ ___p  =  — 4 sin -  sin sin —— với n = 4k 
2 2 2

nA n B  nC
p  = 4  cos -jr- COS —— COS —— với n =  4k +  1 

6 z «

_ , . nA  . n B  . nC
F  =4 sin — 1 sin sin —-  voi n = 4k +  2 z z z

r> _  n B  nC  „ _ .. _p  = — A cos —-  cos — - cos —-  với n = Ak -I- 3.
z A z

Giải

Tacó

/ ,  ,1 • n-4 +  n#  ._n i?  +  nC . nC +  ánnAsin rm+sin n ij+sin  nC =  4 s in -----^-----s in ------------s in ----------------

• / n7r n^ \_ i_ /n7r nj4\ • / n7r 
=  4sin( 2  2 )si" ( 2  ■ 2  )sin( 2 2  >

*) n =  4fc =ĩ- s i n ( ~  -  ~ )  =  sin(2A:7r -  -  - s in  ^

. ,nn  n C . . 7T n ơ ,
*) n =  4Ả: +  1 =► sin( Y  -  -y-) =  sin(2fc7T + 2  2 ^

. ,7T nC. nC
= sin(— — — ) =  cos ——

2 2 2

. , n7r nC\ • /«, nC\ • nc*) n = 4k + 2 =► sin(— ----— ) = sin(2«;7r 4-7r — — ) = sin —
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, ,  . ,Ĩ11X n C . . ... 3?r nC.
*) 7/ =  4A' + 3 =4* sin(—— — — ) = sin(2A,-7T + ^ r  — y )  — — COS

2 2 2 2

Ví dụ 1.4. Chứng minh rằng

:> ... cois.r+cos y+cos í+cos(x4-/y+í) = 4 COS—- — COS cos

_  / a CO

Giải

D _o x + V y , o„ , x . t V + 22 „ x: +J /r  =2 cos —-— c os — ----b 2 COS------ ^ ------COS —-—

x + y x + y + 2z x - y  
=2 COS — ——  [cos---------------------------- 7--h cos — —— J

X + y y + z 
=4 cos —-— cos —-— cos

z + X
2 2 2.

Từ kết quả của ví dụ 1.4 chúng ta dễ dàng thu được các đẳng thức sau

Ví dụ 1.5. Chứng minh ràng

1) cos 2A + cos 2 B  +  COS 2C =  — 1 — 4 COS A COS B  COS c

2) cos 3/4 + cos 3Z? + COS 3Ớ = 1 — 4 sin3 ^  sin3 - -  sin ^

3) Kí hiộu p  =  cas 77i4 +  COS nB  4- COS nC  ta CÓ

D - , . nA nB  nC „ ___..r  = — 1 + 4 cos —  cos —-  cos —  với n — 4k
£* z z

_  ,  . n,4 . 77B . nC „
r  = 1 + 4  sin —- sin —- sin với 71 — 4k 4- 1

z z z
o , , rỉj4 nB nC ..
p  = — 1 -  4 cas —  COS — - COS —-  vai n  =  4 k  +  2

& £* £t
. . nA . nB  . nC

/ = 1 —4 sin —— sin —— sin với n  =  4fc 4- 3.
•2 2 2

nC
~2~

4* X
"2
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Giải

1) Chọn X = 2A,y = 2B,Z =  2c ,  khi đó cos(x + y + z) — 1 và 
cos -  ^  -  =  cos(i4 4- B) — -  COS c .

Suy ra

COS 2A  +  cos 2B  +  COS 2C — — 1 — 4 COS A  COS B  COS c  (đpcm).

2) Chọn X = 3A, y =  3B, z = 3C khi đó cos(x + y + z) — -1  và

Suy ra

x + y 3A + 3B ,3n 3 C N . 3  c
COS —- — =  COS-------  -------=  cost ——  — ) =  — sin ——

2 2 2 2 2

o /  o r , .  , , . 3A . 3B  . 3Ccos 3.4 + cos 35  H- cos 36 — 1 — 4 sin sin —  sin —
z z ^

-JX-T Jt n A + 'n B  ,mr nC3) Ta CỔ cos - • 2 =  cos( Y  -  ~ )2
___. nA + n B  nC nC

*) n =  4 => COS-------------=  cos(2fc7T — — ) =  COS — .

nA nB nC
Suy ra p  = -r1 + 4  COS -ỹ-  COS —  COS —

„ riA + nB  7T n C . . nC
*) n  =  4fc +  1 => cos - — - ---=  cos(2fc7T +  — — — ) =  sin .

z At Zt zÍ . ,

e n _  1 , A . nA  . n B  . nCSuy ra p  = 1 +  4 sin —r-1 sin - sin
2 2 2

n.4 +  ni? , nC\ nC*) n =  4« -I- 2 => cos--—-== cos(2fc7T + 7T •— — ) =  -  COS ——.
2 v 2 '  2

c D __ 1 t nA  _ nB  nCSuy ra p  =  — 1 — 4 COS —— COS —— COS —
2 2 2

. nA + nB  _ 3tt nC\ nC*)n = 4Ả; + 3 => cos - - -----— =  cos(2A;7r + — — —) = — sin
z Zi Zt <L

_ . riv4 . nJ5 . nC
Suy ra F  = 1 — 4 sin —— sin —— sin ——.

3 2 2 2

Để xây dựng các đẳng thức của tg, cotg chúng ta thường biến đổi ngưạc từ 
đẳng thức quen thuộc tg X cotg X =  1.



Ví dụ 1.6. Chứng minh rằng

1) tg 3j4 + tg 3D f  tg 3C = tg 3A tg 3B  tg 3c

2) tgĩ\A  + tg nD + tg ĩiC — tg nA tg ĩiB  tg TìC

nA uD ììD nC nC nA
3) t g ^ t . g - ^ -  + t g - ^ - t g - y + t g - ^ t g - ^ - = 1 . ,

Giải

1) tg3.4cot.g3yl = 1

<=> tg 3v4 cotg(37T — 3B — 3C) = 1

«=> -  tg 3.4 cotg(3ổ + 3C) = 1

B tg 3B + tg3C

<=> tg 34 4- tg 'ẲB + tg 3c  = tg ‘ÒA tg 3D tg 3c .

2) tg nA cotg nA = 1

•=> tg TI A eotg(»7T — nB — nC) — 1

<=>• -tgn.4ootg(nB  + nC) = 1

tg ĩ ìB tg n C  — 1
tgnA ~ 7 ĩ ^ — —7T = 1 tg i iB t- tg nC

Một sô bài giảng về các bài toán trong tam giác 11

<=> tg 11A + tg TiB + tg nC  = tg nA  tg nB  tg TiC.

-V n.4 rỉi4 , nA n in  nB  + n C \
tg 2 COtg 2 1 «  ,g 2 COtg ( 2 -  2 ~ )

nB nC
nA nB  + nC nA  t8 ' T  + tg 2<=> tg ~  t g -----£-----= 1 <=> tg

=  1

2 2 6 2 . n B  nC

TI A nB nB nC nC nA  
** tg - Y  tg +  tg ^  tg ^  +  tg tg 2 =
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BÀI TẬP

Bài 1. Chứng minh rằng
A B C

p  =  sin ,4 +  sinB — sinC  =  4sin — sin — COS—.
z z z

A B 1 .
Bài 2. Các góc của tam giác thoả mãn đẳng thức tg — tg — = Chứng

2 2 3»
minh rằng

sin A + sin B  =  2 sin c.

Bài 3. Chúng minh rằng
A B C  

p  — cos A  + cos B — COS c  = —1 + 4 COS — COS — sin — .
z z z

Bài 4. Xét tính chất của tam giác, biết rằng

cos A +  cos B  — cos c  +  1 = sin A + sin B  + sin c.

Bài 5. Xét tính chất của tain giác, biết rằng
3C

tg 2 — cotg 3A.

Bài 6. Xét tính chất của tam giác, biết rằng

. 1 Ạ  . • 2 B  / õ  • Ạ_ ■ Ễ - _ịsin* -ị  + sin -  + V 2 sin 2 sin 2* 2 '
" x K *

ị

•• = * ' '
Bài 7. Cho a, b, c là các số thực dương thoả mãn đảng thức ab+bc+ Cl =F 1 
Chứng minh rằng

4a2 4b2 4a2 (1 -  a2)(l -  fr2)(l - c 2)
+ 77— + 7T—- ^  =  2 4- 2 v(l + o2)2 (1+62)2 (1 +  C2)2 (l + a2)(l +&2)(1 4 c2)

Bài 8. Xét tính chất của tam giác, biết rằng

cos2 B  +  COS2 c  +  2 cos A COS B  COS ( 7 = 1 .
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LỜI GIẢI

Bài 1
Ta có

n 0 ..... B + C . B - Cp — sin A + 2 cos ———  sin ———
2 2

A, . B + C . B — c ,
=2 sin 2 f ~ Y ~  + sin ~  2~~J

.4 . B c
=4 sin — sin — COS — 

2 2 2

Bài 2.
Ta CÓ

A - -  B  c

sin A -ị- sin B  -  sin c  _  sm 2 sin 2 COS 2 _  A B  _  1
sin A + sin B + sin c  -  c  ~  tg I tg ~2 ~  34 cos — cos — cos —

2 2 2

Suy ra
3(sin +  sin B — sin C) = sin A + sin B + sin c  

&  sin A + sin B = 2 sin c  (đpcm).

Bài 3.
Ta CÓ

„ o ,  B + C_. B - C  p  — cos A — 2 sin ———  sin ———
2 2

n o 2 A , „ A . B - C» p  =  2 COS •— — 1 — 2 c o s X sin — ——
2 2 2

p  =  2 cos ■— [sin -̂------s in .....—  -j -  1

__A ___B c __
p  = — 1 + 4 cos cos — sin — (opcm).

JL £* Ù

Bài 4.
Xét tính chất của tam giác, biết rằng

cos A -f- cos B — cos c  + 1 =  sin A 4- sin B  4- sin c .

Giải
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TaCÓ á  Ẽ  ■ £
cos A + cos B  — COS c + 1 _  cos 2 COS 2 sm 2 _  c

sin +  sin B +  sin c  , _  5  c  24 cos — cos — cos —
2 2 2

Từ giả thiết của bài toán ta suy ra

c c  7T 7T
tg^- =  l<=>^- = -7 ^ C = 7- 

2 2 4 2

=>• Tam giác vuông tại c .

Bài 5.
Ta có

3C
tg 2 =  cotg 3 A

3C<$2 cotg 3 /  =  2 tg —

3A  A 3A nA 3c



Hài 6.
'la có

Á D . c
COS .1 + COS z? t c o s t ' - 1 f 4.sill — s ill— sin —

Một s< bài giànu về các bài toán trong tam giác 15

• -2 A . .,13 . , c \  ,
<t4>3 2 ( s in  — +  s ill —  -f" s in  — ) — 1 -f-

.4 . B  .. 
ị  sin - s i l l

2 ,1 D ; , c  0 . .4 : B . C _ i
<--> s :n  — f- sill — 4  sill —  +  2 sin — sin —  sin — =  1

9 9  9 9 9  9

Su> ra

sina y  + \/2 sill ^  sin ^ ( \ / 2  sin -  1) =  0

( rz . c -I \ r 1 1 /Õ * A . B , _
<=>(v2sin — l)[-^= sin 2 2 + ^ 2shl 2  2  ] =  0

c  1 c  7T 7r
<:> sill &  c  = -

2 v/2 2 4 2

=> Tan giác vuông tại c .

Bài 7.
A B

Vì tí, 0 suy ra có tổn tại (ì < A, D < n sao cho tg -p- — a, tg — =  6. 

Suy ra
.4 Li . A B.  ,

*«9 ^ 2  + c(t g 2 + t g 2^ = 1
,4 +  z? , 7Ĩ u4 + z?.

2 = , g ( 2 "  2 1

Đỉt — = -  -  (a CỎ fg ệ  = cvằ A + B + c  = jr.
■ 2 2 2 2

Vậy C( tồn tại 3 góc của một tam g iác  sao cho

A , B c
« =  = t g - . c  = t .g -

10
1 o
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Khi đó đẳng thức cần chứng minh tương đương vói

sin2 A +  sin2 B  +  sin2 c  =  2 +  2 COS A  COS B  COS c  
(Xem VI dụ 1.1).

Bài 8.
Ta có
sin2 A +  sin2 B  +  sin2 c  = 2 + 2 COS A COS B  COS c  

(1 -  cos2 A) +  (1 — cos2 B)  4- (1 -  cos2 C) =

2 +  2 cos A cos B  COS c

cos2 A + cos2 B + cos2 c  + 2 COS A COS B  COS c  =  1 

Suy ra COS2 A = 0<F$A=~=>  Tam giác vuông tại A.
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2 Các yếu tô hình học trong tam giác

Trong mục này chúng ta xây dựng các đẳng thức của các yếu tố hình học 
trong tann giác.

I. Một s<ô cổng thức cơ bản

Định lý ỉhàm sô côsin

á2 = b2 + c2 — 2ÒCCOS A

b2 — (? +  a2 — 2ca COS B 

c2 = a2 + b2 — 2ab COS c .

Định lí hàm sô' sin

« = ‘ =  2R.
sin A sin B  sin c

Ví dụ 2.1. Chứng minh rằng

_  (ô2 +  c2 — a?)R b2 +  C2 — a 2

» COtg'4 = ------- l ả -------=  * s
{a?+ b2 + (?)R a2 + b2 -  a2

21 Ciotg A + cotg B  +  cotg c  = --------------- -T- -= -------- ------ .abc 46

Giải

l)Tacó

COS 4  _  b- +̂ 2 {ì? + < ? -a 2)R  =  62 +  c2 -  fl2
cotg A =  -T—J  =  — 5ẹ—  =cin 4 —

aibc

sin A 5̂  aỏc 45

2} Từ t) suy ra

(a2 + 62 4- C*)R a2 + ft2 +  c2 
cot,g .4 +  cotg B  +  cotg c  = -------- -------------= ------- -Ịg------

r  đại hoc  quoc  gia ha NỌi
ị TRUNG TAM THÕNG TÍN THƯ VÍEN

y  7 q  i - r '  0 5 2 0 7 6
ị-—------ - - —Ị ... , -__  __  ___________  „ .
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Ví dụ 12. Chứng minh rằng

1\ — A - .  /p(p -  a)
1} “ 2 V fc
2) sinậ = J tiE W E I
'  2 V bc

t.tr A = / ( p - 6) ( p - c)
3) 2 = y  p(p —a)

Giải

l)T acó
0 , i4  ỉ^ + c2 - * 2
2 cos — — 1 =  cosv4 = ------—--------

2 2bc

* *  2 COS2 -  =  62 +  °2 -  -  1 =  (6 +  c)2 ~  q2 =  (fr +  c + a ) (6 - + c ~ -q )
2 2fec 26c 2Ỉ>C

~ __2 ^  _  p(p -  a ) _  4  _  . í ĩ ĩ i  -  a) ____
2 ~ 6 c  2 =  V ~ 6 c  (d|Km)-

2) Ta có
, 2 - -4 ố2 + c2 -  a21 — 2 sin =  cos A = ----- ---------

2 26c

"-in2 A = 1 *>2 + c2 -  a2 =  a2 -  (6 -  c)2 =  (a + 6 -  c)(a ■+- — ft) 
^ 2sin 2 1------ 2fc------------------- Ễ -----= ----------- ----------------

. 2 A ( p - 6 ) ( p - c )  . Ẩ / m m  / a___ «sin2 ^  sin Y = Y —---- ^ ------ - (đgxm)).

3) Ta CÓ

_ s i n 2 _ /
cos —

2

> > - 6 ) ( p - c )
V be

V
ip{p  -  a)

be

A _ sin 2 V 6c l { p - b ) { p - c )

2 Ipfp — a) V p(p -  °)



Môn sí bài giảng về các bài toán trong tam giác 19

Ví dụ 2-3. Chứng minh rằng

aòsinơ òcsin A ca sin B
1) 5 =

2) s =
2

abc
AR

c) s = rp

4)S = \/p{p — a ) (p -  b)(p -  c) (Công thức Hêrông),

Giải

1) Tac6

2) Tacó)

3) Tacói

4) Tac6

aha ab sin cs =-—=•■ "  (ha =  ò s i n ơ )

/-» c a abcsin c  =  => s — —^
2R 4 R

ar br crs = —- +  — +  — =  rp 
2 2 2 y

5 ,  ^ } i A  = bcsiBâ .cosá  = bc. / ỉ l M l I . J ^ H
2 2 2 V be \  bc

<=> s = sjp(p -  o)(p — 6)(p — c) (đpcm).

Ví dii2.4. Chứng minh rằng

„  2 A £  cs = p tg^tg|tg |.

Giải

Ta có
A B C

t g 2 t g 2 t g 2
( p - a ) ( p - 6 ) ( p - c )  s_

p3 p2
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Suy ra
„ 2 A _ B c  x
s  =  p* tg ^  tg -  tg Ỷ (đpcm).

Ví dụ 2.5. Chúng minh rằng

2 62 c2 a2 «

2) + m ị = ^ (a2 + b2 +  c2).

Giải

l)T acó

771 a?■* = c2 +  - —  ca cos B
4

2 2 ° 2 c2 -I- a2 -  62=» m* = c2 +  J ----------^ -----

c2 62 
2 + 2

a*
7 (đpcm).

2) Từ 1) suy ra

mỉ  +  m ỉ +  mc = ^ ( ° 2 + 62 + c2.)



Mộtt s5 bài giảng về các bài toán trong tam giác 21

Ví (dụ 2-6. Chứng minh rằng

]) /„ =

A
2bc COS 
_________
b + c

A B c
1 1 1 COS — COS —  COS —
1 1 1  2 , 2 , 20 —— 
a b c la

+
*6

Giải

+

1) Tí có

\
6c sin >1

= 5
c/o sin j  bla sin 
---- X---- H

A A
<=>■ 26c sin COS = (6 4- c)/a sin 7̂z z 4y

26c cos
^  *<* = r r  •0 +  c

(đpcm).

2) Ti 1) suy ra

6 + c 
26c

cos — 
___ 2.

/a

A
^  1 1 2---- 1---- — ------±L

26 2c In
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Tuơng tự
t B

1  1 -  008 2
2c "** 2a /b

o
1 1 = COS 2

2<z +  26 ỉc
Cộng các đẳng thức trẽn ta thu được

A B C
1 1 1 COS — COS — COS —1 , 1 1  9 9

+  T  +  - =  z  * 1+ 7  2 +  - 7- 2- (đpcm).
*6 *ca b c la

n . Một số ràng thức của các biểu thức đối xứng 

Ví dụ 2.7. Chứng minh rằng

sin A  +  sin B  +  sin c  —

Giải

Ta có

ứaA+ứnB + SÌnC=ầ  + ầ  + ầ = R- 
Ví dụ 2Ã. Chứng minh rằng

A B  c  p
cotg -ị  +  cotg -  +  cotg ị  = ị

Giải

Hạ đường vuông góc từ tâm đường tròn nội tiếp tới B C  cắt ÈC' tại 
M. Đặt DM = m MC  =  n.
Ta có

B m 
cotg — =  —
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Suy ra
D c m + n a

cotg — + cotg -  = ——  = -
2 2 r r

Tương trự
c A h
2

+ cotg 2 ~ r
A B c
2

+ cotg
~2 r

Cộne vé' với vế các đẳng thức trên ta thu được

A _ B _c p íA
cotg o + cotỗ T  + cotS o = (đpcm).2 2 2 r

Ví dụ 2.9. Chứng minh rằng

A . B c
r = 4/1 sin — sin — sin — 

2 2 2

Ta có

Giải

B C a  2RsinA
cotg — + cotg -  =  -  = ...-

2 2 r r
. B + C  A A

s in — - —  4 /ts in — COS — 
_  2 = 2 2

. B c ~  Tsin I  sin I

A „ . A A
co s— 4/tsin —COS — 

^ ___________2. —  2________2
; B  C rsin — sin —

2 2
A B CSuy ra r = 4R  sin — sin — sin —.

J 2 2 2

Ví dụ 2.10. Chứng minh rằng
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Giải

Ta có đẳng thức

A B C cos A  + cos B  +  cos c  = 1 +  4 sin — sin — sin —
<b z «

A B c  r
Ta CÓ 4 sin — sin — sin — =  — (Xem ví dụ 2.9).

2 2 2 R
Suy ra

r
cos A  +  cos B  +  cos c  =  1 + — (dpcm).

R

Ví dọ 2.11. Chứng minh rằng

ab + bc +  ca =  r 2 + p2 + 4Rr.

Giải

Ta có

p v  = s 2 = p(p -  a)(p -  b)(p -  c)
4*pr2 = p3 — (a + b +  c)p2 + (ab + be +  ca)p — afec 

=  —p3 +  (aò + 6c +  ca)p -  4/ỉrp 
<=>r2 =  —p2 +  (a6 +  bc 4- ca) — 4 Rr 
<$ab + bc + ca = r2 +p2+ ARr (đpcm).

Ví dụ 2.12. Chúng minh rằng

A B c  r + 4R
‘* 2 + t g f  +  t g 2 P '

Giải

Ha các đường vuông góc từ tâm đường tròn nội tiếp tới các cạnh 
DC, AC , AD và gọi chân các đường vuông góc đó tương ứng là A', 3\, ơ .
Đặt AB' = n, DÀ' =  ra, CB' = 1.
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Ta có

m + n = c 

n + l — b 

m  + / = a

Suy n  r. =  ;> — a , m  =  p  — b, l  = p  — c. 
Ma

A r
2 ?1

B _
tg T ~

c _
tg 2 ~

nên ti Ctó

A B c I \ 1 1 \
t g x  +  tg o +  tg o =  r ( — — +  ——ũ +  — — ) 2 2 2 \ p  — a p —b p  — cs

(p -  a)(p -  6) +  (p -  6)(p -  c) +  (p -  c)(p -  a)
( p - a ) ( p - b ) ( p - c )

3p2 -  2(a + 6 +  c)p + ab + bc + ca 
' r  ¥

p

—ỷ  +  P2 4-r2 4- 4Rr r + 4/? __---------------------------= —------  (đpcm).
pr p
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BÀI TẬP

Bài 1. Xét a, b, c, d là độ dài các cạnh của một tứ giác nội tiếp trong một
CL b c  d

đường tròn, kí hiệu p = ------- -------- . Chứng minh rầng
At

s  = y/ĩp -  a)(p -  b)(p -  c){p -  d).

Bài 2. Với a,  b, c, d là độ dài các cạnh của tứ giác vừa nội tiếp và ngoại tiếp 
đường tròn, chúng minh rằng

s =  y/ãbcd.

Bài 3. Chứng minh rằng

ha B - C
T . =c06 2 -

f

Bài 4. Xét tính chất của tam giác biết rằng

3p{p — a) = {p — b)(p -  c).

Bài 5. Xét ưnh chất của một tam giác biết rằng

y/p(p -  a) +  V ( p - b ) ( p - c )  =  y/2bc.

Bài 6. Xét tính chất của một tam giác biết rằng

+ 2 sỉn2C = 2 .
V sin A /

Bài 7. Chứng minh rằng

Bài 8. Chúng minh rằng
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Bàl 9. Chứng minh rằng
raĩVc = p2r.

2n
Bài 10. Xét A A B C  có góc A = gọi Aị. Dị, C'i là chân các đường phânó
giác hạ tương ứng từ các đỉnh A, 13, c . Chứng minh rằng Z.D\A\Cỉ —

Bàỉ 11. Với a, b, c> 0, chứng minh rằng

\Ja2 -f ò2 — ab + \f\p- + c2 — bc > \Ja2 + c2 + ac.

to 
I
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LỜI GIẲI

Bài I.

Ta có
Bũ2 =  a2 +  ẩ2 — 2ađcos A 

BD 2 =  62 +  c2 — 2ỐCCOS c  

Vì c  +  -A = 7T => COS c  = — COS >4 nôn suy ra

a2 +  d2 — 2ađcos v4 = 62 +  c2 + 2ÒCCOS

(a2 +  d2) — (ò2 4- c2) 
WCOS/‘ = ------ 2M  +  6C)

Ta có
2 cos — — 1 = (ạ2 + ri2) -  (ò2 +  c2) 

2 (ađ +  òc)

, 4  (a^ + ^ - ^ + c 8) (g + rf)2 - ( t - ^
2 2 (ad +  bc) 2(ad + bc)

(a + d + b — c)(a +  d, +  c -  b) 
2(ad + bc)

Suy ra

2 A (p — c)(p — b) /1
COS ------ - <=>■ COS —

2 ad + bc 2
( p - c ) ( p - b )  

dă +  bc
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Ta có
1 o ■ 2 A . ( °2 + f )  -  (ft2 + c2)

1 2 2(ad + bc)
2 j  (o2 + d2) — (62 + c2) _  (ồ + c + a - d ) ( 6  + c + á -  a)

s '2 2 (ad + bc) 2(ad + bc)

Suy n

sjn2 -4 =  (p - .ĩ,)(p -  rf) „  sin d  =  ( p - ^ p - d )
2 ad + bc 2 V ad + bc

Ta có

adsin.4 6csinC . , , ,sin>4 , ^
Saỉcưì =— n ------------------ ỉ----- n — = {ad + be)——  (Vì sinA = sinC )

(ad 4- òc) sin ^  COS ^&

= v (p  -  o)(p-  rf)(p -  c)(p -  6) (đpcm).

Bài 2.
Áp dụig kết quả của bài ỉ ta có

s  = y / ĩ p ^ ã ) ( ^ d ) ĩ p ^ c ) Ị p ^ b )

Vì tứ ỊÌáic ngoại tiếp được một đường tròn nên suy ra

ữ -\- c — b d

Khi đc
b +  c +  d — a a +  c + c — ap — a = ------- -------- = ------------------=  c

2 2
c -ị- d -ị- ũ — b b + d + d — b .

p — b — -----------------------  = -----------—---------- =  d
2 2

_ d  + a + b -  c _ a  + a + c —c _
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, a +  6 +  c — d 6 +  6 + d — d .p -  d — -----------------= ----------------- =  b
2 2

Suy ra s = Vabcd (đpcm). 

Bài 3.

Gọi A' là chân đường phân giác hạ từ A  xuống DC. Đặt a  =  ZAA'B  
ta có

y— =  sin cu — sin(C +
la **

<=> ha _ /
ĩ =cos(

A + B  + C B - c
COS

Bài 4.

Từ kết quả 3) trong ví dụ 2.2 ta suy ra
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Bài 5.
Từ giả thiết và kết quả của ví dụ 2.2 ta có

. A A r-
sin — + cos — =  V 2

La *L

<=>\/2eos(-— — —) =  y /2
Lé 4

,A  n
^ ( 2 ~ V  =

A 7T 7T= -  <=> A = -
2 4 2

=» Tam giác vuông tại A  

Bài 6
Ta có sin2 A + COS2 A = 1 và áp dụng định lý hàm sô' côsin đuợc

a2 — b2 + c2(s in 2 A + COS2 A) — 2bccosA

= (b -  CCOS.4)2 +  c2sin2,4

f b —c c o sA \2 /csin/4\2

^ z s m B - = m C c « A y  +
V sin A /

(áp dụng định lí hàm số sin)

s i n # —sin c  COS ,4 .0 _ _ . 0 _ A
mà (--------- —— ----------)2 = 2 -  2 sin c ,  nên ta duơc

sin v4

sin2 c  = 1 <=> c  = ^  Tam giác vuông tại c .
mt



32 Nguyên Vũ Lương, Nguyễn Ngọ»c Thiấng

Bài 7

Giả sử đường tròn bàng tiếp đối với đỉnh A bán kính ra tiếp xúc với B<c tại
A.
Đạt BA' =  m, CA' =  n, ta có

m , 7T — B s B
£  = COtg( 2 ) = t g 2'

Suy ra

n 7T — C. c
í  = “ ‘g í - = ‘8 I-

B c  m + n  a
tg — +  tg ^  =  —r — =  —

Suy ra

• ( B  + C ì sin(—ỹ —)
ổ  „ c

COS — COS — 
2 2

4/í sin — COS — 
2 2

A B Cra — 4 R  sin — COS — COS — (đpcm).
£ề Ù Lế
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Bài 8.
Áp dụng kết quả của ví dụ 2.9 ta có

. A ũ  Cr 4/ỉ sin -ị sin ■— sin — B c

r„ ~ ị  Ế  £  ~ ts  2 t g 24/1 sill — cos — cos —
2 2 2

Suy ra

r  r r D C  C A  A D
—  + — + = tg o 77 + tg 77 tg 77 + tg 77 tg ^  = 1

r r  r  1
<=» -— f- — + — =  -  (đpcm).

rQ rb rc r

Bài 9.
Ta có

Ta có

Suy ra

. A D c ( A B C \ 2
rar6rc sin ị  ™  i  sin I  ( c<* J  CQS ị CQS 2~J

r 3 / . Ạ . B . c
(sin -ị sin - s i n - ) 3

^  B  c \ 2= (cotg ^  cotg — cotg —)

A B c _ A B  c p
cotg -  cotg — cotg — = cotg -  + cotg — + cotg — = -

2ề 2ỉ 2* L 7

(Xem ví dụ 2.8).

ran r c _  p2 _ „ _ .2 . _x
3 = ^ 2  <=> r ar6rc = p*r (đpcm).

Bài 10
Ta có

Ta có

AD _ B C  sin c _ AD _  ABi 
s.n c ~  sin 120° ^  sin 60° ~ BC ~ CBị 

(Tính chất đường phân giác)

AAỵ _ c. 4| sinC _  AAị
sinC  sin 60° sin 60° CA\
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AAì ABi
Suy ra — -  — => B\Aị  là đường phân giác góc AA\C. Tương tự

CA\
C\A\ là đường phân gỉác góc AA\B.
Suy ra /.ByAiCi =  ^ (đpcm).

Bà! 11.
Từ điểm o  lấy OA — a, OB =  6, o c  =  c sao cho

AAOB =  ZBOC  =  60°.

Áp dụng định lý hàm số cosin ta có

AB = ựã? + ò2 -  ãb 

BC = VP + C* -b c  

AC = y/ã? + c? + ac 

Vì AB  4- BC > AC, suy ra

Va2 + Ò2 — ab + v ^ - i-c 2 — bc > Va2 +  C2 +  ac (đpcm).
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3 Xây dựng các đẳng thức từ các phép biến đổi 
hình học

Đê có những đẳng thức mới hay hơn chúng ta cần sự trợ giúp của các phép 
biến đổi hình học.

Ví dụ 3.1. Chứng minh rằng

c2 sin2B 62 sin2C 
25 =  ỜAABA' + &AACA' = ---- 2------ 1------ 2----

VA 0 c2sin 2B + 62 sin2CVây s = ----------------- -------------  (đpcm).
4

*) Trường hợp B  ^  — ta có 
% "

C2 sin 2 B + b2 sin 2 c

Giải

Gọi A! là điểm đối xứng với A qua BC. 
*) Trường hợp 0 < B < — ta có

4U>

A

c

c2 sin(27T -  2B)  
2
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Ví dụ 3.2. Xét tứ giác lồi ABCD , AB = a,BC = b, CD = c . Ch«ứng 
minh rằng

Sabcd — lịabsinB + ^fecsinC — -acsin(B  + C). 
ểb z z

Giải

Từ D và B kẻ đường thẳng song song tương ứng BC, Dơ, chiúng

b M Dơ

c

cắt nhau tại ơ .  Giả sử BA kéo dài cát D ơ  tại M. Gọi L B M Ư  =  a 
Ta có

S abcd  =  S abcd  +  S dBD'A — S&ABD' 

ở đây DBD'A là tứ giác lõm

Ta có*

S dbd 'a —
ab sin a  aỉ> sin B
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Vậy
òcsinC absin B acsin(7T — (D + c ))

Sabcd =  — J —  + — f ---------------------- Ỳ ------------

bcsinC absiĩìD acsin(D + C)
=  ~ 2  + 2 ------------- 2 ----------  <dpcm>'

Ví dụ3~3. Xét ùiADC nhọn, Z.C < 60°, chứng minh rầng

C* , . ~ . ab sin 3Cs  — — (sin cA  + sin 213 sin 2C) -i-----—----
6 0

Giải

Lấy ì '  'đồi xứng với D qua AC
B'

A'

Lấy A đìối xứng với A  qua CB'. 

Ta có
35 = S bab'A' + S&BCA'

Áp dụig ví dụ 3.2 ta có

c*sin2A C2sin2B  C2sin(2i4 +  2B) 
Sbab 'A' =  .. 2 + 2 2

c2
(sin 2 A + sin 2 B  + sin 2 C)

Sarca1 — -aò  sin3C Ù
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Suy ra
c2 _ 1

3 s  = -j-(sin2;4 + sin2B + sih2C) -f ^-absinSC.
ù

Ví dụ 3.4. Già sử AABC  nhọn, chứng minh rằng

45 = tíịsin2A+accos B sin2B+abcosC sin2C+bccos DcosC  sin2A.

Giải

Gọi Hi , Hỉ là các điểm đối xứng với chân đường cao H hạ từ đinh

A tương ứng qua AB, AC. Ta có

H\B — ccosB,ỈỈ2C = bcosC,

25 =  S a a H ì Hĩ  +  S a h ì  B C H ì  

Ta cổ Saahi h2 — 2 sin 2i4

accos Bsin2B abcosC sin2C  
ỐA//,BCW2 = --------- 2--------- H-------------2------------

6ccos£?cosC.sin(2B +  2C) , ,  , , . _------------■---- ------------------- - (áp dụng ví dụ 3.2)
Suy ra

h ị s i n ĩ A  a c c o s B s i n 2 B  ab COS c  sin 2C  
2 S = ^ f f -  +  COS” S' - S J S - ...4

be cos B  cos c  sin 2A 
+ ---------- - ỹ -----------  (đpcm).



Chương 2 

Bất đẳng thức trong tam giác

1 Các dạng hệ quả của bất đẳng thức Côsỉ áp 
dụng cho các yếu tô của tam giác

Trong bài giảng này chúng ta sử dụng một sô' dạng hệ quả quen thuộc của 
bất đảng thức Côsi để chứng minh một số dạng bất đẳng thức trong tam giác.

I. Một sô bất đẳng thức cơ bản

Ví dụ 1.1. Với 0 < X, y  < 7T, chứng minh ràng

sin X + sin y~  — — < sill 
2

Giải

Ta có : x + y x~ysin X  +  sin y  =  2 sin ——- • COS------- —

_|_ y  £  — y
Vì 0 < X, y < 7T ta suy ra sin — > 0, COS ——— > 0, suy ra

z C*
X -f y  X — y

sin X  +  sin y  < 2 sin — -— (vì COS-------  <  1)

Dấu đẳng thức xảy ra khi X  =  y .

39
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Ví dụ 1.2. Với 0 < X, y < chứng minh rằng

1) a* * + ™ v < ca>i ± y  (1.2)

2) i i £ + M ^ t g £ ± l  (1.3)

3) « * E * ~ > c o t g ĩ + g  (14)

Giải

, v ^  , x  + y x - y
1) Ta có cos X +  cos y  — 2 COS—- — COS—- —

z ù
«~ ,v Tt x + y n X -  y
VI0 < X, y  <  — suy ra COS —- — > 0, COS —- — > 0.

z M M

Suy ra
X + y

cos X + COS y  < 2  COS —- — (đpcm).
m

Đẳng thúc xảy ra khi X = y.

2) Giả sử X ^ y, bất đẳng thúc (1.3) tuơng đương với

X - y  X - y
sin— -— sin —-—

_____ 1  +  y ^ • __x + ycos X cos —- — C06 —-— C06 y

Vì X ^  y  => sin — "" ^  0,COS£ > 0,cosy > 0,cc>6 - ^   ̂ > 0 nèn bít
Iđảng thúc tương đương với

cos y > cos X y <  X.

Điẻu này đúng theo giả thiết (đpcm).

3) Giả sử X ^  y ,  bất đẳng thúc (1.4) tương đương với

X +  y  x  +  y
cotg y  -  cotg —-— ^  cotg — —— -  cotg X
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X — y  X — y
sin ——— sin ———

X + y x +  ysill V s in —-— s in ——— simJ 2 2

Vì s in  ~~2~~ ^  0, sinx > 0, sin ụ > 0, sin > 0 nẻn bất đẳng thức
tương đương với

s ill X ^  sin y  <=> X ^  y.

Điểu này đúng theo giả thiết (đpcm).

Ví dụ 1.3. Giả sử 0 < X, y, z < 7T, chứng minh rằng

s in  X +  s in  Ị / +  s in  z X +  U +  Z .
----------- —------------ < s in ------- -̂----  (1.5)

Giải

Ta có bất đảng thức (1.5) tương đương với

X  +  y  +  z . X  4- y  +  z
p  =  sin X +  sin y +  sin 2 +  s in -------^------<  4 sin — --------Ố Ỏ

Áp dụng bất đẳng thức ( 1 .1) ta thu được

X +  y  +  z X +  y  +  z
x +  y . z +  3-----  x +  y +  z  +  - ^ - ị -----

p  <  2 sin ——-----1- 2 s in --------— -̂------ <  4 s in --------------- ------- ------
2 2 4

<=> p  < 4 sin —+  ̂— -  (đpcm). ó
f 7Ĩ

Ví dụ 1.4. Giả sử 0 < X, y, 2 < chứng minh rằng

cosx +  cosy +  COS2 ^ x +  y +  z ..1)   ------------< COS------ị------ (1.6)

cotg X +  cotg y +  cotg z x +  y +  z
3)  J-------------- ^ c o t g -------ị -----  (1.8)
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Giải

1) Ta có (1.6) tương đương với

o , , x + y + z  x + y + zp  =  COS X +  COS y  4- COS z  +  COS---- jr--------<  4 COS--------------------- ------
u u

Áp dụng bất đẳng thức ( 1 .2 ) ta thu được

X +  y +  z

p  < 2cos - -- - -  +  2 c o s -------------------< 4 COS -  — — (đpcnn).
2 Z ư

2) Ta có (1.7) tương đương với

_ X 4- y +  2 ^ A X +  y  +  zQ = tgx  + tgy  + tg* + tg -----1-----^  4 t g ------ 1-----

Áp dụng bất đẳng thức (1.3) ta thu đựợc

^ 2 t g ^  +  2 t g Z +  ^ 3  > < t g ĩ ± j ± i  (đpcn)..

3) Ta có ( i .8) tương đương với

X +  y +  z X +  y +■ zR = cotgx +  cotgy +  cotgz +  cotg ——2------^  4 c o tg -------5-----
3 o

Áp dụng bất đẳng thức (1.4) ta thu được

x_+y_+_z

R >  2 cotg +  2 c o tg ---------^-3------- >  4 cotg -  (ípera).

Ví dụ 1.5. Chứng minh rầng

1 ) sin A +  sin D + sin c  < ủâ
3

2) cos i4 +  cos B + cos c  < ^ (nếu & ABC  nhọn)
4M

3) tg >1 + tg £? 4- tg c  ^  3\/3 (nếu Ù^ABC nhọn)

4) cotg A + cotg Li + cotgC ^  \f% ( nếu & ABC  rahọn ).
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Giải

Áp dụn g bât đảng thức (1.5), (1.6), (1.7). (1.8) ta thu được

, ,  D : A + D + C - 1  : * _  3>/3srin A + sin B + sin c < 3 s in ------ -------  = 3 sin — = ——
ổ ó

COS A + cos D + cos c < 3 COS — +  — — = 3 COS — =
3 3 2

tg A  4- tg D 4- tg c  ^  3 tg — = 3 tg I  =  3Ự3

A + D + c  7r
cotg A +  cotg D 4- cotg c  ^  3 co tg ------ ------- =  3cotg -Ị- =  \/3

ổ O

Ta có thể chứng minh 2) nhờ tam thức bậc 2 như sau

Â _ i rt • 9 A • ^  -- cp  =  COS Ẩ + cos z? -f COS c  ^ 1 - 2  sin* — + 2 sin ~  COS — -—z Lt Zt

. 2 a  b - c  . a n , „
«■ 2 sin — 2 cos — -—  sin ^  +  p  — 1 = 0

Suy ra
D — c

A' = cos2 — ------2P + 2 ^  0
íề

2 B - C  cos'2 ------- 0

~  2

Dấu đảmg thức xảy ra khi và chỉ khi A = B = c  =
O

Ví dụ 1.6. Chứng minh rằng



44 Nguyên Vũ Lương, Nguyễn Ngọc Tháng

A D c  r-
3) tg Y 2 + tg 2

- A _ B  C" o / -4) cotg +  cotg — +  cotg — ̂  3V3.

Giải

Áp dụng bất đẳng thức (1.5), (1.6), ( 1 .7), (1.8) ta thu được

:  ̂ B . c   ̂o ■ Ả -ị- B -ị- c _ n _ 3sin — + sin —- +  sin — < 3  s in ------ —------=  3 sin — = -
2 2 2 6 6 2 

A B c  A + B + c  7T_3v/lcos — + cos — + cos — < 3 cos------ ------- = 3 COS — = —j—
2 2 2 6 6 2

A B c  n A + B + C 7T f- 
t g ^  +  tg 2 + tg  2 g ---6-------  tg 6 =

” ■ - • * .* m  . ■ . * - •
" ■ ' ' : ;  ̂ .

A  . B  A + B + C „ 7T 0 f -
cotg -- 4- cotg — + cotg — ^  3 cotg-------------=  3cotg -  = 3s/3

I  2 2 0 o

Dấu đẳng thức xảy ra khi A = B = c  =
Ổ

• * 'x : . r*

Ví dụ 1.7. Chứng minh rằng

. 0 A n Đ n c 4
1) tg 2 +  tg 2 +  tg 2 ^

2) sin2 +  sin2 B  + sin2 c  < ^ nếu A A B C  nhọn.

3) sin2 77 +  sin2 77 +  sin2 ệ  ^  7  nếu A A B C  nhon.
2 2 2 4

4) cos2 ~  + COS2 7  ̂+  cos2 % < 7  nếu A A B C  nhon.
2 2 2 4

Giải

1 ) Sử dụng bất đẳng thức

u2 +  b2 + (? ^  ab + bc + ca
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ta nhận được

ọ A , D , c  A D B c  C A  

:> Ta cỏ
sin2 A + sin2 D 4- sin2 c  =

—̂ „ /  cos A + cos D +  cos r  \ 3
= 2 4  2 cos A COS D COS c  < 2  + 2( —-------- -ị—------ —  J

< 2 + 2 (cos —)3 = 2 + 2^3 = -  (đpcm).

3) Bất đẳng thức được viết lại

1 — cos A 1 — COS £? 1 — cos c  3
p ~  +

3
<i=> cos v4 + cos D + cos c  <

2
Điểu này đúng, xem ví dụ 1 .5.

4) Bát đẳng thức được viết lại dưới dạng

1 +  COS /4 1 +  COS B  1 +  cos C" 9
----------------------- -Ị- ----------------------- ^  —

2 2 2 -  4
3

& cos y4 + COS B  4- cos c  <  ̂ (Bất đẳng thức đúng, xem ví dụ 1.5).Lế
Ví dụ 1.8. Chứng minh rằng

1 ) ha •+ hb + hc 'ì 9r

^ 9/ỉ
2) m 0 + mk + mc < Y

Giải

1) Ta có
1 1 , 1  1
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Suy ra ha + hb 4- hc ^  9r.

2) Ta có

ma + m6 + mc = 4 ( °2 +  &2 +  c2) = S-ft^sin2 A +  sin2 B + siin5 C) 

Suy ra
_2 _2 _2 ^ 27/ỉ2
™a +  mb +  mc <  — -

Ta CÓ
(m2 +  m£ +  mj?)2 < 3{mị + mị + ml) <

9Rm a + nib + mc < — .

3) Ta có

2tcc06|  _  6 c a) 2 V S
6 +  c 6 + c 6+ c

/a -  -  2 , ------------ -------- =  Z Z - ^ J p f jp -  ã)
0 + C  ờ + c  0 +  c

Suy ra

la < ự p ịp -a )

Dấu đẩng thúc xảy ra khi và chỉ khi b =  c.

Tương tự ____
lb < p \ / p - b ,  lc < pựp -  c

Vậy
l* + lb + lc< s/p{Vp -  ã + ự p  -  b + y/p — c)

< a ^ r —. + r z ' + i E I  = PV3 (dpcm).

n. Sử dụng bát đảng thúc
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Vi dụ l.!9. Chứng minh rằng

. . A . B . c  1
1) sin — sin — sin — <  -

'  2 2 2 8
/ . A  B\  ( B , _ C \ /  . c  . A\

2) (sin  ^  + sin I  )  ( sin I  + sin ^ ) ( sin I  +  sin ‘ị )  < 1

o\ • /A  7T . £  7T c  7T (l +  v/3)33) sin(— + —)sin (----- 1- —)sin (---- b —) < -------------- — - .
’ 2 4 2 4 v2 4 '  16v/2

Giải

l)Ta có

i á ,  : *■_. : £
A : B  . c /  2 2  ̂ 2 \ 3 ^  1 \3 _  1sini X  sin — sin — <  ( -----  --------—̂ ----------- — I <  ( ^ ) 3 =  Z
2 2 2 V 3 / 2 8

2 Ta có

( : ^ 5 \ /  B c  \  í  c  ■- A \  ^
(  sin 2 +  sin 2 ) Vsin 2 +  sin 2 ) ( sin 2 +  sin i )  -

-4 B C .,  32(sin — +  sin — +  sin —) \
< 1 .

3' Ta có

• / A  7I \_ .  . £  7T. . , c  7T.
2 ^  4 2 4 2 4

ỵ-rf/ .  -<4  i 4 V /  ,  B __ Ẽ  c   c , "Ị
=2V2[(8in ^  + COS ^)(sin  -  + COS - ) (s in  -  + c o s - ) j

/■*_ A ,_ B  c \  , Ẩ £  c \^ ( s i n  J  +  sin -  +  sin - )  +  (cos - ị  +  COS — +  COS — ) J 3

3 3v/3

<2V5[i±iấ:i*_<i±v^
L 3 ifix/916V5 ( đ p c m ) -
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Ví dụ 1.10. Chứng minh rằng

27 R3
1) mam{,mc <

8
Sp3

3V5'
Giải

1) Ta có

______ ^  /m 0 +  m 6 +  mc\ 3 ^  3R 27R3
m ambTnc < ^ /  2 8

2) Ta có

(i. + M(i» + W(J« + /.) < (Bííĩ±A±ií> )3

III. Sử dụng bất đảng thức

1 1 1  9 „  ,
— 4- ỵ  +  -  ^  — —7 —— , với a,b,c >  0.a 0 c a + b + c

Ví dụ 1.11. Chúng minh rằng

1) — -J  + — ~ B + ~ C ^ 6
sin — sin — sin —

2 2 2
n 1 1 12) p  — -7— -7— —7—7; +  3 7 7 7 7 3 7 7 : + “7sin A +  sin B  sin B + sin c  sin c  + sin A

Giải

DTacó

1 1 1  9
+  -------FT H----------7=7 ^  --------Ã------------- rĩ------------ 7=T ^. A . B . c  A B c

sin -  sin — sin -  sin ^  + sin -  + sill -

^  \/3 .

to
i 

co|
 o
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2 ) ĩa có

/■ . ____ »______ . , 3
2 (sin A + sin D + sinC) 3 \/3

Ví dụ 1.12. Chứng minh rằng

1 1 1 2
1) I--------1 ^  ~Dma mb mc li

2) p =  _ ị _  + Ị ị _  + •
la + lb + lc lc ■+■ la 2p.

Giải

l)Ta có

2) Ta có

1 1 1  9 9
— I" — I— ^  - ------   ̂  77Wma 7T?h mc ma 4- rrib + mc y/i

p > _ ±  > _ 1  vã
2(/a +  6̂ +  Jc) 2\/3p 2p

IV. Sử dụng bất đảng thức

an + 6n + cn /a  + 6 + c \ n( 1 ± ỉ ± f )
3 V 3

vói c, 6, c ^  0, n là sô' nguyên dương.

Ví dụ 1.13. Chứng minh rằng

(đpcm).

2
R'
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Giải

l)Tacó

A B c / t g ^ + t g -  + t g -  4 ! 1 
q > 3 ( _ 2_ J 1 ỉ --------  )  > 3 ( ^ ) 4 =  5

2) Ta CÓ

2 A . B + C  2
cos 2 / sin 2 ~ Y  , 5
2 B ơ  “  ( B c  I - (tg 2 + t g 2 *COS — COS — \cos — COS — /

2 2 2 2

Suy ra

rt/ A B C x
2 ( t g ^ + t g - + t g ^ ) l2 '2y/3,0

p  ^  3 Ị------ 2— — 2--------2 _Ị ^  3[— ]2 =  4 (đpcm)

Ví dụ 1.14. Chúng minh rằng

p -  _L  _L J _  > _ L
mj* TOjj + ml '  3 R?

Giải

Ta có

i 4

_L _L _L
p  g / m„ mt mc \ 2 3 /  3 ... V

V 3 /  \ ma +  m6 +  mc/

^ P ^ 3(Ẳ ) =3(3fí)2=3ẳ2 (đpcm)-
2

V. Sử dụng bát đảng thức

</ã+ Vb+ ý c  ^ /a  + 6 + c ^ t 
-------- y - ------- < y ------ -̂---- với a, 6, c ^ 0.
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Ví dụ 1.15. Chứng minh rằng
3

1) p =  Vcos A +  n/ÕÕs D + y /cosC  < —7=
V2

2) Q =  1 1
A D / . D . c

sin -  + sill -  W sin -  + sin -

+ = = = = >3.

V  s in  2  +  s in  2

Giải

. „  / COS .4 + cos B  + cos c  / T  3 ___
1) Tacó F  <  3 y -------------------------------- --  V  2 =  Ự 2  (dpcm)'

2) Tac6

9

\

. A . B I B . c  1 C
sin + sin -  + Y sin -  + sin ị  + y  sin — + sin Y

a s . A . D . c  3
, ma sin — + sin — + sin — <

A B  c. 2 2 2 2
2 + s i n 2 +sin2 }

suy n

Ví di 1 .lé. Chúng minh rằng

1 1 1 ^ [6
H----- = =  H---- _  ^ \ —

V /?

Giải

1 1 1 ^ 3p  =  - =  +  - ^ = =  +  -T = =  ^
y rn Ị ,/rn^ Ị m a +  m6 4 - m c

3
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Suy ra

p  > \l  £  (đpcm).

VI. Sử dụng bất đẩng thức

(1 + a)(l + ò)(l + c) ^ (1 + v'a&c)3 với a, b, c ^ 0.

Ví dụ 1.17. Chứng minh rằng

p  =  (1 +  - ^ ) ( l  +  +  - \ t )  >  27.
s in  — s in  — s in  —

2 2 2

Giải

Ta có

p > ( i + '  Ị - ..■4 i - B -  c7 ) % ( l + j )  =  27 (đpcm)

v s in 2 s in f  s i n 2 2

vn. Sử dụng một số bất đẳng thức so sánh với biểu thức
a + b + c hay ab + bc + ca

Từ bất đẳng thức

/ . A  . B  , c \ 3 
, -4 B . c „ (sin2 +sin 2 + s i n 2 !tin — sin — sin — <T -----------—----------------------------------------------sin —1 sin — sin — <

2 2 2 27

Suy ra

. A B ._c
: B c  sin 2 + 2 + 2 /3x2sin 77 sin — sin X < ------------ —=---------— • ( ^ I

2 2 2 27 V2/

A , B , csin J  +  sin -  +  sin Ỷ 
12
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Ví dụ 1.18. Chứng minh rằng

1 1 1 io
A B  4 . B 7  c  f  C Ã  ^

sin J  sin — sin -  sin -  s in  -  sin -

Giải

Ta có
A . B  . c  1 , . .4 . D . c .

sin -  sin -  sin -  < — ( s i n  -  + s i n  -  + sin —)

1 ’ 1
. A . D . . . :sin -j sin — sin — sin -  sin -  sin -

Ví di 1.19. Chứng minh rằng

,  A , D , c
tg3 ^  tg3 ^  tg3 7-

^  = - p r  + y t r  + -7 X  > '■
tg J  t g ị  t g j

Giải

Ta CC

— + ab ^  2 a2 
b

h3
-+<*>> 2b2

c
c3
— +  ac >  2c2

a
2(a2 +  62 +  c2) ^  2(a6 + bc +  ca) 

Cộng vế với vế bốn bất đẳng thức trên ta thu được

Suy n

a3 ồ3 c3 . ,
“ — f“ —  “1“ — ^  4- bc -f- Cữ
0 c a

yí ^  A R B c C A  1 , _
1 *> tg -ị tg -ị  + tg ^  tg + tg 2 tg 2 (dp0™)-
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Ví dụ 1.20. Chứng minh rằng 

p f~. 2 ^ 1  • 2 ^ , 1 • _ ■  ~Ệ_ I=  W sin — + sin — + 14 sin — sin — +
Y z z z z

+
L o . B  ; 2 C  , . B  . C\ sin'' — +  sirr — +  14sin — sin —4-

V 2 2 2 2

\fà1 . 0  c  ._2 ^  1 J . c . A+ \/s in  — +  sin + 14 sin — sin ^  < 6.
z z Zt 4i

Giải

Ta có

a2 + 62 +  14aò =  4(a +  6)2 -  3(a — b)2 < 4(a + 6)2 

Suy ra ____________
vã?  +  ò2 +  14a6 < 2(a + 6)

Suy ra
p  < 4(sin ^  4- sin — + sin —■) < 6 (đpcm). 

Z z «

Ví dụ U I . Chúng minh rằng

_ A B . _csin -7 +  sin — + sin —
p  -  T 2 2 2________> 2r  _  J  5  5  ’  c  c  Ã *

sin ^  sin J  + sin ^  sin J  +  sin ̂  sin ^

Giải
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Suy ra p  ^  2 (đpcm)

Ví dụ 1.22. Chứng minh rằng

A -  B D -  c  c  -  ACOS----------b COS--------- COS---------  <
2 2 2

ằA 7T B 7T ,c 7T
< « » ( £ -  5 > + « » ( f  - g ) .

Giải

Từ ví dụ 1.23 ta có

. A B D c . c  . /1 1 . .4 B . c ,
sin -ị sin -  + sin — sin + sin ỹ  sin ^  < ^(sin j  + sin — + sin —)

Tương tự ta nhận được

A B B  c  c  A n/3. a  D c \cc>s — COS +COS — COS -I-COS —- COS — < —  (cos-+COS —-+COS 7-)
M z z z ù ềL Lt z* & z

Cộng vế với vế hai bất đẳng thức trên ta thu được bất đảng thức cần chứng 
minh.

Ví dụ 1.23. Chứng minh rằng

B  . c . A
s i n -  s i n -  s i n ^

p  — ___ ế.—I____4- -I______4- > fi
, 1 A , 2  + . 2 Csin — sill —- sin —

2 2 2

Giải 

Áp dụng bất đảng thức

a2 b2 c2
-7- + — + — ^  a + 6 + c 
b c  a

Ta thu được

P > J K  + -  —j j  ■+-----^ 7 ^ 6  (đpcm) (xem ví dụ 1 .1 1 ).
sin 77 sin — sin —

2 2 2
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Ví dụ 1.24. Chứng minh rằng

P = í |  + M  + ệ | > i
A| *1 ftỉ ^  r* 

Giải

Áp dụng bất đẳng thức

a3 b3 c3
70 +  ~õ +  2 ^  ữ 6 +  c ír c2 <r

(Sử dung bất đẳng thức +  b 4- b ^  3ứ)br
Ta thu được

0 ^ 1  1 1 1
p  ^ ĩT + ĩ r  + ĩ r  -  •ltd fib he T

Ví dụ 1.25. Chứng minh rằng

-  mb mc rna 2
~  7^2 ^2  +  ™2 ^ D'mỉ mị mị H

Gtải

Áp dụng bất đẳng thúc

a2 b2 c2+ — + — > a+ b + c b c a

(Với a,b,c> 0)

Ta thu được

p >  —  + —  +1 1 1 9 ^ 9 _  2 , . ___ .
z r  + z r  + ZT > ~  , ZT ■ ~  Q/? = o (đpcim).ma mb mc ma + mb + mc ỵỉỵ R

2

(Xem ví dụ 1.8)



BẢI TẬP

Một sổ bài giảng về các bài toán trong tam giác

Bài 1 Chứng minh rằng
1 1 1p  z=z ___________ 4- ----- —------ — 4------- —--------  > 4

1 A B ' B C' Ỷ c A
cos — COS — COS — COS — COS — COS —

2 2 2 2 2 2

Bài 2 Chứng minh rằng

p =  - 1A. . ũ  . c
sin — (s in ------h sin —)

2 v 2 2

e ,..: -4 : : c , : -4sin -  (sin ^  +  sin - )  sin -  (sin -  + sin - )

Bài 3 Chứng minh rằng
hahbhc ^  27r 3.

Bài 4 Chứng minh rằng
9  ̂2 B , ctg2 ^  tg2 r- tg2

p = I1i  + :i^  + :Lx > ^  
t g f  t g i  t g ^

Bài 5 Chứng minh rằng

A  D  C  ^ 1
t g 2 t g 2 t g 2 S 5V3'

Bàl 6 Chứng minh rằng

? =  (1 +  cotg3 ^ )(1  +  cotg3 ^ )(1  + cotg3 ^  (1 +  3>/3)3,

Fàì 7 Chứng minh ràng

p. = ha f !ĩi , h<- > 18r
1 + /ia7»6 1 + hbĩĩi c 1 + hcma 2 + 9 Rr
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LỜI GIẢI

Bài I.
Ta có

_ì > ______ 1______ = ( — 1  \
A B . A B ~ \  A B )

COS — COS — (cos — 4- COS — r  COS — +  COS —•
2 2 v 2 2 ’ 2 2

Suy ra

2 2 2
A B + B c + c A
COS — 2 - f e e * ! C0S 2 +  COS2 COS 2 + cos — 2

3

f 6 \
A B B c  c  A

COS — 4- COS — +  cos — +  cos — +  cos — -f COS —z z M  M  «  4U

p>3& =*
Bái 2.
Tacó

~  A . 0  . B . c  . c  . A
2(sin - ị  sin — +  sin — sin ~  +  sin — sin - )

9

Suy ra

Bài 3.
Ta CÓ

Suy ra

2 , .  A  . y —  v ~ 2
jp  2 2* 2

27 p  ^ —-w— = 6 (đpcm) (xem yí dụ 1 -6). 
2Ộ’

J_ _  / J_ J_ _1_Y 
r 3 "  U ft +  fu + h jha hb he' '  hahbK

hahbhc ^  27r3 (dpcm).
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Bài 4.
Sử dụng bất đẳng thức

a2 b2 c2
——h — H---- ^  o + b -+• c
b c a

ta thu đưjc

^ ^ tg ^  +  tg Y  + tg ^  ^ 7 3  (đpcm) (xem ví dụ 1.6).

Bài 5.
Ta có

A B B c  c  A ^  0 J ,  _ A  ~ B  ~~cz  l = + t g f t g |  + t g | t g | ặ 3 ự ( t g | t g | t g | p

/ A B  C \ 2  1
^  ( tgi tg 2 tg 2)  - è

A B C  1 <=> tg — tg — te; — < — —.
2 & 2 & 2 -  3\/3

Bài 6.
Áp dụng bất đẳng thức

(1 + a3) ( l+  b3){ l+ c3) (1 + abc)3

ta thu đuợc

p  ^  ( 1  +  cotg J  cotg Ệ  cotg ^  (1 +  3 \/ã )3.

Bài 7.
Ta có

1 1 1 9 
1 + 1 + 1 ^ 1 1 1

m b + — mc + — ma + — ma + mfe + mc + — + — + —
tla hb hc ha h>b ỈĨC

Suy ra

p  ^  M l  = 9/fr + 2 (đPcm)(xem ví 1 -8)-
T  + r
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2 Tính chất lồi lõm của các hàm số lượng giác

Trong bài này chúng ta sử dụng các tính chất lồi, lõm của hàm sổ) trợng 
giác để chúng minh một sô' dạng bất đẳng thức trong tam giác.

Trước hết ta nhắc lại các bất đẳng thức cần sử dụng:

1) 0 < Xi < TT (i = 1, n) ta có

1 n 1 n 
± £ « ! ! * < <  sin ( £ x > )

i=l i=l

2) 0 < Xj <  — (i = l,n) ta cổ

1 n 1 n ì ^ c o s x .  < « * ( ! ] > »
i=l i=l

3) 0 < Xi < ^  (i =  1, TÌ) ta cóm
1 n 1 n 

t=l t=l

4) 0 < £j < “  (i = 1, n) ta có 
6

1 n 1 n T c o t g ^ c o t g ^ ! , )
i=l 1=1

Tuỳ theo bài toán mà chứng ta cần chúng minh bất đẳng thúc đổ với 
một giá trị cụ thể của n.

Ví dụ 2.1. Tim giá trị lớn nhất của biểu thúc

p  = VsinẤ + VsinB  + 2ysin Ỵ .
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Giải

Ta sử dụng bất đảng thức 0 < X, y ,  z , t  < Tỉ ta có

x  +  y
sill X + sin y  + sin z  + sin t. sin + sin + t

< <

^  . X +  y  +  2 +  t
< s in ---------■--------

Ta thu được

< 4 \

c csin A -t- sin D + sin — + sin —
*-ề Ù

c
Dấu đảng thức xảy ra khi A — D =  —.Ũ

4
Vậy Pmax — ^ 2 '

Ví dụ 2.2. Tim giá trị nhỏ nhất của biểu thức

4

p  = tg4 À + tg4 D + 3 tg4

(trong đó A, B, c  là các góc nhọn).

Giải

Ta chứng minh bất đẳng thức

tg z  +  tgy  + tgz  + tg t +  tgv x + y + z + t + v

7T
(0 < x , y , z , t , v  < - )

, ,  X + Ị/ + 2  + Í + ỈÍ .
M  =  tg X + tg y +  tg z + tg t + tg tì + t g ----- 1----T---------- ^

T + y + z + t + v  
^  Gtg - — — —

5
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Ta có

x + y + z + t + v
A O  3 tg ĩ ± | ± f +  3 tg _ ! ---------I V --------

X +  Ĩ/ +  2 + Í + U
x-f ỉ /  +  2  +  t + vH------------ 7 ----------

6 tg

6
x + y + z + t + v

5
Áp dụng bất đẳng thức trên ta thu được

c c c
tgA  +  tg B  +  tg-^  +  tg -J  +  tg-^ 4 

p  > õ ( ------------------- - ệ --------2--------3_j ^  5 tg

c
Dấu đẳng thức xảy ra khi A = B  — — 

Vậy Pmin = 5tg .4

Ví dụ 23. Chúng minh rằng

v/sinẨ +  Vsin B  +  VsinC <

^  / A + 2B . r  B + 2C  J r  C + ĨÃ
< Ỷ sin — +  V — 3 +  V sin 3 •

Giải

Ta có

3
VsinẨ +  2VsinB /sinj4 + 2sinB ^ f .  Ã+~2B

- V --------

Vsin B + 2VsinC r  B + 2C
< y s i n — - —3

VsinC + 2VsínÃ [ ~ C  + 2A
< \/sin3 -  V 3

Cộng vế với vế các bất đẳng thức trên ta thu được bất đẳng thức cẩm chổng 
minh.

tc I to



Ví dụ 2.6 Chimiỉ minh rằng

tg3 A + tg3 B + t g :iC ^  cotg3 ^  + cotg3 Ệ  + cotg3 ^

(trong đói4. B, c  là các góc nhọn của một tam giác).

Giải

Ta có

' J L > ọ * ậ + ĩ ấ » ) '  > * •  - c < v §

Ĩ Ể ° + ! Ẻ £  „  ( í i Ẽ  + * c y  = Cũtg3 â

I Ể £ ± Ỉ Ề A  ị  ( i i £ + t g A ) =  s  tgJC + A =  cotg3 1

Cộng vế với vế các bất đẳng thức trên ta thu được bất đẳng thức cần chứng 
minh.

Ví dụ 2.7 Chứng minh rằng

,  r> í ____ : ^  +  2 £ „ ; B  +  2 C  : C  +  2Asin A  sin B  sin G < sin — ——  sin — —----sin — -— .Ỏ Ổ Ổ

Giải

Ta có

: 1 4 • 2 r, ̂  sin A + sin B  + sin B A  + 2BsinS A sinS B < ------------ —-------------< sin — ——
3 3

: i D : ị ^  ^  sin B  + 2C sinS B sin* c  < ------ —-----
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sin* CsilP A <
sin c + 2Ả

1
Nhàn vê với vế các bát đảng thức trên ta thu dược bất đảng thức cần chứng 
minh
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Ví dụ 2.9. Tìm giá trị nhò nhất của biểu thức

p  = 1 1 2
+ -7= = =  +

>/coSi4 \/cos B

Giải

Ta có
__________________ 4__________________

y/cos A +  y/cos B  4- yjCOS — +  ^ Ịcõs —

N
COSẤ +  cos£? +  2 COS

2
4

4
— ?—  = 4 -  -
I ĩ  $

Ý “ ĩ

c
Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi A =  B  = —.

4
Vậy Pmin ~  ^ 2 *

Ví dụ 2.10. ơiứng minh rằng

p = { ì + sin3 A ) ( 1 +  sin3 B )  ( l + sin3 c )  *
1

(£ (1 + 3,4  +  2 5
sin )( 1 +

3 B  + 2C
sin )( 1 +

1
Ơ + 2U

sin‘

Giải

Ta có

( ,  + 1 ) ( ,  + > ) %  ( ,  + — » ) ’ > 
V sin i4/V sin £?/ V sin Ẩ sin B /
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?  (* + sin A + 2 s in B .)  s  0  + . 3-4 + 2 b )
( 3 1 * " - ^ 3

Tương tự ta nhận được

( 1 + ^ f b ) ( 1 + ^ c )  ^ ( 1 + "T7 b T 2c )sin 3

(1 + s ^ c ) (1 + i ĩ )  s (1+ 7? rrg )sin 3

Nhân vế với vế các bất đẳng thức trên ta thu được bất đẳng thức cần phải 
chúm' minh.



66 Nguyễn Vũ Lương, Nguyễn Ngọc Tháng

BÀI TẬP

Bài 1. Chứng minh rằng

Y ŝin ~Ã + \/sĩn i? + \JsinĐ + \/sinC  “b ^sin~c”-+̂”vsin<A <

< )ỊÕ Õ sĨ^~ jcO S^  + \jc 0 j^ ~ + ^ ịc c ^  + )jc0j^+ )JcC K  

Bài 2. Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức

p  = ( ' +  ă ĩ s )  ( ‘ + ỉ h b )  0  + ~ Ị ? ) 'sin —2

Bài 3. Tim giá trị nhỏ nhất của biểu thức

p  -  ( tg A + ỉ h h > 2 + ( t g B + ^ +2(tg  2 + - V -sin-—
2

Bài 4. Giả sử 0 < X < hãy tìm giá trị nhỏ nhất của hàm số
It

1 2
V =  1 7 = =  +

2

V̂ sin 2x Vasina:

Bàỉ 5. Giả sử a, /3 > 0, a  +  /? =  1, chứng minh rằng

a  sin A  +  (3 sin B  < sin(a>l + (3B)

Bài 6. Giả sử a,(3 > 0, a + ị3 = 1 , chúng minh rằng
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LỜI GIẢI

Bài 1
Ta có

y/ sin A 4- \/sin B  +  y/sin B + V sin C

< sin A +  sin B  + \/sin B  +  \/sinC

: A + B  . : B  + C
< \ s in— -------h \ / s in — - —

= \ l c o s ^  + J c o s ^

C/ • *

\/sin B  +  y/sinC + v/sin c  + \/sini4 /  A  /  B
-------------  2 ------------- -- VC0S 2 + V C0S 2

V sinC  +  v/sinẤ +  \/sini4 +  \/sin B  /  B /  c
-------------------  2 ------------------ *  V COS 2 + V C0S 2

Cộng vế với vế các bất đẳng thức trên ta thu được bất đẳng thức cần ỉhiứiìg 
minh.

Bài 2.
Áp dụng bất đẳng thức

(1 + a)(l +  6)(1 -Ị- c)(1 +<i) ^  ( 1  \ / abed)1
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ta thu được

1
- í "  ; v ........

y  sin .4 sin £  sin2 — '
1 + c  

sin .4 sin D sin2 — v sin A + sin B + 2sin J

Suy ra
1 \ 4

p  f l  H 7fi — (1 + V 2 )
x sin —7

4
Q

Dấu đẳng thức xảy ra khi A = D = —.

Vậy Fmtn =  ( l+ v /2 )4.

Bài 3.
Ta có

tgA + tgD + 2 t g ^  + ^ r Ã  + ^ B  + ~ ^ C .  2
/ sin 24Í ------------------------------- T---------------------------------------À

Suy ra

i , * * 4 (tg £  + - ± r ) a =  4(l +  v'2)
v 4 sin —7

Q
Dấu dẳng thức xảy ra khi và chỉ khi Ả = B  = —.

Vậy pmm =  4(1 + v/2)4.

Bài 4.
Ta viết lại

Suy ra

y = 1 1 1-------- -----------1— _—  — _—
\/sin(7r — 2x) v^sin X v^sinx

^/sin(7T — 2z) +  v^sinx + v^sin X

>

3
3

sin(7T — 2x) + sinx 4- sinx
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Suy ra

y >

Dấu đẳng thức xảy ra khi 7T — 2x = X X =  •£. 

Vậy pmin = 3

7T
2 x = X O’ X = —.

3

Bài 5.
Bất đẳng thức đã cho tương đương với

a sin A +  (1 — a) s in #  < sin(a.A +  (1 — a)B )

Tồn tại dãy số {ữn}“=1, Qn hữu tỷ sao cho

lim otn — o  (0 < a n <  1 )n—»+oo

Vì an là số hữu tỷ suy ra có biểu diẻn

an = ———  phân số tối giản 
Pn+Qn

Từ bất đẳng thức
i *

I Pn+1n , Pn+<?»
— -—  V  sin Xi < sin [———  y "
P»+<7" Lpn+Ợn Ế? J

chọn Xi == X2 =  • • • =  Xpn =  i4

XPn+l =  ^Pn+2 =  •••== =  B

ta thu được

— 7— {Pn sin A + qn sin 2?) < sin (  — Ị— (pnA  +  qnB )) 
Pn + qn 'Pn + qn '

o  a„sinj4 + (1 — a n) sin B  < sin(ani4 +  (1 -  an)B) 

Qua giới hạn khi n —► +oo cả hai vế của bất đẳng thức ta thu được

a  sin A +  (1 — a) sin B  <  sin(aj4 + (1 — ct)B) (đpcm).
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Ta cũng có thể dùng tính lồi của hàm sô f (x)  = sinx (0 < X < n) có 
f "(x)  = — sinx < 0 Vx Ễ [0,7r] nên 
f ( aA  f  (1 - a ) D)  > af (A)  + (1 -  Wl, D G [0,7r]

Bài 6.
Ta chứng minh bất đẳng thức

Q Ị3 1 
-  + -  ^  — -—  a b aa + pb

với a, b> 0.

Ta có

1 = (a + /3)2 = ị^Ị^-s/õã +

^=>1 < (— + r ) ( QQ + /36) (đpcm). a b
Sử dụng bất đẳng thức vừa chứng minh ta thu được

a /3 l 1_ — 1 > ______ _______ > ______ ______
sin A sin B ữ sin A + /? sin B  sin(aj4 + pB)

Tương tự
Ị _ g _  > 1

sin B  sin c '  sin(aB + pc)
- n  Ị ý  > 1
siinC sinj4 ^  sin(aC + (ỈA)

Cộng vế với vế các đảng thức trên ta thu được bất đẳng thức cần chứng minh.

Bài 7.
Áp dụng bất đẳng thức

\/4 + a2 + \/4 + 62 4- \/4 + c2 + Va + (P 'ỷ \/64 + (a + b + C + d)2 

ta thu được «

ự64 + (tg4  +  tg £  + 2 t g |) 2  z  ^64 + 16tg2 ^  = v/8Õ = 4v/5.

Vậy pmj„ = 4\/5 đạt được khi ,4 = B = —.
Ù



72 Nguyễn Vũ Lương, Nguyễn Ngọc Thắng

3 Sử dụng tính chất của tam thức bậc 2 chứng 
minh một số bất đẳng thức trong tam giác

Sử dụng tính chất của tam thức bậc 2 trong một sô' trường hợp chúng ta có 
cách giải gọn và mạnh hơn đối với một sô' dạng bất đẳng thức trong tam giác.

Ví dụ 3.1. Chứng minh rằng

3p  = cos A + COS B  + COS c  <- .
£ế

Ta có

Suy ra

Giải

„ , o :_2 A . A B - Cp  = 1 — 2 sin — + 2 sin COS — -—

n . o A  — c  A n .<=> 2 sin — 2 cos — -—  sin + p  — 1 =  0

A' = cos2 ^  - 2 P  + 2 Z 0  
ù

o B - C
COS2 — —  3

« p < 1 +  _ x _ < 2

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chi khi A  =  B — c.  

Phương pháp này có một số ưu điểm sau:

1) Chứng minh được bất đảng thức mạnh hơn là

o B - C
cos ~ ~ õ ~  p  <1  + ------- —*— .

Ví dụ 3.2. Chứng minh rằng

cos A  +  cos B  + COS c  <
7 B - C  * C - A  2 a - b

COS --------- 4- cos*------------- Ị- cos* — ——
< 1  +  ---------2--------------—2----------------2—
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C*1 • 2 •riai

Biến đổi như trong ví dụ (3. 1 ) chúng ta thu được các bất đẳng thức

9 A -  DCOS*-------
COS A  +  c o s  B  +  COS c <  1 H-------------— ^—

ù

7 B — c
cos 9~~COS Á  -f- COS D  + COS C 5Í 1 4"------ -------

ềmá

,, C - A  
cos ~ õ ~cos A +  cos B  + cos c  < 1 H-------- —

Cộng vế với vế ba bất đẳng thức trên ta thu được bất đẳng thức cần chứng 
minh.

Ví dụ 3.3. Chứng minh rằng

M  4 .  M  4 .  M  >  —
II + lị + II *  R'

Giải

Ị Ị  — Q  Ịị
Sử dụng các bất đảng thức COS ———  — ~  và

tá la

cos A + COS B + cos c  = 1 + J— ta thu được bất đẳng thức cẩn chứng 
minh.

Ví dụ 3.4. Chứng minh rằng

A - B  D - C  C - A
co s------------- 1- COS-----—------- h COS

a) cos A + cos D + COS c  < 1H---  ------- 2-7-- 

A -  D B - C  c - A ,
cos —  ----- 1- cos —  ------h cos — -—

b) COS A+ cos D + cos c  < H ------------------------ —2-----------------— .
6
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Gỉải

Suy trực tiếp từ kết quả của ví dụ (3.2).

A — B . ^ n A — B a A — B   ̂ ^
*) Vì I cos —-— I < 1 nên cos° —- —  < cos^ —- —  với a  ^  /?..u M z

*) Vì 1—^ — 1 ^  I— — I (n ^  2), suy ra 
2 n

A - B  .

Ta thu được các bất đẳng thức cẩn chứng minh.

2) Có thể chứng minh mội số bát đẩng thức lương tự ví <di 3.2 
nhưng có một hệ số khác hai hệ số còn lạl.

Ví dụ 3.5. Chứng minh rằng

COS
2

< cos
n

p  = cos A + m(cos B  + COS C) < 1 +

trong đó 0 < m < 2 .

Giải

_ , * . 2 ^  o__ !_ ^  B — Cp  — 1 -  2 sin ~  +  2msin ~  C06 — - —
Z Ậ It

_ 2 ^  -__ B-'-C  . _ A _O' 2 sin 7“ -  2mcos — -—  sin +  p  -  1 =  0 
2 2 2

Suy ra
s2 -  2P  + 2 > 0

It
A ' — m2 cos2

* > p <  1 +

Dấu đảng thúc xảy ra khi và chỉ khi

2
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3. Thuận tiện khi chứng minh bát đảng thức có điều kiện.

Ví dụ 3.6. Giá sử A. B . C  là các cóc của một tam giác không tù, 
chứng minh ràng

COS .4 + cos Ỉ3 + cos c  <  \pi.

Giải

Ta có
4 D — c  A A

p  = COS A + 2sin — cos —-—-  < 1 — 2 sin2 — + 2 sin —

7T 1
VÌ0 < A < — => 0 < t = sin — < —7= và thu đươc

-  2 2 v 2

p  < -  2t2 + 2t + Ì = f  (t), tro n g  đó 0  < t < ~̂ =.
v 2

Vì trên (0, -ị=Ị hàm /(<) đom điêu tăng, suy ra
>/2

m  < / ( 4 )  =

Vậy p  < x/2.

Đẳng tlhức xảy ra khi và chỉ khi

D = c,
. A 1

sin — =  —7=.
2 x/ 2

4. Thu ận tiện khi chứng minh một số dạng bất đẳng thức không đôi 
xứng.

Ví dụ 3.7. Chứng minh rằng

p  = cos A + cos(D — C) + cos2C <
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Giải
•* *•

Ta có

r> • , „ B + C B - 3 C  ^ , n .__2 A n . A  3p  =  cos A +  2 cos — --—  cos — ——  < 1 —2 sin — + 2 sin ^
ib z z z iu

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi

í
B = 3C, 

A 1 sin — =
2 2

Ví dụ 3.8-.Chứng minh rằng

9p  — 2 cos A + COS(B — 2C)  +  COS 3C < ^

Giải

n __ , „ B + C _ B -bCp  =  2 cos A  +  2 cos —- — cos — -—  =JL St
2 >4. n _ . A  B — 5C 

=  2(1 — 2 sin -^) +  2sin COS — - —  z z z
2 ^  « B  — 5C A _<=> 4 sin ^  -  2c06 — —— sin 7̂  +  p  — 2 = 0

Suy ra

A' =  cos2 ————— -  4P + 8 > 0 
z

1 _ 2 B - 5 C  ^  9<*p  < 2 +  7  cos2 --------- < 7
4 2 4

B  = 5C,
Dấu đẳng thúc xẳy ra khi  ̂ A 1 (đpcm).

sin -  = -

Ví dụ 3.9. Tim giá trị lớn nhất của



Giải

Ta co

A
p  < 2 sin — — 4 sin3 — = 2t — 413 = f(t)

2 2 w
A

'.ronị đó 0 < / = sin —- < 1
émi

f '(t) = 2  -  1 2 í2 -  0  <*> í =  ± 4 =
v/6

Xét (ấu / ( í )

) < / < -Ặ= ta có / '( í )  > 0  
v 6

-Ặ= < t < t ta có / '( í)  < 0 .
V 6

Suy 0

1 _ 2 4 8 4
m - n V ẽ } ~ V ẽ  6 v ^ " 6 v /6 " 3 v /6

Vậy ?ma* = đạt khi

( B = c,

I sin — =  —7=.
I 2 Vẽ

Chún? ta chứng minh một sô' dạng bài toán khác sử dụng tam thức
bậc 2

Ví di 3.10. Chómg minh rằng

p — sin2 A 4- sin2 D 4- sin2 c  <
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9
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Giải

Ta có

„ 2 . , cos2£? + cos2C - 2 .p  = sin >1 + 1----------- ----------= 2 — cos A — cos(B + C) COS( D - C )
£ề

<=> COS2 i4 — c,os(D — C) cos A + p  — 2 = 0

Suy ra
A =  cos2(B -  C) -  AP + 8 ^  0

__ v;uc'̂ 1
<=> p < 2 + - - i ff I—? < Ẹ

Dấu đẳng thức xảy ra khi A = B = c  =
tí

Ví dụ 3.11. Chứng minh rằng

. Ạ  B  c  1
^  ”  s'n 2 2 2 8

Ta có

Suy ra

Giải

no A /  B - C  B  + C \
2 p  = sin — cos ——------- cos — -—  ) =

2 V 2 2 /
. A t  B - C  . j4\= sin -- ( cos —------- sin —

2 V 2 2 /
. 2 ,4 B - C  . A nn n

<=> sin — -  cos — -—  sin 7̂  +  2P = 0

A = cos2 — — 8P  ^ 0

2 B - C
cos2 - — -  !

«=> p  < ------ g-2—  < £ (đpcm).

Ví dụ 3.12. Chúng minh rằng



Một số bài giảng vể các bài toán trong tam giác

Giải

Ta có
COS

D -  c  _ K

. A . D . c  r
sin — sin — sin — = —-

2 2 2 4/?
Từ bất đẳng thức

. A . D . c  ^
sin — sin — sin — <

2 2 2

COS.2 B - C

8
(Xem ví dụ 3.11)

ta nhận được
r h2 h / 2 r

(đpcm)-

Ví dụ 3.13. Chứng minh rằng
A B c  9

p  = 2 sin — + sin — + sin — < -
ù ù  ̂ 4

Giải

Tscó
o  o B + C 0 : B + C B + C p  = 2 cos —------1- 2 sin — —  COS

r> 0/1 a „2 B + C, . B - C  . B + C «=> p  = 2(1  -  2 s i n — ■— ) + 2 cos

2 B -\- c <=> 4 sin — :------ 2 COS

4 ' 4
B - C  . B + C

4

sin

sin + p - 2  = 0

Suy ra

A  =  COS2 —— — -  4P + 8 ^  0 
4

_ „ 1 2 D - C  9
< 2 + 7  cos2 — -—  < ~4 4 4

Dấu đảng thúc xảy ra khi
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BÀ ITẬ P

Bài 1. Chứng minh rằng

2 Ạ . 2 n  - 2 /0 ^ 0  COS2 (v4 -  £ )  +  COS2 (J? -  c) +  COS2 ((C '— A )sin2 A+sirf B+sin2 c  < 2+ ----- --------------------------- ---------- ---------
1 z

Bài 2. Chúng minh rằng

Bài 3. Chúng minh rằng

A , - B  c  ^  r 17
2 + 2 + 2 6/ỉ + 12



LỜI GIẢI

Bài 1.
Cộng ba bất đảng thức

■ 7 A • 9 r , . ̂  rx OOS2 (/4  — D)sin A + sin B + sill c < 2  I....................... ....—
4

2 . 2 „  . ■>,, n COS2{ D - C )sin A 4 - sin 13 + sin c  <2 -ị------— --------
4

Oa . 9 r , 9 ^  ~ COS2 ( C  — A)sin A + sin B + sin c  < 2 H--------- --------
4

ta thu được điều phải chứng minh.

Bài 2.
Bất đảng thức trên tương đương với

p  = 2 sin2 A + sin2 B + sin2 c  <
8

p  = 2 — 2 cos2 + 1 + cos(B + C) cos(J5 — c ) 

2cos2 i4 + cos(B — C)cosA + p  — 3 = 0

Suy ra
A = cos2{B -  C) -  8P + 24 ^  0 

„ „ cos2(B -  C) ^  „ 1 25
- 8 - 3 + 8 8 -

Dấu đẳng thức xảy ra khi

Một sô bài giảng vể các bài toán trong lam giác
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tg — sin A  + tg — sin c  ^  4 sin — sin —
A Z z z

Cộng ba bít đẳng thức trẽn ta thu được

A _ _ B  _ c
tg —(sin z? + sin C) +  tg —(sin c  + sin A) + tg —(sin A + sim B) ^

M  z z

^  W . ^ 4 . B ' B . c  . c  . i4.^  4(sin -ị  sin -  +  sin -  sin ị  +  sin ị  sin j )

Vì tg ^(sin B + sin C) =
Ù

. i4
2 o =_£ + <?------- T- • 2 sin — ——  COS — ——  =  2 sin — COS — ——A 2 2 2 2cos —
2

n B + C B - C  
=  2 co s— - — co s— - —  =  cos B  + COS c

Tương tự ta có

JO
tg —(sin c  +  sin A) =  COS c  +  COS A 

£»

Q
tg — (sin A +  sin B) = COS A +  COS B  

z
Ta thu đuợc



Suy ra

ỉ  I A 2 D 2 c \  „ , J  , A D C \4 ^-op2 ~  f  COS2 + (OS ^  j  + 9  £  1 2  ̂sin ~  + sin ~  + sin -  J

/ .4 D C \
<=>2(3 + cos ,4 +  cos B  + COS C) + 9 ^  12{ sin — + sin — + sin — )

'  z z  M '

7' f  A , B  C \
<^2( ' 4 -Jị) f  9 ^  12^  sin .ỳ 4 sin ^  4 sin 2 /  ’

VÌ ‘OS Á  + COS D  + COS c  = 1 + — (Xem ví dụ 2.10)
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  .4 . D . c 17 r  ^
<*sin j  + sin — + sin -  \ ị  + ÕR (đpcm).
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4 Sử dụng các đảng thức lượng giác xây dựng 
một số dạng bất đảng thức trong tam giác

Từ các công thức lượng giác chúng ta thu được các đẳng thức trong tam 
giác. Sử dụng các đẳng thức tam giác chúng ta xây dựng được những bất 
đẳng thức mới trong tam giác.

2
I. Công thức tg a 4- cotg a = —

sin2a 

Ta thu được đẳng thức

A B  c  A B C
tg j  + tg — +  tg — + cotg j  + cotg — + cotg J  =

n í  1 1 1 \— 2Í 7 — + 7— — + . 7̂  )\sini4 sin B  s inC /
và xây dựng được các bất đẳng thức sau

Ví dụ 4.1. Chúng minh rằng

1 1 ì  ^ y/3 ì A B C
+ 7Ĩ 4- -r—p; ^ 0 + 0  cotS 77 cotể 7T cotSsin A sin B  sin c 2 2 2 2 2

Giải

Sử dụng đẳng thức

A B  c A B c
cotg j  4- cotg — + cotg — =  cotg J  cotg — cotg —

và bất đẳng thức
A B  c  ^  /õtg -ị  + t.g -ị  4- tg J  2  V3,

suy ra bất dẳng thức cần chứng minh. 

Ví dụ 4.2. Chứng minh ràng



liai

Sứ dụng các đảng thức

A B c  pcotg — + cotg — + cotg — = -
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và bất đẳng thức

A ỉì c  r + 4 R
^ 2  + t g 2 + t s 2 ^ T "

1 1 1 1 1
+  -7 — ^: +  — ^  — — r  ■+------- -F T  +sill A sin z? sill c ^  A D cCOS- c o s -  cos­

ta suy ra bất đẳng thức cần chứng minh.

II. Sử dụng công thức cotga — tg ạ  = 2 cotg2a 

Chúng ta thu được đẳng thức

A B c
cotg J  + cotg -  + cotg -  =

A B c
= tg J  -t- tg 2 + tg 2 + 2(cotg A + cotg B + cotg c ì

và ta xây dựng được các bất đẳng thức sau:

Ví dụ 4.3. Chứng minh rằng

A B C  
cotg — + cotg — +  cotg — ^ v̂ 3 + 2(cotg A + cotg B + cotg C).

íề w  W

Giải

Sử dụng bất đảng thức
4 13 ctg — + tg — + tg -J ^  \/3, (xem ví dụ 1.6) ta suy ra đpcm.
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Ví dụ 4.4. Giả sử tam giác ABC  nhọn, chứng minh rằng

A B ccotg +  cotg — +  cotg
z z z N o

_A _B c  * ổ'
t g 2 + t g 2 + t g 2

Giải

%  dụng bất dẳng thúc

A B C  
cotg A  +  cotg B  +  cotg c  ^  tg — +  tg — + tg y

(Với 0 < A, B, c  < ^  ) ta thu được đpcm.

Nhận xét: Nếu không có điẻu kiện các góc của tam giác ỉà nhọn cihíng ta 
giải bài toán khó hơn bằng cách sau:

Bất đẳng thúc trong ví dụ 4.4 cẩn chứng minh tương đương với

£ ,
T + Ĩ R  >  3 ** r2 +  ARt ^ 3 ^ P 2 ^  3t*2 + 12Rr

p

(Xem ví dụ 2.7 và 2.12).
Từ bất dẳng thúc

(a +  6 + c)2 > 3(aò + bc + ca)

ta thu được

4P2 ^  3(p2 + r 2 +  4Rr) (xem ví dụ 2.11)

<=► p2 ^  3r2 + ĩ2Rr  (đpcm).

III. Sử dụng công thức tg a sin 2a = 2 sin2 a 

Ta thu được bất đẳng thức cơ bản sau
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A „ B , n L  .2 A n • 2 £tg ^  sin ũ  + tg ^  sin .4 ^  2W 2sin 2 ■ 2sin ~2

i4 D
> 4 sill Y s i l l - .

Ví dụ 4.5. Chứng minh rằng

,.4  2 Z? 2 C’ / A B C \ 2
cos ^  + cos — + COS — > (^sin ^  + sin -  + sin — j

Giải

Ta có

A B ctg ^ 's in  D + sin C) + tg —(sinC + sin A ) + tg — (sin >1 + sin D) ^
z ù

Xét

.4 Đ D Ọ
sin — + sin — sin — + sin — sin

c . i4\
~ -in —2 2 /

. A
A  sin 9

tg -^-(sin ữ  + sill C) = ---- • 2

COS 2

; B + ơ  B -  c
sin — r—  COS----r---

o , A B - C2 sill — COS —-—  
2 2

rt B + C  B - C  
2 cos — -—  cos — -—

= cos B  -f- cos c  

Vậy bất đẳng thức đã cho tương đương với
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. 2 A 2 A ._2 B  2 B . . ■) c  J ) C .
(cos 2 -  sin 2 ) + (cos 2 ”  2 +  ̂ 2 _ 2  ̂ ^

^ n / ; yl ; B B c  . c  . A \> 2  ̂sin ^  sin -  + sin -  sin — + sin -  sin ặ  J

2 A 2 B  2 C / . /1 . B  . C \ 2  _____
<í=> COS — -f COS — +  COS —* ^ ( sin — + sin + sin —) (<đpcm)

ềmề £ề ếmd \  Lé é* mat *

IV. Sử dụng công thức COS a tg a = sin a

Ta thu được bất đảng thức cơ bản sau:

A D B A n
C0S 2 tg 2 + COSJ tg 2 ?v̂ n2sin

B

Ví dụ 4.6. Chứng minh rằng

A

COS2 —
Bcos' COS'

p  = B c ' c A A D
COS — COS — COS — COS — COS — COS —

2 2 2 2 2 2

A . B I . D . c r ~ C ~ A .
y s‘n 2 2

c
sin I  +

Giải

Ta CÓ

cos ^ (tg  y  + tg £ )  + cos ^ ( tg  J  + tg + cos £ ( tg  ^  + t|g ~ )  ^2 ^  l& ~2> T  LUS 2" V ^  -T" 2" VLS -ỹ T l

n/ r ~ Ã ~ ~ B  I . D : c  r ~ C ~ Ã ,2(y sill ^  sin -  + Ự sin - s i n  ị  + Ựsin — sin - )
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A. B c \  ........./I
(OS 2  2" + tg 9 ) = ( <)S 2  '

. B í c  Asịn --- .---  COS* —
9 9

D c  ~ D C
COS

Tưcmi: tự

COS — COS — COS — COS —
2 2 2 2

B '  c  A 008 2
COS - ( t g  I  +  tR  ị ) =  -------T ------------J

COS ị  +  COS -ị

1 .2  c
c ,  A 13

cos 2 2 +  tg 9 '  =

COS'
9

/1 D
COS -  cos —

tâ thuđược

r> o / /  f~  B ..... c  / ; c  : A\p  5  2  Ự Ựsin ^  sin -  + y  sin -  sin — + y  sin — sin ^  J (đpcm).

V. Sủdungcôngthứccotga =  . —-  - + cotg 2a
sin 2 a

Ví dụ4^7. Chứng minh rằng
y Ị  Q

C(tg; — + cotg — + eotg — ^  2\/3 -f cotg A + cotg D + cotg c .íề C*
Giải

Fất đảig thức đã cho tương đương với

1 1 1 r,— T ~l :—P H . ~ í? 2 v/3 .sin ,4 sin D sin C7

Si dụig các bất đẳng thức

1 1 1  9—f -  H—  ^  -----—----
a b c a + b + c

3>/3

ti suyra điều phải chứiig minh.
vi 911 ,4 + sin z?-f sinC < —— (xem ví dụ 1.5)
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Ví dụ 4.8. Chứng minh rằng

p- >
T COS

1 1 1 „  ^  H —Q H------Q + c o tg  A +  c o tg  D + c o tg  c .
5 — COS — co s  —

2 2 2

Giải

Sử dụng đảng thúc

và bất đẳng thức

1 1 1 ^ 1  1 1
+ -T—^ +  -T -^  ^  — X + — õ- +sin-A sin B  sin c  '  A B  c

COS —  c o s — COS —2 2 2

VI. Sử dungcdng thức - ° 8 — =  2 COS 2a — 1
cos a

Ta có đẳng thúc

3 A 3B
COS —— COS
___ 2_ + ___ 2_

A *  B
co s — COS — 

2 2

3C
cos 9H------- ỵỵ- =  2(cos A + COS B  +  COS C) — Ĩ.
cos —

2

Ví dụ 4.9. Chứng minh rằng

3i4 w  3 c
COS —— COS —-  cos ——

2  + — ẵ - + — 4 r  < 0.A  • D c
COS — COS — COS —

2 2 2

Giải

Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với

2(cos A + cos B + COS C) — 3 < 0



Sử dụng bất đẳng thức

3
COS A  + cos B  'f  cos < 2  (xem VI ^

VII. Sử dung công thức tg 2(1 = tgn + —~ r
cos 2  a

Ta có đảng thức

A D c
A D c  , g 2 l g 2  ‘ * 2tR^  + (pB + tgC  = tg ^  + , g f  + tg |  + ^  + ^  + ^ .

Ví dụ 4.10. Chứng minh rằng

A D c
tg ị  tg -  tg ị

t s A t g B t g C i ^ + ^ A  + ^ B  + ^ C -

Giải

Sử đụng đảng thức

tg A + tgB + tg c  = tg A tg D tg c

và bất đẳng thức

A B c  f- ấJt 
t g ^  + t &2  + t g 2 ^  (đpcm)

VIII. Sử dụng công thức 1 -  tg a tg b = C-S"a -+ -y
cos a cos b

Ta có đẳng thức

/ A D B C C A \
2 = 3 -  ( tB 2 ' s 2 + ' g 2 tB I  + ,K 2 tK 2 ) “

. c  B A
sin -  sin -  sin -

+ ------------------- T +

Một sô bài giảng về các bài toán trong tam ui ác _____________9ỵ

A D ' c  A D C
COS -  c o s  —  COS -  c o s  -  COS —  COS -
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Ví dụ 4.1 ỉ. Chứng minh rằng

A

sin • 4 #sin — •4  ^sin —
p  = + +

162 _  >
B 27'/  4 c  4^4 4ACOS4 — cos4 — cos4 — co s4 — cos4 — cos4 —

2 2 2 2 2 2

Giải

Ta CÓ

Asin — 
2

(
B c

COS — COS — 
2 2

+

. B  sin — 
2

sin

c  Acos — COS — 
2 2

4  5cos — COS — 
2 2

2 16 
=  3^ 4 =  27 (đpcm)'

Ví dụ 4.12. Chứng minh rằng

p  =

f ; Ẩ ; B jf C
2 . 2 2 

, B ơ *  c  A + . A £
\  COS —- COS — A COS — COS— \  COS — COS — 
> 2 2 ) '2 2 ) 2 2

< \/6.

Giải

Tacó

= 3 ^ 1  = Vẽ  (đpcm).

sin(a + b)
IX. Sử dụng công thức tg a 4- tg b =

cos a COS b



Ta thu được công thức

/ .1 D C\
2( ,B 2 +,E 2 + t g 2Ì =

A B C
COS — COS — COS —

2 , 2 + 2 .
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B c  C A '  A B  ■
COS — COS — COS — COS — COS — COS —

2 2 2 2 2 2

Vi di 4.13. Chứng minh rằng

A B C
COS — COS — COS —

2 + r 2 . + . 2 „ > 2\/3.B C  c  A A B
COS — COS — COS — COS — COS — COS —

2 2 2 2 2 2

Giải

Sử dụng bất đẳng thức

B cA tí G rr 
tg -ị  + tg ^  + tg J  è  V3.

Ví di 4.14. Với A,  B,  c  là ba góc của một tam giác nhọn, chứng minh 
rằng

A B Ccos— COS — COS —
' 2 ___ZJ 2  2 ^

B c  c A ’ A B
cos — COS — COS — COS — COS — COS —

2 2 2 2 2 2
< 2(cotg A +  cotg D + cotg C).

Giải

Sử ding bất đẳng thức

„ A B c
cotg A + cotg B  + cotg c  ^ tg -ị + tg ^  + tg Ỷ

X. Sủ dụng công thức —-— sin 2a = 2 sin a
cos a
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Ta có

sill B  H-----~-rT sin A ^  4A  ' B
COS — COS —

2 2

r ~ Ã ~ ; D
V 2 2 ’

Ví dụ 4.15. Chúng minh rằng

A -  B  B - C  c  — A
p  — COS —  ----- 1- cos ——----- h cos ———  ằ

*  2{ ) T n 2 sin I  + ' r n 2 sin 2 + \ / sin 2 sin 2 ) •

Giải

Ta có
1 _ 1 ’ 1

— (sin B  +  si*1 C)  ̂ c  + s*n H (?(sin i4 + siinỡ) ^
co s^  c o s ^  c o s^

^ A Í  n ~ T ~ Ề ^  r i T ^ x  n r ~ Ặ \
>  n  V  2  8 in  2  +  V  2  s in  2  +  V  s in  2  s in  2  )

Vì

1 / : _ n .  2 : B  + C B ~ c  ~ c
 ^ (sin  B  +  s*n W  =  ~Ã 8 — 2—  008 — 2— = — ĩ - ”
COS — cos —

2 2

ta suy ra

I z  Ã  T  B  I 7  B ~ ~  C  r ~ C ~ ~ Ã \  /Jt___xp  > 2 (Wsin j  sin — +  ự  s i n - s i n ^  + w sin ỹ  sin J (đpcm).
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BÀI TẬP

Bài 1 . Chứng minh rằng 

A B
COS COS

+ +13 c  ' . c  . A ' . A . B
sin -  sin -  sin -  sin -  sin -  sin -

c
COS — 

2

Bài 2. Chứng minh rằng

Q A -  D
COS — ——

p  = -
COS

2 D -  C
COS

2 C - A

+
2Á ,  2Ẽ_ ,  2 ^  2 <zCOS- — cos^ — COS — cos^ —

+ 2 C
COS — COSJ — 

2 2

2 16
-— r  > — A *  3

Fài 3. Chứng minh rằng

] 1 1 /- 
7—— + ^  V 3 4- cotg A + cotg B  + cotg c.

sin A sin B  sin c

Eài 4. Chứng minh rằng

1 1 1 ̂  n( A B C\
- 7 — T +  - 7 — ^  +  -7—  >  2 (  t g ^  +  t g ^ -  +  t g ^ - )sin 4 sin z? sin c  V 2 2 2 /

(Với A, D, c  là ba góc nhọn cùa một tam giác).

Bài 5. Chứng minh rằng

o A o B  o c  . /  cos A cos B  COS c
cotg-

0 13 ,  (J ( cos A cos í) COS u  \
+ cotg2 ^  + co tg 2 ^  £ 1 + 4 í _ 2 ~~ + - 7- r z  + ^ 2 7 ; )

2 2 Vsin /1 s iirB  sin C '

Đài 6. Chứng minh rằng

A _2COSZ —
B

COS‘ COST —
p  = + +

. , B . 2 c  . 2 ^  • 2 ^  • 2 ^  • 2 ^sin- -  sin -  sin -  sin" Y sin ^  sin -
ằ  36.
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Bài 7. Chứng minh rằng

„ A B cCOS — COS — COS —

~ B ~ C + ...c  Ấ + :  x :  B  s  2<tg ^ ỡ )
sin — sin — sin — sin — sin — sin —

2 2 2 2 2 2

(với 0 < A, B , c <  | ) .

Bài 8. Chứng minh rằng

n _  sin i4 sin J5 sin c
F =  . B  . c  +  . c  - ~Ã  +  ~~Ã . £  ^

sin — sin — sin — sin — sin — sin —
2 2 2 2 2 2

A B B  c  I c A
^  4(Y COS 7  ̂COS — + y  COS — COS — + y  COS — COS
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LỜI GIẢI

Bài 1
Từ công thức

ta thu được đẳng thức

cotgrt + eơtg b
sin(a + b) 
sin a sin b

n, A D c ,
2 (cotg -  + cotg — + cotg —) =

A
cos — 

2
B
COS —  

2
cos

+B . c ' . c . A ' . A . B
sin — sin — sin — sin J  sin -  sin -

Sử dụng bất đẳng thức

A B c rcotg -  + cotg — + cotg — ^  3v3

ta thu được bất đẳng thức cần chứng minh.

Bài 2.
Từ công thức

ta thu được

1 + tg a tg 6 =
COS (o — b) 
cos a cos b

A - B B - C
cos COS COS

c -  A

4 = +A D ' D c 1 c  A
cos — COS — COS — COS — COS — COS —

2 2 2 2 2 2

Ta CÓ

A -  D B - C C - A
cos COS COS

+

p  > 3

A B ' D c ' c A
cos — COS — COS — COS — COS — COS —

2 2 2 2 2 2

4 1fi 
= 3( ^) 2 = y  (đpcm).



Bài 3.
rt _:_2 ^

1 1 — cosA n 2 _  _ ^Vì ——-  -  cotg /4 = —T—J  = ------2    2  =  tg --sin A sin A n -  A __A. 22sin—COS —-
2 2

nên bất đẳng thức tương đương với

A B c  r-
tg g  + ^ 2  + t g 2 ^  (xem V! dụ 1.6)
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Bài 4.
Từ công thức

ta thu được đẳng thức

1tg a =  ———---- cotg 2 a
6 sin2a &

A B c  A 0 ^  1 1 1
tg77+tg — + tg — + COtg.A + COtg£? + C O t g C  = --  +2 2 2 sin A sin B  ỉin C

Áp dụng bất đẳng thức

cotg A + cotg B  +  cotgC ^  tg ^  + tg ^  +  tg ^  (0 < A , B , C <  | )

ta thu được bất đẳng thức cẩn chúng minh.

Bàỉ 5.
Từ công thức 

ta cố đẳng thức

2 2 4 COS 2 a
cotg o =  tg a +  -  V -

sin 2a

2 i4 2 2 c
cotg2 ^  +  cotg2 ^  + cotg2 =

1 A 7 B  , c  . /  cos A COS B  cos c  \ 
= tg2 i  + tg2 ^  +  tg2 ^  + 4 ( +  ^ 7 ;)2 2 2 Vsin sin B sin C f

Áp dụng bất đẳng thức

.2

A B B c C A
tg 2 tg 2 +  tg 2 tg 2 +  tg 2 tg 2 =  1 (đpcm)-
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Bài 6.
Ta có

.4 B c
COS — COS — c o s  —

2 . 2 2 I

mà

D C '  c  A ' A . D
sin — sin — sin — sin — sin — sin —

/ '  ...II 2- 2----  \  2 2 2

A D c
COS —- COS —  COS —

2 - ^ r  +  -  .  -  ,  +  — -V 2  FT ĩ?D . c c  . A . .4 . Ỡ
s i n - s i n > i n  2 s'n 2 sin 2 T

nên p  z  3(2\/3)2 = 36 (dpcm).

Bài 7

Áp dụng đẳng thức

4  cCOS -ị  COS — cos —

B C . c . A . A . ổ
sin -  sin ỹ  sin -  sin ^  sin ^  sin -

A D - 2(cotg ^  + cotg — 4- cotg —)

và bất đẳng thức

A B C  t J t _  _ x

tg  /1 4- tg D +  tg c > cotg -ị  + cotg y  4- cotg Ỹ  (đpcm).

Bài 8.

Ta có

/1 D . B A I A B
sin ^  cotg — + sin — cotg -  > 2 y c o s -c o s  —
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Suy ra

s in -^ (c o tg - + c o t g - ) +

. c _ K . C - . _ A+ sin — (cotg — +  cotg —) + sin — (cotg — +  cotg —) >

Vì

ĩin -(co tg  -  + cotg - )  + sin — (cotg -  +  cotg —) ì=

, I A _  B  I B~ c I c~ Á
2 ( y c o s ^ c o s -  +  yjc o s - c o s ị  +  ^ Ị c o s - c o s - )

. B + C
. A . B  C x . A  sin 2 1 sin A

sin ^(cotg I  +  cotg | )  =  s i n f  B ‘ c  = ị - ~ r ~ c
sin — sin — sin — sin —

2 2 2 2

Ta suy ra

r, ^ r~ Ã ~ ~ B  I B  c  / c  A  •p  ^  4(w cos cos — +  y  cos — COS Ỷ + y  COS ỹ  cos (đpcm).
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5 Áp dụng một d ạ n g  bát đ ẳ n g  thức có điều kiện 
trong tam giác

Trong bài giảng này chúng ta sử dụng kết quả của một dạng bất đẳng thức 
đại số có điều kiện để xây dựng bất đẳng thức trong tam giác.

I. Các bất đẳng thức cán thiết

3Ví dụ 5.1. Với a, b, c > 0, a + b + c < ^ , chứng minh rằngềLề
1 1 1 15p  =  a +  6 +  c +  _  +  7 +  -  ^
a b c 2

Giải

vaồc

Đặt 0 < t = v/a6c <
a + b + c 1

3 2

ta thu được

Giải

3
\/  cpịp-c1

_ „ 3/-T- a -f b 4- c 1
Đât 0 <t  — y/ăbc < -----£------< ^

2 2
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ta thu được
p  l . 1— ^ t +  — — 8t + St + — — 15£

12 »  = U p > 24
3 2 2 2 2

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a = b =  c =

Chứng minh tương tự chúng ta thu được các bất đẳng thức sau:

3Ví dụ 53. Giả sử a, 6, c > 0, a + 6 + c < chứng minh rằng 

a2 ò2 c2 1 1 1 15
T "+  + +  + ^ +  ^0 c a a b c 2

1 1 1 27
o -h 6 -t- c + — + — H ^  — 

ao 0C ca 2
L L 1 1 1 99

ab +  bc +  ca +  —õ +  7q +  -r  ^  “T •a3 03 c3 4

II. Áp dụng trong tam giác 

Sử dụng bất đẳng thúc

A B c 3
- 5 + - # + - » 7 * 1

Ví dụ 5.4. Chứng minh rằng

o s_ 4 c o A  2 B  - c  21p  = sin ^  + sin — + sin ~  + cotg* 4- cotg* — + cotg* ~2 >  2

Giải

Ta có
o A . _ B  . C  1 1 1
p  = s i n 2 + s i n 2 + S i n 2 + - 7 X  + I T B + - j p - 3sirr -T sin — sin‘

_ 27 21
Suy ra p  > 2 ~ 2
Đẳng thức xảy ra khi A = B — c.
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Ví dụ 5.5. Chứng minh rằng

35 „ A ; B . c  2 A 2 D 2 c
J  +  2 s in  —  s in  —  s in  —  <  c o t g  -  + c o t g  —  +  c o t g  —

Giải

Bát đảng thức cần chứng minh tương đương với

35 1— + -(cos A + cos D + cosc  — 1)
4 2

1 1 1 
; 2 A + -2  B + - 2 csin* -  sin y  sill -

^  +  I  ( 3 -  (2 s in 2 4  +  2 s in 2 ị  +  2 s in 2 £ ) )  <
4 2 V V 2 2 2 / /

1 1 1
< — —r  + — —FT +

2 Ả . 9  D . 2 c 
sin — sin — sin —

2 2 2

n : 2 A , 0  B . 2 C 1
^  p  = sin 4- sin — + sin — +Lề Lề **

Ta có

v si
2 A B C

—  c m  — Qin —

. 2A . 2 B . 2<?sin — sin — sin —
2 2 2

3
+ -

2 2 2  3/ .  Va T T b  . 2 c
' sin — sin — sin —- 

2 2 2

. A . B . c
~~Ã D c  s i n ^  + s i n - + s i n ^  ỉ

Đăt t- ~  \l s in  — s in  — s in  —  <  ----  ---------------------------- -------- ---------—  <  ^
• "  2 2 2 3 2

ta thu được
p  n 1 , 1
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Dấu đẳng thức xảy ra khi A = B — c  =  ^  (đpcm).
Ỏ

Sử dụng bất đẳng thức
^(sin2 A +  sin2 B  + sin2 C) < ^ (xem ví dụ 1.7) 
ta thu được

Ví dụ 5.6. Chứng minh rằng

4 _ _ 3 _ _ 5^(cos A COS B  cos c ) + ^(cotg2 A +  cotg2 B + cotg2 C) ^
Ổ A ó

Giải

Vì sin2 A + sin2 B +  sin2 c  = 2 + 2 COS A COS B  COS c  

(xem ví dụ 1.1) nên bất đẳng thức cần chứng mirth tương đương với

^(sin2 A +  sin2B + sin2c - 2) + ị ( ~ 2~ĩ  +  + " T 7 Ĩ  -  3) >3 2 Vsin v4 sin J3 s i i r ơ  /

<«=> ^(sin2 A + sin2 B  + sin2 c ) +  + ---* — +  . 2~  )  £ 15
3 2 \sin >1 s i i r B  sin

Đăt a = ^ sin2 i4,6 = § sin2 B, c =  ̂  sin2 c
3 3 3

ta thu được bài toán trong ví dụ 5.1.

Sử dụng bất đẳng thúc

^ ( m a + m b + m c) < I  (xem ví dụ 1.8)

ta thu được

Ví dụ 5.7. Chúng minh rằng

1 , \ „ ^ 2 / 1  1 1 \  ^ 27
- 3  (ma +  m6 +  mc +  ( 2 +  2 +  2 ) ^  03/ỉ \ m ị  Tìiị m ị /  2

CO
I 

cn



ỉiái

L  / -  1 1

mi nh trong ví dụ 5.2.

Một sô bài giảng về các bài toán Irong tam iĩiác 105

Đặt a = ~ r n a,b =  ~ m h,c I’'c ta thu được bài toán đã chứng
ẰR ẰIỈ 3 /?

Sử dụng bất đẳng thức
/ 3  3

y - ( / a  +  /è  +  /c )  <  2  ( x e m  v í  d M * -8 )-

ta thu được

Ví dụ 5.8. Chứng minh rằng

v^ã/, , , , 4p2 / 1 1 1 \ _  27
2? (' “ + íl, + í' ) +  3 ( d  + wl  + u l ) > 2 '

Giải

v/3  \/3 \/3Đ&t a = —- l a,b = -T—lb,c =  —— /c ta thu đươc bất đẳng thức cần
2 p  2p 2p

chiứng minh trong ví dụ 5.3.

Sử dụng bất đẳng thức
3 r  / 1 J_ _1 _\ _  3
2 \ h a hb  ^  h c )  2

ta ithu đượct4
Ví dụ 5.9. Chứng minh rằng

3r /hb h.c ha\  2 v 15
2 ( i  + /| + /|) + ấ (/ỉa + /ifc + hc) > 2

Giải

3r 1 L 3r 1 3r 1 J LS
Đăit a =  — =  —■ ■ —, c  = — • — ta thu đươc bài toán:

2  /ỉ.a  2  /ỉ(, 2  / t c
3

Giả sử a, 6 , c > 0 , a 4 - ft + c = chứng minh rằng
W

a2 62 c2 1 1 1 15
p = -7-  + — + — + - + - + - ^ —.

0 c a a b c 2
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Giải

Ta có
p  ^  Z\/abc + 3

Đặt 0 < t = wa.bc < -----------< suy ra
ó z

p  ì 1 3 5£ >< + i . «  +  ì _  * > 4 - ỉ - ĩ

p  ^  y  (đpcm).

Sử dụng bất đẳng thúc

1 — _  3
-^=(sin A +  sin B  +  sin C) < ^ (xem ví du 1.5) 
V3 2

ta thu được

Ví dụ 5.10. Giả sử A, B, c là ba góc cùa một tam giác nhọn,, chổng 
minh rằng

A B  c /  1 1 1 \  ^  15v/3
P  =  C“ 2 +C0Sf +C05 2 + 3 ( i ^ 4 + i t aB  +  i t a c )  >  2 •

Giải

Áp dụng bất đảng thức

. . . „  . ^  Ả B csin A + sin D +  sin c <  COS — 4- COS — 4- COS —
ểb «L ù

ta thu được

p  ^  sin A + sin D + sin c + 3f - + -7--— + ——7; )
VsinẨ sill B  sin c  /

Vây ta cẩn chúng minh bất đảng thức

~7=(sin A + sin D 4- sinC) + V^í-T^—7 4- ■1 — + - 7- 7 ; )  v/ã Vsin A sill B  sin c> 2
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Đãt (I — —7= sin A, b - —= sin B. (■ = —7= sin c  ta thu đươc bất đảng thức
• ự ị  ựĩi v/3

trong ví dụ 5.1.

Sử dụng bất đảng thức

1 / /4 D C \  3—   ̂cos — + COS — + COS — J < -  (xem VI dụ 1.6).

ta thu được

Ví dụ 5.11. Chứng minh rằng

K  , r, ^  J  2 A 2 D 2 C \  13(cos A + COS D -H cos C) + 3^tg ~  + tg ^  + tg 2 ) ^ 4

Giải

Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với

g(2(cos2 ^  + cos2 ^  + COS2 ậ )  -  3)+

o /  1 1 1 o\ .  13
( ~ 7 Ĩ  + 7 7 Ĩ  + ~ ù ệ _  ~ ) 4COS* — COS* — COS* —

2 2 2

1 . 2 A 2 B  2 c  \
°  ụ  2 + 2 + 2^+

0 /  1  1  1 \ 51
+ 3( ~ Ặ  + “ T ệ + - 7 0 )  >  4

COS* — e o s  — co s^  —
2 2 2

Đăt a =  - 7= COS —, 6 = ~7= COS —, c = - 7= COS — ta thu đươc bài toán 
>/3 2 ’ v/3 2 v/3 2

3
Giả sử n.b, c > 0, a + b + c < chứng minh rằng

2
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Ta có

Đạt í

Giải

3
p  > 3 \/a?b2t2 +

^  o + 6 + c  1
3 2

<=► — ^  í2 +  J2 — 16í2 + 2̂ — 15f2

3 4 4 4
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BÀI TẬP

Bài . Chứng minh rằng

/  D . csin -  +- s:n — + sill — +í. Lè &
1

+
1

+
1

. A . D c  . A ' . c  . D
sin — sill — sill —s in — sin—-sin —

2 2 2 2 2 2

27

Bài í. Giả sử A, DC là ba góc của một tam giác nhọn, chứng minh rằng

A . B . c  l 1 1 15
sin — + sin — + sin — -I--------- H------- — + -----— ^  .

2 2 2 COS ,4 COS D COS c 2

B à iC hứng  minh rằng

~ ( m a + mb + mc) + 3r ( ^ ~  + -7- + - M  ^  ^7 . 3/t V ma m b m c /  2

Bài 4 Giá sử A, B, c  là ba góc của một tam giác nhọn, chứng minh ràng

c o s  A COS B  COS c 2 R
1 1 1

H---- ~ r  +

Bài L Chửng minh rằng
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LỜ I GIẢI

Bài 1.
A B C .  3

Đặt a = sin —, b = sin - , c  =  sin — ta thu được a + 6 + c < -  và
A 4b z z

1 1 1 27
p  =  a +  6 +  c + - ^  + - f -+  — ĩ? -jr.

ab bc ca 2

Bài 2.
Sừ dụng bất dẳng thức

1 1 1 1 1 1  
H--------------  H----------- 7T ^  -------- 7  H----------- õ  +cos A cos B COS c  . A. . B . c '

sin sin — sin — 
2 2  2

Bài 3.
Áp dụng ví dụ 5.1 với

1 . 1 1 
=  3 Ềma' “  3R mb' c =  3R mc'

Bài 4.
3

Từ bất đẳng thức cos A 4- COS B  +  COS c < ^ và 
cos A > 0, cos B  > 0, cos c  > 0 ta suy ra

^  1 1 1cos i4 + cos B  +  COS c H------- 7 H------ — +__ _  + _í___^ ____ > _
COSẨ COS ỡ  cosC 2

« 4 A.’‘7  * ' • • ì:*/ . » • •' , I . ỹO ^
í 3 _ _

, r 1 1 1 15
<=> 1  +  -= H---- —J H-----+ ■ “ 7 ; ^ 0/í COS j4 COS B  cos c  2

1 1  1 13 r  /A
* Ú a  + Ú b  + Ú c > 2 - R  <dpcm)

Bài 5.
Bất đẳng thức cẩn chứng minh tương đương với

(cos A  +  cos B  +  cos c — 1)+

9 /  1 1 1 o\ ^ r
+  r  ( -----------T  H------------- FT H------------ 7T ~  3  ] ằ  5

(  1 1 1 o\
( 2 A + 5  + C 3)

COSJ — COS — COSJ —
2 2 2



/ 2 A 2 B 2 C \  9 / 1  1 1 \ 45
« 2 (c -o s  ^ + c o s  l + c o s '2 )  + 2 \ Z ^  + ~ T B +~ 7 c ) > i

(•OS'* — COS'* — COS —
2 2 2

2 /  2 A 2 B 2 C \ 3 / 1  1 1 \  15«  i ( « »  f+COS f + c o s  | ) + 2 (  ■ + ‘ + ‘ )  >
cos^  — c o s 7 — COS* —

2 2 2

2 A 2 B 2 c
Đăt a — -  COS2 —, 6 =  -  COS2 —, c = -  COS2 — ta thu đươc bài toán ờ ví

• 3 2 3 2 3 2
dụ 5.1.
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6 Bất đẳng thức dạng gần suy biến

Trong mục này chúng ta quan tâm đến các bất đảng thức mà dấu đẳng thức 
không xảy ra và hai vế của bất đảng thức càng gần nhau khi 3 góc của tam

7T 7T
giác dần tới vị trí giới hạn đặc biệt là (0 ,0 ,7r) và 0). Phương pháp

chứng minh các bất đẳng thức dạng đặc biệt này khác biệt hẳn so với các 
bất đẳng thức có dấu đẳng thức.

Từ đẳng thức
A B C

cos A + COS B  + cos c — 1 4- 4 sin -J- sin — sin ~
£â £ề w

A A ; B c  nva 4 sin — sin — sin — > 0 ta thu đươc 
2 2  2

Ví dụ 6.1. Chứng minh rằng

cos A + cos D + cos c  > 1

Từ bất đẳng thức trên chúng ta thu được các dạng hệ quả sau đây

Ví dụ 6.2. Chứng minh rằng

• B C ,sin — + sin — + sin — > 1. 
ắề

Giải

Bất đẳng thức trên tương đương với
A . .7r D

Bất đẳng thúc đúng vì

.7T >1. . 7T D . .7r c ,
COŜ 2 2  ̂ + COŜ 2 + COŜ 2 9  ̂ >

. 7T A . .n  D » , 7T c ,
^2 ~ ¥  2 ~ T  2 ~ ¥

7T A 7T 7T c  7T
2 _  2 ' 2 “  "2 ’ 2

Ví dụ 6.3. Chứng minh rằng

và 0 < 2 2 ' 2 2 ' 2 2 <  2
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ìiai

Ta có

r  A . .4 f ....B D r r c  . c
ự sill -  > s i l l - ,  ự sill -  >  s i l l - ,  y  sill — >  sill —

A D  . c
(Vi 0 < S111 —, Hill y<sii> "2 < 
Suy ra

/ . A , D . c  A B . c  ,
v sin 2 + V "2 + V ’  > 2 + *2 + 7  >

Vế trái dán tới 1 khi các góc của tam giác dần tới vị trí giới hạn (0,0, lĩ)

Ví dụ 6.4. Chứng minh rằng

/ . i4\sinf  / . B\™% ( , C \ sinfr = (  sinj)  + ( á n | )  + ( s i n | )  > 1.

Giải

Ta có

/ /In8'"® . A ( . B \ s'n 2 . B ( . C V in4 , c
Vs 2 /  > 2 ’ l  2 / > s 2 \ 2 /  > 2

Suy ra
n 4  B : c  ,r* > sin — + sin — + sin •— > 1 .Ù Ù

Ví dụ 6.5. Chứng minh rằng

\/rt(p -  b)(p — c) +  ~ c)(p ~ a) + \ / r(p -  o)(p — ồ) > \ / 0 6 c.

Giải

Ta có các công thức
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. B  / ( p - c ) ( p - a )
2 = V---- ^ ----

«in £  = , / (P~a)(P~bT
2 V a6

Suy ra bất đảng thức đã cho được viết ỉại

sin 7  ̂+  sin — +  sin — > 1. 
z Z z

Từ đẳng thức

T  = sin2 >1 +  sin2 B + sin2 c  =  2 + 2 COS A C06 2? COS c  

ta có kết quả sau

Ví dụ 6.6.

1) T  > 2 khi và chi khi tam giác nhọn
2) T  = 2 khi và chi khi tam giác vuống
3) T  < 2 khi và chỉ khi tam giác tò.

Giải

Ta có
cosj4 > 0 khi A  nhọn 
COS >4 = 0 khi A  vuông 
cos A < 0 khi A  tù.

Suy ra
cos A  cos B  cos c  > 0 khi và chỉ khi tam giác nhọn, 
cos A  cos B  cos c  =  0 khi và chỉ khi tam giác vuông, 
cos AcosB COS c  < 0 khi và chỉ khi tam giác tù.

Suy ra
T  > 2 khi và chỉ khi tam giác nhọn 
T  = 2 khi và chỉ khi tam giác vuông 
T  < 2 khi và chỉ khi tam giác tù (đpcm).

Ví dụ 6.7. Chứng minh rằng

2 A  2 B  2 C  nCOS -T ~f COS — +  COS — >  2.
tề Cl Zt
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jriai

Bất đảng thức đã cho tương đương với

O/TT V • 2 /  ^  ^  \ '2 í ^  ^  \ r%

sin ( 2 2 } +  ( 2 ~ r  ( 2 2 }

Bát đẳng thức đúng vì 3 góc

7T .4 7T D n c
2  ~ ”2 ’ 2  “  2 " ’ 2  _ Y

là ba góc của một tam giác nhọn.

Ta có thể chứng minh cách khác như sau:
Bất đẳng thức đã cho tương đương với

1 + cos A 1 + cos D 1 + COS c 
2 - + 2 ^ + 2 - > 2  

<=* COS A  +  cos B  4- cos c  > 1 (ví dụ 6.1)

Ví dụ 6.8. Chứng minh rằng

2 abc „ „a(p — a) 4 - b(p — b) + rịp -  c) > — — = 8 Rr.

Giải

Sử dụng các đảng thức

COS A / p ( p - « )  B Ịp ĩp - 6 )  c  / p ( p - c)
2 V  te ’ 2 y M ’ 2 — V  aố

Bất đẳng thức đã cho tương đương với

A B C  cos2 — f- cos2 — I- cos2 — > 2 (xem ví du 6.7)
2 2 2

Ví dụ 6.9. Vói A A B C  nhọn, chứng minh rằng

sin .4 + sill D + sin c  > 2.
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Giải

Ta có

sin A 4- sin B  + sin c  'ỳ sin2 A + sin2 B  + sin2 c  > 2.

(Xem ví dụ 6.6)

Ví dụ 6.10. Với A, B, c  là ba góc của một tam giác tù, chứng minh 
rằng

p  — sin3 A  4- sin3 B  +  sin3 c < 2.

Giải

Ta có
sin3 A < sin2 A, sin3 B < sin2 B,  sin3 c  < sin2 c

Suy ra

p  < sin2 A +  sin2 B  + sin2 c  < 2 (Vì AA B C  tù).

Ta xét các bất đẳng thức cơ bẳn:

Ví dụ 6.11. Với a, b, c là ba cạnh của một tam giác, ta cố

1) a2 + 62 +  c2 < 2(a6 + 6c 4- ca)

2) (a + b + c)2 < 4(a6 + 6c + ca).

Giải

l)Tacó
a(b 4- c — a) > 0, 

b(c+ a — b) > 0, 

c(a + b — c) > 0.

Cộng các bất đảng thức trên ta thu được

á2 4- 62 + c2 < 2(ab 4- bc 4- ca) (đpcm).



2) Ta có

(a + b + c)2 — 2(ab + be T ra) < 2íub 4- bc. f  ca)

=> (a +  b +  c)2 <  4(ab + bc r ca) (đpcm).

Ví dụ 6.12 Với a, b, c là ba cạnh của một tam giác, chứng minh rằng

1 1 1
(a +  ò)2 +  (6 +  c)2 +  (c + a)2 <

w  1 1 1 \
<  V(a +  ò)(fc +  c) +  (6 +  c)(c +  a) +  (c +  a ) ( a  +  6 ) A

Giải

Áp dụng ví dụ 6.11, để chứng minh bất đảng thức ta chỉ cẩn chứng 
minh

* * * lập thành ba cạnh của một tam giác.
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a + b ' b + c ' c  + a 

Ta có

7 > -TTT- — 7 **b + 2c> a (đúng) 
a + 6 2(6 +  c)

—-— > 7-77—— T ^  c + 26 > a (đúng), 
c + a 2(6+ c)

Cộng hai bất đẩng thúc trên ta suy ra

Tương tự

1 1 1
------- T +  —----- - >  7------ •a + b c +  a b + c

1 1 1
+  7— —  >

1 1 1 
+  7- — -  >c + a b + c ũ b

Vậy ——7 , 7——>—■— là ba cạnh của một tam giác.7 a + b b + c c + a
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Ví dụ 6.13. Chứng minh rằng

1) sin2 i4+sin2 Z?+sin2C < 2(sin i4sini?+sin B sinC +sin Csin A )

2)(sin Ẩ +sinB +sinơ)2 < 4(sin/lsinB +sin£sinC '-fsinC ' sin/4).
• r:v.. ■ ■

Giải

Áp dụng ví dụ (6.11) và định lý hàm số sin.

Ví dụ 6.14. Với A , B, c  là ba góc của một tam giác nhọn, chứng 
minh rằng

sin A sin B + sin B  sĩn c + sin c sin A > 1.

Giải

Vì A  ABC  nhẹm, suy ra sin2 A +  sin2 B  +  sin2 c > 2.
Suy ra

2(sin A sin B  + sin B  sin c  + sin c  sin A) > 2 (đpcm).

Ví dụ 6.15. Với A, B, c  là ba gốc của một tam giác không tù, chúng minh 
rằng

M  — (1 + sin2 /l)(l 4- sin2 B)ị  1 + sin2 C) > 4.

Giải 

Ta có

M  = [(1 — sin2 y4)(l — sin2 B ) +  2(sin2 A + sin2 B )](l + sin2(C) 

Suy ra
M ^  2(sin2 A + sin2D)(l  + sin2c )

(Dấu đảng thức xảy ra khi A hoặc B vuông).

Vì AABC  không tù, suy ra
í- * '

sin2 A + sin2 B  ằ  2 — sin2 c



Thu dược
M  ^  2 ( 2  -  sin2 C)( 1 + sin2 f )

Vậy ta còn phái chứng minh

2(2 -  sin2 f ’)(l + sill2 C ) > 4

o  sin'2 c  -  sin’ ( ' > ( ) «  sin2 ( ’cos2 c  > 0 
(Dấu đảng thức không xảy ra vì c  ^  7ẹ).

Ví dụ 6.16. Với A , B, C' là ba góc của một tam giác không tù, chứng minh 
rằng

Q = (1 + sin .4)(l + sill D)( 1 + sinC) > 4.

Giải

Vì sin A 'ĩ sill2 A, sin D ^  sill2 D, sill c  Ịặ sin2 c  suy ra

Q ^  ( 1  +  sin2 j4)(1 + sin2 D)(ì + sin2 C) (theo ví dụ 6.15)

Ví dụ 6.17. Chứng minh rằng

(1 +  COS2 ^ ) ( 1  +  COS2 ^ ) ( 1  +  COS2 >  4:

Giải

Bất đảng thức cần chứng minh tương đương với

( l  + s in ! ( j -  ^ ) ) ( l  + si„2( |  -  | ) ) ( l  +sin2( | - ^ ) )  > 4

Bất đẳng thức đúng theo ví dụ 6.15 vì 7̂  — Y ỉà ba góc
của một tam giác nhọn.

Ví dụ 6.18. Với A , B , C  là ba góc của một tam giác tù, chứng minh 
rằng

1 1 17 H —  H---- - < 1.cos A  COS D  COS c
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Giải

Giả sử cos A < 0, suy ra COS D > 0, COS c  > 0. Bất đẳng thức cần 
chứng minh tương đương với

1 1 1 ___ Ị_
cos D  COS c  cos A

Nhân cả hai vế với COS B COS c  > 0 ta thu được

_  COS D COS c
cos D + COS c  < cos B  COS c --------------- —

cos>l

cos D cos o .
<=> (1 — cosZ?)(l — cosC ) — (1 H--  — ——-— ) > 0cosv4

Vậy ta chỉ cần chứng minh

cos A + cos D cos c
— -------  < 0COS A

o  cos A -f cos B  cos c  > 0 (Vi COS A < 0)

-c o s (D + C) + cosB qo&C > 0 

sin D sin c  > 0 (Hiển nhiên đúng).



BAI TẬP

Một>ô bài giáng về các hài toán tronụ tam ui ác

Bài ĩ. Chứng minh rằng

; , A , n  c  ,
sill — +  s i l l ------h sin — < 19 > 9

Bài J.  Qiứng minh rằng

A D c  n
cos — +  COS — + COS — >  2.

B à i Chứng minh rằng

„  . 3  A . 3  D . ,  C’ ,

p  = sin + sin' — + sill -r < 1 - Ù Ù Ù

Bài 4 Chứng minh rằng

a(p -  ò)(p -  c) + ò(p -  c)(p -  a) + c(p -  a)(p -  6 ) <

Bài £. Chứng minh rằng

1 1 1 1
hahb +  hbhc f  hcha > 4r 2

Bài 6 Chứng minh rằng

mị  + mị  + m2c < 2(mnrnb f  mị,mc + mcrna).

Bài 7 Chứng minh rằng

A D D  c  c  Acos — COS — + COS — COS — + COS — COS — > 1.
2 2 2 2 2 2

Bài 8 Chứng minh rằng

. ^  w 13 cp  = (1 + COS ọ )(1 + c o s ^ ) ( l  + cos -j~) > 4.
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Bài 9. Chứng minh rằng

1 1 1 4 R
A + D

COS — COS — 
2 2

Bài 10. Chúng minh rằng
b + c

m . < — .

Bài 11. Chứng minh rằng

sin A + sin B + sin c  
cos A + cos B + cos c

Bài 12. Chứng minh rằng t

A B C

Bài 13. Chứng minh rằng

2(sin A + sin B + sin C) < 3 + sin A sin B 4- sin B sin c + s in ơ  sin A. 

Bài 14. Chứng minh rằng

n/ A B c\ 0 A B B C C A2(cos 7-+COS —+COS —) < 3+COS — COS —+COS — C06 —-+COS — COS —

sin -ị  + sin -  +  sin J
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Bài 1.
Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với

1 — cos A 1 — cos D 1 — COS c
2 +  '  2 +  2 <  1

<=> COS A  +  cos D + cos c  > 1 (xem ví dụ 6.1).

Bài 2.
Ta có

A- ~ 2 ^  , 5  c s  , cCOS — ^  COS —, COS — ^ cos —, cos — ^  cos —
2 2 2 2 2 2

Suy ra

i4 B c  0  Ả 1 B 7C 
cos Y +COS —+COS — ^  cos Tj- +COS — +COS — > 2 (xem ví dụ 6.7)

Vế trái dán tới 2 khi các góc của một tam giác dần tới (0,0,7r).

Bài 3.
Ta có

_ ^ 2 v4 2 B 2 c
p  <  sin 7  ̂ +  sin — + sin ọ < 1

Li Ù Lê

p  dần tới 1 khi các góc dần tới (0,0,7ĩ).

Bài 4.
Bất đẳng thức cần chúng minh tương đương với

• 2 *<4 I . 2 B . 2 c  ,
s in  — 4- s in  — +  s in  — <  1

2 2 2

(Xem bài 1).

Bài 5.
Ta có

h n Ììb ĩìc
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suy ra — , 
có

— , J-, J-  lập thành ba cạnh tam giác nẻn áp dụng ví dui 6.1 I tah„ lib h c '

1 ( 1 1 1 ^  1 1 1 \  _v
~~2 (7 ^7— ^ ĩ~) < ( n — T~r  + T l ~ ) (đpcim).7 '' ”6 h c / V ì iaìi ị) h/bhc hfh-(ị /

Bài 6.
Bất đảng thức đúng vì ina. nil,. rnc lập thành ba cạnh của một tam giiác (xem 
ví dụ 6.11).

Bài 7.
Bất đẳng thức đã cho tương đương với

I . t*  A \..: In D \ , i In t n c \,
2 “  2 2 "  2 ’ + s in (2 ■ 2 2 '  2 )+

. 7T C. . 7T A.
"*” 2 -  2 2 — 2 

Áp dụng ví dụ 6.14 với ba góc của một lam giác nhọn

Bài 8.
Ta CÓ

p  ^  (1 -f cos2 — )(1 + cos2 —)(1 + COS2 —) > 4  

(Xem ví dụ 6.17).

Bài 9.
Ta có

......A.........ũ p{p -  n )  p ( p  -b) p c
COS — COS — =  \ / ----:----- ----------- - =  -  sin — =V yjcr — \ / •— /"(2 2 V b c  c a  c  2 . D C4/toos —

Áp dụng kết quả bài tập số 7 ta suy ra

p __
ros __  _   

2 2 2

( 1 1 1 \  1
+ ~ Z Ĩ  + z iẹ )  >COS — COS — COS —-
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Bài 10.
Ta có

■\niị 2!r + 2- - -  <r
1 '2 2 1 2 2 2 = I) +- c I I ) (- < — (I

= b~ f c2 t 2/x'cos .4 < (6 f (■)**
I, f_r 

9
<=> 77/,, < (đpcm).

Bài 11
Ta c ó

(1 — sin .4)(cos l i  + cos C) ^ 0.

(1 — sin D){cosc + cos,4) ^ 0 ,

(1 — sin C)(cos A + cos D) ^  0.

Cộng cá c bất dảng thức trên ta thu được

2(coSi4 + cosD + cosC) > sin(.4 + /i) + sin(Z? + C) + sin(C + A) >

> siti c + sin A + sill D (đpcm).
7T 7T

Vế trái dẩn tới 2 khi các góc của tam giác dần tới 0).
* W  4mể

Bài 12
Ta có 4 /? r '

0.(1 -  cos (sin — +  SĨI1 —) >
*ề íể lể

(1 -  COS ^-)(sin -  Hb s in  - j )  > 0,

c w .4 /?
(1 -  COS 2 ( 1 9  +  V  ^

cỏng các bất đẳng thức trên ta thu được

. /1 . D . c \  . A + B . B + C c  + A
2 ( s in  —  +  s in  —  +  s in  — ) >  s in  — -------t- s in  — - —  +  s in  — - —

c A D
> COS — + COS — + COS —2 0 ■>

Vế trái dan tới 2 khi các góc của tam g iá c  d ầ n  tới (0.0. rr).
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Bài 13.
Ta có

(1 -  sin.4)(l — sinB) > 0,

(1 — sin B)(l  — sin C) ^  0,

(1 — sinC)(l — sinA) ^ 0.

Cộng các bất đầng thúc tr6n ta thu dược

3 4- sin A sin B  4- sin B  sin c  +  sin c  sin A  > 2(sin A  +  sin B  4- sin c )

Bài 14.

2(1 - c o s ^ ) ( l  - c o s ^ )  ^ 0 ,  

2(1 -  COS ^ ) ( 1  -  co s  j )  è  0,  

2(1 -  cos ^ )(1  -  cos > 0.

Cồng các bất đẳng thúc trên ta thu được

A B  B  c  c  _ A n, A B  C.
3+cos — COS — +COS — cos — -fc o s  — COS — >  2 (cos —--fco6 - 4 - c o s —) 

It It \u li z  z  z  z  Ct



7 Chuyển các đẳng thức, bất đẳng thức trong 
tam giác thành các bất đáng thức đại sô có

4 *  Av 1 •  Ađiêu kiện
•

Trong mục này chúng ta xây dựng các bất dắng thức đại sô có điều kiện từ 
các đánII thức và bất đẳng thức trong tam giác. Trước hết chúng ta chứng 
minh một số kết quá cơ bàn cần thiết sau đây:

Kết quá 1. Với a.b.c là các sô thực dương, thoâ mãn điều kiện 
III) + be + ca = 1, khi đó tồn tại ba góc cùa một tam giác A. B. c  sao cho

A , B c
a = ^ 2 ) = t g ^ ' r=  tg õ -'

Chứng minh

A D lĩ
Vì (1. ỉ) > 0 suy ra ton tại các góc ( ) < —. — < — sao cho

.4 D ,
tg J  = a, tg -  =  b.

Từ điểu kiện suy ra

1 — ab ^ 2  ^  2
c =  v + b  = ;  Â  B 

tg -ị + tg -

. A D 7T A -\-D
c = cotg(—ỳ —) = tg (^ ------ Y ~ )

Vì c > 0 suy ra
„ c  7r A +  D 7r c
0 <  2 2 2 < 2' < = t 8 2

& A  + B + C = n,Q< A, Ị3, c<ĩ ĩ  (đpcm).

Kết quả 2. Với nj) ,c  là các số thực dương, thoả mãn điều kiện
ab +bc + ca =  1 và abc + « + /; + c < 2, khi đó tồn tại ba góc của một tam
giác nhọn A. D ,c  sao cho

A , B c
« = *8 2' ị g 2 ' c=  tg 2 '
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Chứng minh
'3, V. , ị

Tam giác ABC nhọn khi COS A COS z? COS c  > 0

/ 1  -  a 2\ /1  -  62\ /1 -  ( ? \
^ ( l  +  a 2 ) ( l  + 62 ) ( l  - f -c2 )  >

«►(1 - a ) ( l  -6 )(1  - c )  > 0  
<=>1 — (a 4- 6 + c) 4- (ab -f be + ca) — abc > 0 
&abc  +  fl -+■ 6 -|- c <c 2 

(Vi ab + bc + ca = 1).

Áp dụng kết quả 1, suy ra điéu phải chứng minh.

Kết quả 3. Với a — tg ^  ta có

, ỉ -  á2 A a A 1 . .cos A — -— — ,s in ~7 = -7= ...= ,cos-j- = —===== (a > 0 .
1 + a2 2 v / Ĩ T ^  2 vT T ^2

Chứng minh

Ta có
1 _2 A 1J ^ c o t g  |  = - 1 +  -

sin' —
-  2

1 1 , a2 +  1
^ — L-Ã =  -^  + 1 =  — 5—• 2 ^ ar a 2sin —

2
. A a 

<=» sin — =
2 y / Ĩ T a i

, o 2 ^  ỉ . 1 - *Ta có n = tg2 -ị  =  — - •J  -  1 ^  = 1 + à
cos2 -z COS2 ~z

2 2
A 1<=> cos — =
2 Ự ĨT a * '

Kết quả 4. Với a,b,c  là những số thực dương thoả mãn điều kiện 
a + b + c = abc, khi đó tổn tại các góc của một tam giác A. D. c  sao cho

A  1 D 1 c 1
tg - ị  =  v t6 õ  = / ' t g 9 :•2 a 2 b 2 c



Một số bài giảng về các bài toán (rong tam giác 129

Chứng minh

Suy rực liếp từ kết quà 1 và đảng thức

1 1 1
-J  + J- + — = 1.au bc ca

Kết quả 5. Với a,ò, r là những số thực dương thoả mãn điều kiện
n 4 M  ( =  ab(\  1 4- ab  +  bc + ca <  2abc, khi đó có tổn tại các góc của 
một am đác nhọn A, B, c  sao cho

A \ D \ c \
tR i  = a ’t g 2 = b-t R 2 = r.

Chứng minh

Suy rực t ếp từ kết quả 2 và các đẳng thức

1 1 1 1 1 1 1 o— + — +• — — 1 và —— + — + — + — < 2.
10 be ca abc a b c

A 1
Kết <uả tỉ. Với tg — =  ^ ta có

. 2a . a2 — 1 A 1 A a
sin \ = — —.cos A = ——- ,sin — = -=== =,cos —

l + « 2' a 2 + 1 ’ 2 y r r ^ ’ 2 vT T ^ 2

(Với I > 0).

Chứng minh

Suy tiực tiếp từ kết quả 3.

Sử dụng CíC kết quả trình bày trên chúng ta giải các bài toán sau

Ví dv 7.1. Giả sử u, b, c > 0, ab + be +.CXI = 1, chứng minh rằng

a I) c 3
T T T ^  +  7 T T P  +  v T T T 7  2 '
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Giải

Từ giả thiết của bài toán ta suy ra có tổn tại 3 góc của một tam giác 
A, B, c sao cho A L B c

a =  t g ^ , 6  =  t g - , c  = t g —.

Khi đó bất đảng thức tương đương với

A B c 3
s in  — + s in  — + s in  — < -  (xem ví dụ 1.6).

z Ct St

Ví dụ 7.2. Giả sửa,b,c>  0,ab + bc + ca=  1, chứng minh rằng

2a b c ^ 9
7 T + 3 Ỉ + Ự T T P  + 7 T + 5  s  4 ' 7-IJ

Giải

CÓ tồn tại 3 góc của một tam giác A, B, c sao cho

. B c  
a = t g ^ , 6  = t g - , c  =  t g j

Khi đó (7.1) tương đương với

p _  o • ■ L ì  ^ 9F  = 2 sin — 4- sin — + sin — < -  
z <u z 4

Ta có

n _ o  tf + c  o : B + C' B ~ c  p  = 2 COS — ----- 1- 2 s in  — -—  COS — :—

Suy ra

«=>p = 2(1 — 2sin — -— ) + 2 s in  — -—  COS
4 4 ‘i

0 D + C B - C  B + C „
<=>4 s in  — ------- 2 COS — :—  sin — :------ 1- p  — 2 =  0

A' = cos2 — -  — — 4P + 8 ^  0



..... ,  lì c
COS' - —  ,J

<=> p  <  2 f ------------ - ì ..-  <  -
1 -í

í B = f ,

Da'u đảng thức xảy ra khi < B f c  1
I s in  — —— — -  
t  1 4

Ví dJ 7.3 Giả sử «,6, c > 0. (lb f bc + ca = 1, chứng minh rằng

1 — á2 l -  b2 1 — c2 4abc
1 +  a2 +  1 -Ị- b2 + 1 +  C2 + ^/(1 +  «2)(1 +  62)(1 +  c2)
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Giải

Có tòn tại ba góc của một tam giác .4. D, c  sao cho

A , z? Ơ 
a =  t g ^ , 6  =  t g - , c  = t g -

Đảnị thức cần chứng minh tương đương với

A B C
cos A + cos D + COS c  = 1 + 4 s in  — sin sin —

émề

(xem ví dụ 1.1 Chương 1)

Ví di 7.4 Giả sử a, b, c  > 0, ab + bc + ca — 1, chứng minh rằng

ũ b c f~r
+ r -TTĨ  + - 7 = 5  < v2.1-1- a2 1 -f b2 ự  \ 4- c:2

Giải

Từ gả thiết ta suy ra có tồn tại ba góc cùa một tam giác A , B , c  sao 
cho

A , D co = tg^,6 = t g - , c  = t g -  

Bất đmg thức cần chứng minh tưcmg đương với

p — sill A + sill D + 2 sin — < 2V 2
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Ta có

p  < 4 s in --------- —=----- — = 4sin -7 = 2 v 2 (đpcm)
4 4

Ví dụ 7.5. Giả sử a, b, c > 0,ab + bc + ca=  1, chứng minh rằng

■(*+t ĩ t p )  (x+TTrp) 0 +ựrW )> 4'
Giải

Tồn tại ba góc của một tam giác sao cho

j4 - B c  
a =  t g ^ , 6  =  t g —,c  =  t g -

Bất đẳng thức cẩn chứng minh tương đương với

p  =  (1 +  COS ^)(1  + COS ^ )(1  + COS > 4
iU ù ù

Ta CÓ

p  =  [ (1  -  COS ^ ) ( 1  -  COS ^ )  +  2 ( c o s  ệ  +  COS | ) ]  (1  +  COS ậ  

Suy ra

n . >4 B 1 , c * 0  ^ 2  ĩ c*V
p  > 2(cos^ + COS ^ )(1  + COS —) > 2(cos + COS —)(1 + c<os —)

Ta có



Suy ra

p  >  2 ( 2  -  COS2 | ) ( 1  +  cos2 j )  =  2(2 +  COS2 I  -  COS4 

<=> p  > 2(2 + COS2 — sin2 —) > 4 (đpcm).
L i

Ví dụ 7.6. Giả sử a,b ,c>  0, (lb + be + c a — 1, chứng minh rằng
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v ' l  + f l 2 +  vT +  b2 +  v / 1  + c 2 > 2\/3.

( ■'I • 2 •iiai

Từ giả thiết của bài toán suy ra có tồn tại ba góc của tam giác A, B, c  sao 
cho

A , D c  
a = t g -^- ,6 =  t g —,c =  t g -

Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với

P ^ ^ Ã  + Ò ỉ  + ~ c > 2 V '3COS “  COS ~  COS
éJ ù Ù

Ta có

?  ^ -----2 -------^ 0 -------- = 2>/3 (đpcm).
rr*e  H  4- r n s ỉ ------ 1- r*/vc — COS Tcos -  +  COS — 4- cos -  6

Ví dụ 7.7. Giả sử a,b,c>  0, ab 4 bc + ca — abc, chứng minh rằng

v l + a ?  + Vl + b2 4- v l̂ + c2 ^  6.

Giải

rừ giả thiết suy ra có tồn tại ba góc A ,B ,C  của một tam giác sao 
-ho

1 4  1 5  1 C
tg n 1 T 8̂ r) > rya 2 b 2 c 2



134 Nguyễn Vũ Lương, Nguyễn Ngọc Thắng

Khi đó sin ~~ =
2 \ / l  + a 2

và bất đẳng thức cần chứng minh tương đương

với

sin — 
2

sin — sin — 
2 2

Ta có
3 3 = 6 (đpcm).

s in ^  -f s in — +  s in - jSin 2
sin — 6

3

Ví dụ 7.8. Giả sử a, b, c > 0,ab + bc+ ca = 1, chứng minh rằng 

2a 26 2c < 1 1 1
1 + a2 + 1 + 62 + 1 + c2 -  VTTÕ2 + v /7 + F  + v T T ? '

Giải

Tồn tại 3 góc A, B, c của một tam giác sao cho

A L B c  
a = tg^,fe = tg - ,c  = tg -

Bất đẳng thức cán chứng minh tương đương với

Cộng các bất đẳng thức trên chúng ta thu được bất đẳng thức cần chứng minh.

Ví dụ 7.9. Giả sử a, b, c > 0, ab + bc + ca =  1, a + b + c + abc < 2, chứng 
minh rằng

2a 2b 2c /  l w l - a 2 1 -  b2 l - c 2^
1 + a 2 +  1 + 62 +  1 +  c2 ^  V +  v ^ J V l  +  a 2 +  1 +  62 +  1 + C 8 /*

sin v4 +  sin z? + sin c  <  COS +  COS — +  COS ~
mt m* mt

Tacó
c

— cos — 
2



(liai

Từ giả thiết của một bài toán suy ra cỏ lỏn tại ba góc A, B 
một tam giác không tù sao cho

M()t sô bài giáng về các hài toán trong tam eiác

/1 D c
a = fe -J-1' = = tR77

Bài toán đã cho tương đương với
„ sill A f sill B f  sinC _ , 1
p  — ------—------—--------— ì? 1 + —ị=.

COS A +  COS 13 +  c o s  c  \J2

Giả sử A = M ax(A , D, C) => A z  -
ó

Ta chứng minh
, A D - C  . „ A

sin A + 2 cos — cos — -— sill /1 + 2 COS —
p  = ----------------- 4-------------------^4 . A D - C  '  , „ . A

COS A + 2 sill — cos———  cos A-\-2 sin —
Ù Ù Ù

n B - C  ( A A ; _  A \
<=>2 c o s -------- I COS A c o s  — — s in  /1 s i l l  — +2 V 2 2/

+  2 y sin A sin — — COS A COS J 'ỳ  0

B - C  3,4 3A
<=> cos — ——  COS ——  COS —  ^  0

2 2 2

3i4 B - C  x
<^COS-y(cOS--- -------1 ) ^ 0

3 A 3 A 7T 7T

^ cos 2 2 ^ 2 ^  3 ( g) 
Vậy ta thu được
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Ta có

A Ai * A Ai(cos/i +  2sin ^)(cos A — sin —) — (sinv4 + 2cos —-)(cos------ sin
f ' (A)  = ------------------- 2------------------- 21----------------------- 2-------- 2--------

(cos A + 2 sin — )2

• _  1 sin ^  -  1
= ----------1------J - < 0• ■** \ *>

Suy ra

/ ( ^ )  ^  f { \ )  = l + ^/2 (dpc*1*)-

Ví dụ 7.10. Giả sử a, b, c > 0, ab +  be + ca =  1, chứng minh rằng 

a b c 1 1 1 21
+ ■=== + —, === + - z  + -rz + - z >

v T T õ 5 v / r + p  v T T ?  a2 fe2 c2 2

Giải

Từ giả thiết của bài toán suy ra có tổn tại 3 góc cùa một taụr giác 
A, By c  sao cho

B Ca =  tg ^ ,6  =  t g - , c  =  t g -  

Bất đẳng thúc cần chứng minh tương đương với



^  , J  . A ~ ĩ i .7~  7 1 .
Đ ặ t  () <  t =  ỳ / s i n  — s i n  — s in  <  -  ta  c ó

I 2 2 2 2

p  1 o „ 1
—  +  —  — 8Ỉ +  8/ +  —  —

15 9 „ 27
^ 3n/ 64 -  ^ - = r ^ < = > P ^ y  (ctpcm).
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BÀI TẬP

Bài 1. Giả sử a, b,c>  0,ab + be -I- ca = 1, chứng minh rằng

/ ĩ ĩ 1 a b c
V l + a ^ l  + ^ l  + c2 ^  v/ĨTÕ2 + y r r p  +  y / Ĩ T ^

Bài 2. Giả sử a,b,c>  0, ab + bc + ca = 1, chứng minh rằng

1 + a 2  +  . / Ị ± ^ + 2 y r r ? >  4
1 -  a2 V 1 -  ồ2 1/2

Bài 3. Giả sử a,b, c > 0, ab + bc + ca = 1, chứng minh rằng

2a Ị  26 n r  1 1 1
1 + a2 + V 1 + 62 + V 1 + c2. yr+ a *  + </YTW  + </TTc>

Bài 4. Giả sử a, b, c > 0, ab +  bc +  ca = 1, chứng minh rằng

fr(l + «2) c( \ + £ )  f lU + c 2) > 6
a2y/ 1 + 62 62>/l T c 2 c^v/l + a2 ^

Bài 5. Giả sử a, b, c > 0, ab 4- bc + ca = 1, chứng minh rằng

+ a2)(i + PJ + V/(ĨT 6 2)(1+ c2) + 7 0  + c*)(l +  02) -

^  1 Ị a b c \
2 V \ / ĩ  -f a2 + fe2 V ĩ  + C2'

Bài 6. Giả sử a, 6, c > 0, oò + 6c +  ca = 1, chứng minh rằng

a b c
+ 7=== +

\ / ĩ  + a '2 \ / l  + fr2 v̂ l + c2
_ _  27

* 2
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LỜI GIẢI

Bài 1
Từ giá thiết suy ra bài toán đã cho tương đương với bất đảng thức

, A   , D   , r  / ; .4 D . C \ 2
(OS* — + COS — -f COS — ^  ^SIII — + sĩn — + sill — J

(Xem ví dụ (4.5) tiết 4).

Bài 2.
Bài toán đã cho tương đương với

1 1 2  4
7 =  H------< +  — 7 ^  —7=

VvasA ựcos D / C </2
V 08 2

(Xem ví dụ (2.9) tiết 2).

Bài 3.
Bất đảng thức cần chứng minh tương đương với

B
V sin .4 + vsm B + V sinC < \ l COS 2 V cos ~2 + \ / cos

Ta có

vAiin .4 + v/sin D /sin ,4 + sin D / c  ---------- :----------  < « /------- :-------- < . c os —2 - V 2 V 2
V̂ sin B + Vsĩĩĩ C / ỹf
---------- ----------- < \ COS —2 V 2
VsmC + \/sm i4 / 5
---------- ---------- < \/o o s—.2 V 2

’ông vế với vế các bất đẳng thức trên ta thu được
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Bài 4.
Bất đẳng thức cần chúng minh tương đương với

. D . c . Asin — sin — sin —
o -  2 + . ZJ2 + . 2 1 2

. 2 A . 2 B . 2 csin — sill — sin —
2 2 2

Áp dụng bấ! đẳng thúc

ĩ aĩ b2 c2
— + — 4- — ^  u b cb c a

ta thu được
_  1 1 1 

, A + B + c >s in -j  s i n |  « n |

»  ~ J - - f g I - g  “’p™0 -
1 2  „  6

3

Bài 5.
Bít đẳng thúc cẩn chứng minh tương đương với

. >4 . B B :ỉ • c  . C ' . A .  1 /  . sin ^  sin ^  + sin -  sin ỹ  +  sin ị  sin ^  ^  si

Ta có

í  . B . D . c . c  , A \  ^( sin — sin — + sin — sin — + sin — sin — ) <
V 2 2 2 2 2  2 /

1 /  . A B C \ 2 1 /  i4 B  : C \  ___ ,< i ( si „ |  + s in |  + s in | j  < i / si „ ^  + si n f + s i „ | )  (djrin).

s -  4  c  ^(Vì sin -  +  sin — + sin — < ị )



Bài 6.
Biit dẳng thức cần chứng minh tươnu đưcTnii với

r> 1 , ... B - S/  — SUI — s in  —  -Ị s i l l  — Ị-
2 '2 2

1 1 1 27
+  _  —  +  _ _ _  _  +  _  _ _  ' ỷ  _

Mil — s i l l  —  s il l  — s i l l  — s in  — s ill  —
2 2 9 ‘2 2 9
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T a  CÓ

r ,  : . /  . A r  IĨ . c
s in  ^  s in  ^  s in  -  +

3

-1 .,..2 "  .,..2 c  
y 111 9  S ln  9  8111 2

27
Suy ra p  ^  (xem ví dụ 7.10).

wmt
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8 Bất đảng thức xoay vòng trong tam giác

Trong bài giảng này chúng ta xây dựng một số dạng bất đảng thức xo>ay 
vòng trong tam giác.

I. Bất đảng thức xoay vòng của các hàm sô' lượng giác

Ta có

(x  +  (— ỉ ) n(y co sn C  +  z COSn B ))2 +  (yain nC  — 2 sin 11B )2 ^  0

<=>x2 + (y cos nC + z COS nD)2 + (y sin nC — z sin JiB)2+

+ 2(—l)”x(y cos nC  +  zcosnB)  ^  0

<&x2 + y2 + z2 + 2yzcosn(B + C) + 2(—ỉ)nx (y COSnC + zcosnB)  ^ 0 

Ta có

/ /r, / A \ ícosnẨ với n chắn,cos(n(ơ + C)) =  cos(n7T — nA) = <
1 — COS nA  với n lẻ.

Ta thu đựơc bất đẳng thức

X2 +  y2 +  z2 ^  2 (yz COS nA  +  zx  COS nB  +  xy  COS nC) (n lẻ)

X2 + y2 + z2 —2(yzcosnA  + zxeosnB  + xycosnC) (m chắn)
(8.1)

Dấu đẳng thúc xảy ra khi và chì khi

{ X + (—l)n(ycos nC + z COS nĐ) = 0,
■y sin nC  — z sin nB  =  0.
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X2 =  y 2 cos2 nC  +  z2 COS2 nB  + 2yz  COS n C  COS nB,
2yz sin nC  sin nB  — y2 sin2 nC  4- z2 sin nB.

Cònị hai đảng thức trên ta thu được

X2 — y 2 — z 2 =  2yz COS n(B  +  C) =  2 y z c o s ( m r  — nA)

= 2yz(—ì)n COSnA  

Dấu lẳng thức xảy ra khi và chi khi

X 2 — y 2 — z 2 — 2yz(—ì)n COSnA,

y2 — z2 — X2 = 2zx(—ì)n cosnB, 

z 2 -  X2 — y2 — 2xy(—ì)n COSnC.

Tươrg tự

Suy ra

X2 — y2 — z 2
< 1

Tuơrg tự

2yz

-  2\yz\ < x 2 - y 2 - z 2 < 2\yz\ 

*>{ \y\ -  \z\)2 <  X2 < (\y\ + \z\)2

( \ z \ - \ x \ f < y 2 <(\z\ + \x\Ý

(1*1 -  \y\)2 < z * <  (1*1 + |y|)2 (8.2)

Nếu 5, ỉ/, 2 là độ dài ba cạnh của một tam giác thì điéu kiện (8.2) thoả mẫn. 
Tóm ại chúng ta nhận được kệ't quả sau:

Ví di 8.1. Giả sử X, y, z ỉà độ dài các cạnh của một tam giác, chúng minh 
rằng

s2 4- y2 +  22 ^  2(yz cos nA  +  zx  COS n B  + xy  COS TiC) với n lẻ
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X2 +  y2 +  z 2 'ỷ —2(yz  COS nA  +  zx  COS n B  +  xy  COS TiC) với n chẵn. 

Sử dụng kết quả của ví dụ (8.1) ta nhận được
«

Ví dụ 8J2. Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức

p  = 20cos A  +  15 cos B  + 12 COS c .
#

Giải

Ta có

(3 — (4cosơ +  5cos£))2 + (4sinC — 5sin J5)2 ^  0 
<<=>9 + (4 COS c  + 5 cos B)2 + (4 sin c  — 5 sin B )2—

— 6(4cosơ +  5 cosB)  ^  0 
<=>9 +16 + 25 +  40 cos(B  +  C) — 24 COS c  — 30 COS B  > (0 
<=>9 +  16 +  25 ^  40cos A  +  30cos B  +  24COS c

»p < ĩ ± ỉ | ± ®  =  25.

Vậy =  25.
Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi

<=►{
í

3 =  4cos c -f 5 cos B
4 sin c — 5 sin B  — 0

9 =  16cos2 c  -f 25cos2 B  +  40cosBcosơ,
40 sin ổ  sin c — 16 sin2 c +  25 sin2 B.

Cộng hai đẳng thức trẽn ta thu được

9 =  16 4- 25 +  40cos(£ + C) = 16 +  25 — 40 COS A
A 32 4<=> cos A = — = -  

4 0 - 5
Tương tự



Một số bài giảng về các bài toán tro nu tam «iác 145

Ví dụ 8.3. Giả sử a, b, c  là độ dà i c á c  c ạ n h  cú a  m ột tam  giác, chứng minh 
rằng

P . .  - ..... 4 ^ : ! - - — > 2 .
b e  COS 3 A  + ca  COS 3B  ab COS 3c

(' I  • 2  •jiai

Ta CÓ

(a -  (bcos3C + ccos3jB))2 + ( ò s in  3c  -  csin3B)2 ^  0 

<^a2 -  (6cos3C -4- CCOS3B)2 + (6sin3C -  csin3£?)2—

— 2a(bcos3C + ccosSB) ^  0 

&a2 + ò2 + c2 +  2ỉ>ccos(3B + 3C) — 2o6cos3C — 2accos3£ ^  0

-<=>a2 — Ò2 + c2 ầ  26c cos 3j4 -t- 2a6 COS 3C + 2 c a  COS 3B

<*p > 2 

Đẳng thúc xảy ra khi và ch! khi

COS 3 A —

< COS 3 B  =

cos3C =

ò ^ c 2 -Q 2
2bc

c2 + a2 -
2ca

a2 + b2 — c2
2ab

Ví dụ 8.4. Chứng minh rằng

sin2 i4 + sin2 B + sin2 c
p  =

sin B  sin c  COS 3A +  sin c sin A COS 3B  4- sin A sin B  COS 3c
> 2.

Giải
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Ta có

(sin A — (sin B  COS 3 c  + sin c  COS 3B))2+

+ (sin B  sin 3c  — sin c  sin 3B)2 ^  0 

<=* sin2 A + (sin B  COS 3C + sin c  COS 3 B)2+

+ (sin B  sin 3C — sin c  sin SB)2—

— 2 sin A(sinBcos  3c  +  sin c  COS 3B) ^  0 

sin2 Ả + sin2 B  +  sin2 c  ^

> 2(sin B  sin c  COS 3A  +  sin c  sin A COS 3B  +  sin A  sin Beats %C)

<=>p ^  2 (dpcm). 

Chú ý: Có thể áp dụng định lý hàm số sin ta có

a =  2RsỉnA, b =  2 R  sin B , c — 2 R  sin c  

và ta nhận được ví dụ 8.3.

n . Sử dụng bất đảng thúc xoay vòng của các biểu thức đối xứng

' Kí hiệu: 

s  =  a + ò + c
p  =  ab +  bc + ca

Q — abc

Chúng ta thu được 4 bất đẳng thức cơ bản sau:



Ví dụ 8.5. Giả sử n, b, c > 0, chứng minh rằng

1) abc < ^ - ( a  + b + cỹ  <> 27Q < S A (8.1)
w  I

2) (a + Ò + c)2 ^  3(aò + bc + ca) 52 ^  3P (8.2)

3) ((//) + b c  +  ca)2 ^  3a b c ị a  + b +  c )  r 2 ^  35Q (8.3)

4) («6 + bc. +  ca)(a 4- b + c) ^  9abc 4=í> PS  ^  9Q (8.4)

1 1 1
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rhay bộ ba sô (a, b, c) bời ta có

„ 1 1 1  s
1 — ~7 Ã~ ---~ nab be ca Q

Q 1 = —  = -V1 abc Q
Chi đó

1) 27g,  < s? <=> 27Ọ2 < p3
Q Ọ3

<=► 27(ttốc)2 < (a6 + bc + m)3 (8.5)

p 2 3.9
2) (Đã có)

3) Fi5t ^ 9 Q i < ^ ộ . | ^ ệ o P S ^ 9 Q  (Đãcõ)
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Thay 3 số (a , b, c) bởi (a +  6, b +  c, c + a) ta có

1S2 =  0> 4" b 4" +6 -f- c -|- c 4" o, — 2is
P2 — (fl + b){b +  c) +  (6 + c)(c + ữ) + (c + a)(a 4- 6)

= ( S -  c)(S -  a) +  (s  -  b)(S — a) + (S — b)(S -  c) 
= 352 — 2(a +  6 4- c)5 4" ữ6 -I- bc -t- Cfl
=  s 2 +  p

Q2 = s 3 — (a + 6 4- c)S2 4- (ab + bc + ca)S — abc 
= PS — Q

Khi đó

1) 27Q2 < 5 |  ^  27(PS - Q ) <  8S3
85* +  27Q > 27PS (8 .6 )

2) s \ >  3P2 452 ^  3(522 +  P)
ẽ>S2 ^ 3 P  (đã có)

3) p | > 3S2Q2 (S2 + p f  > 6S(PS -  Q)
s 4 +  2S 2P + P2 > 6P 52 -  6QS

& s4 + P2 + 6QS > 4PS2 (8.7)
4) P2S2 > 9Q2 <í* (S2 + P)2S ^ 9(P5 -  Q)

& 2 S 3 + 2 P S ^ 9 P S - 9 Q
2S3 + 9 Q 2  7PS  (8.8)

Thay các hằng đảng thức vào các bất đẳng thức xoay vòng chúng ti thi 
được nhiều bất đẳng thức hay và khó. Ta có đẳng thức

s = a + b + c = 2 p
p  = ab + bc + ca =  r2 + p2 + 4/?r 
Ọ =  abc =  4/?r/j.



*) Si dụng bất đẳng thức (8.1) ta có

108 Rrp < V  <=> 27 Rr < 2p2 
và niận được bất đảng thức trong ví dụ sau

Ví dạ 8.6. Chứng minh rằng
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*) Sr dụng bất đẳng thức (8.2) ta có

4p2 ^  3(r2 +  p2 +  4Rr) 
và mận đựơc bất đảng thức trong ví dụ sau

Ví đi 8.7. Chứng minh rằng

p2 'ỷ 3r2 + 12 Rr.

*) s« dụng bất đẳng thức (8.3) ta nhận được

(r2 + p2 + 4Rr)2 ^ 6p.4Rrp 
<&r4 + p4 + 16R2r2 + 2p2r2 + 8 Rrp2 + 8 Rr3 ^ 24Rrp2
■&r4 + pi + 16R2r2 + 2 p2r2 + 8 Rr3 ^ 16Rrp2

Ta ttu được bất đẳng thức trong ví dụ sau

Ví di 8.8. Chứng minh rằng

(r2 + p2)2 + 2s 2 + 12ỉửr2 + 8Rr3 > 16Rrp2 
*) Sí dụng bất đẳng thức (8.4) ta nhận được

(r2 4- p2 + 4Rr)2p > 36Rrp 
<=> 2p3 + 2pr2 > 28 Rrp 

/à thi được bất đẳng thức trong ví dụ sau

Ví di 8.9. Chứng minh rằng

p2 + r2 ^ 14-Rr.
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*) Ta có các đẳng thức :

- B  c  V + 4R
t g  — +  t e  — +  t e  — =  — --------
K 2  2  2  p

A B  B  c C A , 
t g 2 t g 2 + t g 2 t g 2 + t g 2 t g 2 1 

A B c T
* 2 t g 2 t g 2 p- 

*) Sử dụng bất đẳng thúc (8.8) ta thu được

r +  4 / ỉ \ 3 9r _ _, r  + 4R/ r  +  4 * \  +  »r ^

\  p /  p p 
o/„ I /I D\3 , ru,„2 \  -7/„ ,  ̂D\„22(r + 4R)3 + 9rp2 ^  7(r + 4i?)p2. 

và thu được

Ví dụ 8.10. Giúng minh rằng

2(r + 4R)3 + ữrp2 ^  7(r +  4/?)p2. 

*) Sử dụng bất đẳng thúc (8.2) ta suy ra

^  3 r  +  4/? ^  y/3p

và thu được bất đẳng thức trong ví dụ sau

Ví dụ 8.11. Chúng minh rằng

r  +  4R ^  y/ĩp.

*) Sử dụng bất đảng thức (8.4) ta cố

r- ± ^ > ? L ^ R > 2r 
p p

và thu được

Ví dụ 8.12. Chứng minh rằng

R  > 2r.
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BÀI TẬP VÀ HƯỚNG DẨN

Bàí ì. Chứng minh rầng

1 _  J _ _  1 , J_
{]) -  a)2 + (i> -  b)2 f (p -  c)2 " r2

Hướng dẩn

Sừ dmg bất đẳng thức

a2 + b2 + c2 'ỳ ab + bc + ca.

Bài 2. Chứng minh rằng

M r + 4R 3 27 27(r + 47?)
1 pr pr2 pr3

(Sử dụng bất đẳng thức (8.6))
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9 Công thức Hêrông và một số dàng bất đảng 
thức trong tam giác

Trong bài giảng này chúng ta sử dụng các đẳng thức cơ bản sau:

1) s  = \ / p ( p - a ) ( p - 6 ) ( p - c )  = rp
I 1 1 = JỊ_

(p -  a)(j> -  6) +  ( p -  b)(p -  c) + ( p -  c){p -  a) ~  r 2

OX . A =  / ( p - 6 ) ( p - c )
3) 2 V------------

‘ I * i -

Ví dụ 9.1. Chứng minh rằng

o2 ^  a4 + 64 + c4 

1« *

Giải

Ta có

1652 =(a +  b + c)(a + 6 — c)(b + c — a)(c + a — b)
=[(o +  6)2 -  c2]!^ -  (o -  6)J]
= -  (o2 -  t 2)2 -  c4 +  ^((a + 6)2 + (o -  6)J1 
=2(a262 +  b2c2 +  (?a2) — (a4 + 64 + c4)

Suy ra

16S2 5; 2(a4 +  6̂  +  c*) — (fl* + b* +  c*) =  +  b* -+- c*

c2 ^  ữ4 -f- 64 4- c4Sr < ------7- -----  (đpcm).10

Ví dụ 9.2. Chúng minh rằng

c  P2
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(ìiai

Ta c<

(p ~ a){p -  b)(p -  c) < (
p -  a + p -  b -4 p -  c 3  _

3 ’ ' 27

«  s 2 < -  o  s < ~~r- (đpcm).
27 3\/3

Ví di 9».3. Chứng minh rằng
1  Ị  1 J_

(p — a)2 + (p -  6)2 (p -  c)2 ^  r 2

Giải

Áp ding bất đẳng thức a2 4- b2 + c2 ^  afc + bc + ca, suy ra
1 1 1 _ 1 

{ p -  a)(jp - b )  +  ( p -  b)(p - c )  +  ( p -  c){p - a ) ~  r2 '

Ví di 9.4. Chứng minh rằng

Giải

Ta có

p  -  a p - b  (p -  a) + {p -  b)
4
c

Tưomí tụ
1 4

——r 4- —— ^ -  
p  — b p -  c a

1
— — — I---- — ^ -

p — c p -  a b
Cộng :á«c bất đẳng thức trên ta thu được bất đẳng thức cẩn chứng minh.

Ví dụ 9 ^ . Chứng minh rằng

Q =  \fp-~a  + ự p  -  b + \ /p  - c  <  ựõp.
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Giải

Ta có

Q < 3 ^ E 5 ĩ í Ẽ H ± í E Z  =  3 ^ / |  ( đ p c m ) .

Ví dụ 9.6. Chứng minh rằng

y/ãỊp -  6 )(p -  c) +  y/b(p~^c){p^a)  +  y/c{p -  a)(p -  6) <

Giải

Bất đảng thức đã cho tương đương với

/ ( p - f r ) ( p - ẽ í  / ( p - c ) ( p - " ặ y  / (p ~ a)(p ~~b) < 3
V  b e  V  ca V  a6 2

: ^  B  : c  ^ 3 
4* sin ^  + sin Y  + sin 2 -  2

(Đã chúng minh ở tiết I)

Vỉ dụ 9.7. Chúng minh rằng

a(p -  a) +  6(p -  6) +  c(p — c) < 9/?r.

Giải

Bất đẳng thúc tương đương với

/ t/ L\ / ̂  36i?rp 9a6ca(p -  a) +  6(p -  6) + c(p -  c) < —Ẹ -  =

p ( p - « )  p (p -fr)  p (p -c )  9
bc ca aò 4

2 ^  2 B  __2 ^  ^«=> COS — +  COS — +  COS — <  -
*Ù Ù & *

(Xem tiết 1)

toi
 o

c



BÀI TẬP

Một số bài giảng về các bài toán trong tam giác

Bài 1. Chứng minh rầng

-  « K p  ~ b ) +  y  (/' -  b ) [ p  -  0  +  /  (/> -  <’) ( p - ũ )

Bài 2. Chứng minh ràng

2 /p(p -  ạ) p(p - 6) p(p — c) \ ^
3 V bc ca ab /

3 / «6 be ca \ 15
+ 2 \p(p  -  c) + p(p -  a) + p(p -  b)) ^  2

HƯỚNG DẪN

Bài 1.
Bất đẳng thức tương đương với

o ,  B . c . A 92sin — + sin — + sin — <
2 2 2 4

Bài 2.
Bất đảng thức tương đương với
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