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Lời nói đầu 
 

Caùc em hoïc sinh thaân meán!  

Chuùng toâi laø nhoùm giaùo vieân Toaùn cuûa Trung taâm luyeän thi Vónh Vieãn coù 

nhieàu kinh nghieäm trong vieäc giaûng daïy vaø bieân soaïn saùch tham khaûo. 

Nhaèm muïc ñích giuùp caùc em hoïc sinh töï hoïc, naâng cao baøi taäp ôû caùc lôùp 10, 

11, 12 vaø nhaát laø caùc em ñang saép thi vaøo Ñaïi hoïc, chuùng toâi cuøng bieân 

soaïn boä Toaùn goàm ba quyeån. 

Quyeån 1: Hình hoïc. 

Quyeån 2: Khaûo saùt haøm soá – Tích phaân – Soá phöùc 

Quyeån 3: Löôïng giaùc – Ñaïi soá – Giaûi tích toå hôïp 

Moãi quyeån saùch goàm: 

 Toùm taét lyù thuyeát moät caùch coù heä thoáng vaø ñaày ñuû. 

 Phaân loaïi caùc daïng toaùn cuøng vôùi caùch giaûi deã hieåu. Nhieàu baøi taäp maãu 

töø deã ñeán khoù, trong ñoù coù nhieàu baøi ñöôïc giaûi baèng nhieàu caùch khaùc nhau. 

 Raát nhieàu baøi taäp ñeå hoïc sinh töï luyeän ñöôïc soaïn raát coâng phu, theo 

saùt ñeà thi tuyeån sinh Ñaïi hoïc (coù Ñaùp soá hoaëc Höôùng daãn). 

Chuùng toâi hy voïng quyeån saùch naøy seõ giuùp caùc em thích thuù, naâng cao 

hoïc löïc vaø thaønh coâng trong kì thi tuyeån sinh Ñaïi hoïc saép ñeán. Duø ñaõ coá 

gaéng nhieàu, nhöng chaéc chaén vaãn coøn nhieàu thieáu soùt, mong söï ñoùng goùp yù 

kieán cuûa caùc em hoïc sinh vaø cuûa ñoäc giaû. 

 

Nhoùm bieân soaïn 
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BAØI 1 

PHÖÔNG PHAÙP TOÏA ÑOÄ 

TREÂN MAËT PHAÚNG (Oxy) 

A. TOÙM TAÉT LYÙ THUYEÁT 

Heä toïa ñoä Descartes vuoâng goùc Oxy goàm 

hai truïc vuoâng goùc nhau x’Ox vaø y’Oy vôùi 

hai vectô ñôn vò laàn löôït laø i  vaø j  maø:  

i  = (1, 0), j  = (0, 1) 

Goïi  x’Ox: truïc hoaønh 

y’Oy: truïc tung 

O: goác toïa ñoä  

I. TOÏA ÑOÄ CUÛA VECTÔ 

Ñoái vôùi heä toïa ñoä Oxy, cho hai vectô: 
1 2

u (u ; u )  vaø 
1 2

v (v ; v ) .  

Ta coù:                                                                               

1. 
1 1

2 2

u v .

u v

u v .


  


 

2. 
1 1 2 2

u v (u v ; u v )     

3. 
1 2

k.u (k.u ; k.u ). (k R)  

u  vaø v  cuøng phöông  k  R: u kv   
1 2

1 2

u   u

v   v

 = 0 

4. Tích voâ höôùng u.v u v cos(u, v)  

. . . . 
1 1 2 2

u v u v u v       

Heä quaû: u v u.v 0                  

Ñoä daøi vectô: 
2 2

1 2
|u| u u   

II. TOÏA ÑOÄ CUÛA ÑIEÅM 

Cho heä toïa ñoä Oxy vaø moät ñieåm M tuøy yù. 

Toïa ñoä (x; y) cuûa vectô OM  ñöôïc goïi laø 

toïa ñoä cuûa ñieåm M vaø kyù hieäu laø: M(x; y). 

x: hoaønh ñoä, y: tung ñoä. 

Cho hai ñieåm A(xA; yA) vaø B(xB; yB).  

y 

M2 

u

u1 x 
x' 

y' 

i

i

O 

y 

Q 

x x' 

y' 

i

i

O 

M 

P 
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( ; 
B A B A

AB x x y y )    

( 2 2

B A B A
AB (x x ) y y )    

Toïa ñoä trung ñieåm I cuûa ñoaïn thaúng AB laø: 
A B A B

I I

x x y y
x ; y

2 2

 
   

G troïng taâm ABC: 

A B C

G

A B C

G

x x x
x

3

y y y
y

3

 



  



 

B. BAØI TAÄP MAÃU 

Baøi 1. Cho tam giaùc ABC vôùi: A(1; 0), B(5; 0), C(2; 3). Tìm caùc ñieåm sau 

cuûa tam giaùc: 

 a) Troïng taâm G.       

 b) Tröïc taâm H. 

 c) Chaân A’ cuûa ñöôøng cao haï töø A xuoáng caïnh BC. 

 d) Taâm I cuûa ñöôøng troøn ngoaïi tieáp. 

Giaûi 

a) G laø troïng taâm tam giaùc ABC neân: 

A B C

G

x x x 8
x ;

3 3

 
   

A B C

G

y y y
y 1

3

 
   

Vaäy: G(
8
; 1

3

) 

b) H(x, y) laø tröïc taâm tam giaùc ABC: 

 
AH.BC 0

BH.AC 0

 




 

Maø:  AH (x 1; y)  ; BC ( 3; 3)  ;   

BH (x 5; y)  ; AC (1; 3)  

Neân ñieàu kieän treân thaønh: 

3(x 1) 3y 0

1(x 5) 3y 0

   


  

3x 3y 3

x 3y 5

 
 

 
  

x 2

y 1





 

Vaäy: H(2; 1) 

c) A'(x, y) laø chaân ñöôøng cao haï töø A xuoáng caïnh BC  
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 
AA '.BC 0

BA ' vaø BC cuøng phöông

 



 

Maø: AA' (x 1; y);  BC ( 3; 3);   BA' (x 5; y)   

Neân ñieàu kieän treân thaønh: 

3(x 1) 3y 0

3(x 5) 3y 0

   


  

x y 1

x y 5

 
 

 
  

x 3

y 2





 

Vaäy: A’(3; 2) 

d) I(x, y) laø taâm ñöôøng troøn ngoaïi tieáp tam giaùc ABC: 

2 2

2 2

IA IB

IA IC

 
 


    

2 2 2 2

2 2 2 2

(x 1) y (x 5) y

(x 1) y (x 2) (y 3)

     
 

     
  

8x 24 0

x 3y 6

 
 

 
     

x 3

y 1





 

Vaäy: I(3; 1). 

 

Baøi 2. Cho ba ñieåm: A(–3; 3), B(–5; 2), C(1; 1) 

a) Chöùng toû A, B, C laø ba ñænh cuûa moät tam giaùc. 

b) Chöùng toû 

ˆ

BAC  laø goùc tuø. 

c) Tính dieän tích tam giaùc ABC. 

d) Tính baùn kính r cuûa ñöôøng troøn noäi tieáp tam giaùc ABC. 

Giaûi 

a) Ta coù: AB ( 2; 1), AC (4; 2)      

 
2  1

 4  2

 


 = ( 2).( 2) ( 1).4 8 0.       

Neân AB  vaø AC  khoâng cuøng phöông, töùc laø ba ñieåm A, B, C khoâng 

thaúng haøng. Do ñoù A, B, C laø ba ñænh cuûa moät tam giaùc. 

Ta coù: 
2 2 2 2

ˆ ( 2).(4) ( 1).( 2) 3
cosBAC cos AB, AC) 0.

5( 2) ( 1) . (4) ( 2)

    
   

    
 

Neân 

ˆ

BAC  laø goùc tuø. 

b) Dieän tích tam giaùc ABC: 

ˆ1
S AB.AC.sinBAC

2

  
2

ˆ1
AB.AC. 1 cos BAC

2

    

1 9
5. 20. 1 4(ñvdt)

2 25

    

c) Ta coù: S = pr 
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Maø:  
1 1 1

p (AB BC CA) ( 5 37 2 5) (3 5 37)

2 2 2

         

 r = 
S

3 5 37

p

  . 

 

Baøi 3. Tuyeån sinh Ñaïi Hoïc khoái B/2011 

 Cho : x – y – 4 = 0, d: 2x – y – 2 = 0 

 Tìm N thuoäc d sao cho ñöôøng thaúng ON caét  taïi M thoûa OM.ON = 8. 

Giaûi 

Goïi  M(m, m – 4)    

N(n, 2n – 2)  d 

Ta coù:  

O, M, N thaúng haøng  
m  m 4

n   2n 2




 = 0 

 m(2n – 2) = n(m – 4)  

 mn – 2m = –4n  

 (4 + m)n = 2m  

 n = 
2m

4 m
  

Ta coù: OM
2
.ON

2
 = 64  

 [m
2
 + (m – 4)

2
]

2 2

2 2

4m 4(m 4)

(4 m) (m 4)

 
 

  
 = 64 

 [m
2
 + (m – 4)

2
][m

2
 + (m – 4)

2
] = 16(m + 4)

2
  

 (2m
2
 – 8m + 16)

2
 = [4(m + 4)]

2
  

 

2

2

2m 8m 16 4(m 4)

2m 8m 16 4(m 4)

    


    
  

 

2

2

2m 12m 0

2m 4m 32 0 (voâ nghieäm)

  


  
 

 m = 0   m = 6  

Vaäy M1(0; –4), N1(0, –2) hay M1(6, 2) N2

6 2
,

5 5

 
 
 

. 

Baøi 4. Tuyeån sinh Ñaïi Hoïc khoái B/2007 

 Cho A(2, 2). Tìm B treân d1: x + y – 2 = 0  

4 

4 

-4 

O 

d 

N 

M 

 

y 

x 
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 C treân d2: x + y – 8 = 0 sao cho ABC vuoâng caân taïi A.  

Giaûi 

Goïi   B(b, 2 – b)  d1  

C(c, 8 – c)  d2  

Ta coù:  

ABC  caân taïi A   
AB (b 2, b) AC (c 2, 6 c)

AB AC

       



 

 
2 2 2 2

(b 2)(c 2) b(6 c) 0

(b 2) b (c 2) (6 c)

    


     
 

Ñaët X = b – 1 vaø Y = c – 4 ta ñöôïc heä  

    


      
2 2 2 2

(X 1)(Y 2) (X 1)(2 Y)

(X 1) (X 1) (Y 2) (2 Y)

 

 
2 2

XY 2

2X 2 2Y 8




  
     

2 2

2
Y

X

X Y 3





  

 

 

2

2

2
Y

X

4
X 3

X





  


       

4 2

2
Y

X

X 3X 4 0





   

 

 

2 2

2
Y

X

X 1 (loaïi) X 4





    

   
X 2

Y 1





 

X 2

Y 1

 
 

 
 

Do   
b X 1

c Y 4

 


 
 neân 

b 3 b 1

c 5 c 3

   
 

  
 

Vaäy B1(3, –1), C1(5, 3) vaø B2(–1, 3), C2(3, 5).  

 

Baøi 5. Cho ABC coù troïng taâm G(0, 4), C(–2, –4). Bieát trung ñieåm M cuûa 

BC naèm treân d: x + y – 2 = 0. Tìm M ñeå ñoä daøi AB ngaén nhaát. 

Giaûi 
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Goïi M(m, 2 – m)  d  

Do M trung ñieåm BC neân 

B M C

B M C

x 2x x 2m 2

y 2y y 2(2 m) 4

   


    
 

Vaäy B(2m + 2, 8 – 2m)  

Do G laø troïng taâm ABC neân  

A G B C

A G B C

x 3x x x 2m

y 3y y y 8 2m

    


    
  

Vaäy A(-2m, 8 + 2m)  

Ta coù  AB
2
 = (4m + 2)

2
 + (–4m)

2
  

= 32m
2
 + 16m + 4 = 32

2
1

m m

2

 
 

 
 + 4  

= 32

2 2

1 1 1
m 4 32 m 2 2

4 16 4

    
          

     

 

Vaäy ABmin = 2  m = 
1

4

   M
1 9

,

4 4

 
 
 

.  

 

Baøi 6. Chöùng minh caùc baát ñaúng thöùc: 

 a)       2 2 2 2 2 2

4cos x.cos y sin (x y) 4sin x.sin y sin (x y) 2,   x, y  

 b) 
2 2 2 2 2 2

x xy y x xz z y yz z ,     x, y, z          

Giaûi 

a/ Trong heä toïa ñoä Oxy: Vôùi moïi x, y xeùt hai vectô: 

 a (2cosx.cosy; sin(x y));  b (2sinx.siny; sin(x y))  

Ta coù: a b (2cos(x y); 2sin(x y))     

Vaø: |a| |b| |a b|   

Neân: 
2 2 2 2 2 2

4cos xcos y sin (x y) 4sin xsin y sin (x y) 2; x, y.        

b/ Trong heä toïa ñoä Oxy: Vôùi moïi x, y, z, xeùt hai vectô: 

y y 3
a (x ; );

2 2

 
z z 3

b x ;

2 2

 
    
 

 

Ta coù: 
y z y 3 z 3

a b ( ; )

2 2 2 2

     
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Vaø: |a| |b| |a b|   

Neân: 
2 2 2 2

y y 3 z z 3
(x ) ( ) (x ) ( )

2 2 2 2

       2 2
y z y 3 z 3

( ) ( )

2 2 2 2

    


2 2 2 2 2 2

x xy y x xz z y yz z ; x, y, z         . 

 

Baøi 7. Tìm giaù trò nhoû nhaát cuûa haøm soá:  

2 2

y cos 2cos 2 cos 6cos 13           

Giaûi 

Ta coù: 
2 2

y (1 cos ) 1 (cos 3) 4         

Trong heä toïa ñoä Oxy, xeùt hai vectô:  

a (1 cos ; 1)    vaø b (cos 3; 2), R     

Thì: a b (4; 3)   

Vaø aùp duïng baát ñaúng thöùc tam giaùc ta ñöôïc: 

y |a| |b|   2 2

|a b| 4 3 5,       

y 5 a   vaø b  cuøng höôùng k 0 : a k.b     

1 cos k.(cos 3)

1 2k

    
 



1
cos

3

1
k

2


  

 
 


 

Vaäy: 
R

Miny 5 . 
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C. BAØI TAÄP TÖÏ GIAÛI 

BT1. Cho ba ñieåm: A(1; –2), B(0; 4), C(3; 2). Tìm ñieåm D sao cho: 

a) CD 2.AB 3.AC   

b) AD 2.BD 4.CD 0    

c) ABCD laø hình bình haønh 

d) DOx vaø ABCD laø hình thang ñaùy laø AB. 

Ñaùp soá: D(–5, –2) (11, 2) (4, –4) 
10

, 0

3

 
 
 

 

BT2. Cho ñieåm A(3; 1). Tìm caùc ñieåm B vaø C sao cho OABC laø hình vuoâng 

vaø ñieåm B naèm trong goùc toïa ñoä thöù nhaát. 

Ñaùp soá: B(2, 4); C(–1, 3). 

BT3. Cho moät tam giaùc coù trung ñieåm caùc caïnh laø: M(1; 4), N(3; 0), P(–1; 1). 

Tìm toïa ñoä caùc ñænh cuûa tam giaùc. 

Ñaùp soá: (–3, 5); (5, 3); (1, –3). 

BT4. Cho hai ñieåm A(1; –1), B(4; 3). Tìm toïa ñoä nhöõng ñieåm M, N chia AB 

thaønh ba ñoaïn baèng nhau. 

Ñaùp soá: M
1 5

2, ; N 3,

3 3

   
   
   

. 

BT5. Cho tam giaùc ABC coù A(–1; 2), B(2; 1) vaø tröïc taâm H(1; 2). Tìm taâm I 

cuûa ñöôøng troøn ngoaïi tieáp.     Ñaùp soá: I(1, 3). 

BT6. Cho tam giaùc ñeàu ABC coù A(2; 1) vaø B(–1; 2). Tìm ñænh C. 

Ñaùp soá: C
1 3 3 3 3

,

2 2

  
  
 

. 

BT7. (D/04) Cho A(–1, 0); B(4, 0); C(0, m) goïi G laø troïng taâm ABC. Tìm m 

ñeå ABG vuoâng taïi G.  

Ñaùp soá: m =  3 6 . 

BT8. (A/04) Cho A(2, 0); B(– 3 , –1). Tìm tröïc taâm vaø taâm ñöôøng troøn 

ngoaïi tieáp OAB.  

Ñaùp soá: H( 3 , –1), I(– 3 , 1).  

BT9. (A/05) Tìm caùc ñænh hình vuoâng ABCD bieát A  d1: x – y = 0,  

C  d2: 2x + y – 1 = 0, B vaø D treân truïc hoaønh.  
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Ñaùp soá: A(1, 1); B(0, 0); C(1, –1); D(2, 0).  

BT10. (DB/D07) Cho A(2, 1). Tìm B  Ox, C  Oy sao cho ABC vuoâng taïi 

A vaø coù dieän tích nhoû nhaát.  

Ñaùp soá: B(2, 0); C(0, 1).  

BT11A/02. Cho ABC vuoâng taïi A, phöông trình BC: 3 x – y – 3  = 0  

A vaø B treân truïc hoaønh, baùn kính ñöôøng troøn noäi tieáp ABC baèng 2. 

Tìm caùc ñænh ABC. 

Ñaùp soá: A(2 3  + 2, 0); C(2 3  – 2, 0). 

BT12. Cho hình thang ABCD coù AB // CD. A(0, 1); B(2, 0); C(3, 2) vaø dieän 

tích (ABCD) baèng 14. Tìm toïa ñoä D.     Ñaùp soá: 
31 33

,

5 5

 
 
 

. 

BT13. Cho ABC coù A treân truïc tung, BC ñi qua O, trung ñieåm AB; AC laàn 

löôït laø M(–1, 1); N(3, –1). Tìm A, B, C.  

Ñaùp soá: A(0, 1); B(–2, 1); C(6, –3).  

BT14. Tìm caùc ñænh hình vuoâng ABCD, bieát A treân d1: y = x, B treân  

d2: y = 1 – 2x, C, D naèm treân truïc tung.  

Ñaùp soá:    A
1 1 1

, , B , 0

2 2 2

   
   
   

, C(0, 0), D
1

0,

2

 
 
 

 

hay  A
1 1

,

4 4

 
 
 

, B
1 1

,

4 2

 
 
 

, C
1

0,

2

 
 
 

, D
1

0,

4

 
 
 

. 

BT15. Cho hai ñieåm A(–3; 2) vaø B(1; 1). Tìm ñieåm M treân Oy sao cho:  

a) Dieän tích tam giaùc ABM baèng 3.  

b) MA
2
 + MB

2
 ñaït giaù trò nhoû nhaát.  

Ñaùp soá:  a) M
11

0,

4

 
 
 

, M
1

0,

4

 
 

 
;  b) M

3
0,

2

 
 
 

. 

BT16. Cho hai ñieåm A(1, –1) vaø B(3, 2). Tìm ñieåm M treân Oy sao cho:  

a) 
0

AMB 45         b) AMB  nhoû nhaát.  

Ñaùp soá:  a) M(0, –1), (0, 4); b) M
5

0,

2

 
 

 
. 

BT17. Chöùng minh caùc baát ñaúng thöùc:  

a) 
2

x 2x 5   + 
2

x 2x 5    2 5 , x . 

b) 
2

x 4  + 
2 2

x 2xy y 1    + 
2

y 6y 10    5, x, y.  
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c) 2(x y) 6   + 22 6(x y)    4 2 , vôùi moïi x, y thoûa x
2
 + y

2
 = 4.  

d) 
2 2

a b) c   + 
2 2

(a b) c    2 2 2

a b , a, b, c  R. 

BT18. Tìm giaù trò nhoû nhaát cuûa haøm soá:  

y = 
2

x 2x 2  + 
2

x 8x 32   

Ñaùp soá: 34 . 
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BAØI 2 

ÑÖÔØNG THAÚNG 

A. TOÙM TAÉT LYÙ THUYEÁT 

I. PHÖÔNG TRÌNH CUÛA ÑÖÔØNG THAÚNG 

1. Vectô chæ phöông, vectô phaùp tuyeán cuûa ñöôøng thaúng 

a/ Moät vectô u 0  ñöôïc goïi laø moät vectô chæ phöông cuûa ñöôøng thaúng 

( )  neáu giaù cuûa u  song song hoaëc truøng vôùi (). 

b/ Moät vectô n   0  ñöôïc goïi laø vectô phaùp tuyeán cuûa ñöôøng thaúng () 

neáu giaù cuûa n  vuoâng goùc vôùi (). 

c/ a  = (p, q) laø vectô chæ phöông cuûa () 

 n  = (q, –p) laø vectô phaùp tuyeán cuûa () 

2. Caùc daïng phöông trình ñöôøng thaúng 

a/ Phöông trình tham soá: 
0 1

0 2

x = x + tu

( ) :

y = y + tu


 


   (t  R) 

Trong ñoù M(x0, y0) laø moät ñieåm treân (); u  = (u1, u2) laø moät vectô 

chæ phöông cuûa (). 

 b/ Phöông trình chính taéc: 
0 0

1 2

x x y y
( ) :

u u

 
      (u1.u2  0) 

Trong ñoù M(x0, y0) laø moät ñieåm treân (); u  = (u1, u2) laø moät vectô 

chæ phöông cuûa (). 

 c/ Phöông trình toång quaùt: ( ) : Ax By C 0       (A
2
 + B

2
  0) 

  Trong ñoù n  = (A, B) laø moät vectô phaùp tuyeán cuûa (). 

d/ Phöông trình ñöôøng thaúng ñi qua M(x0, y0), coù vectô phaùp tuyeán  

n  = (A, B) 

0 0
( ) : A(x x ) B(y y ) 0      

e/ Phöông trình ñöôøng thaúng ñi qua M(x0, y0), coù heä soá goùc k 

0 0
( ) : y k(x x ) y     

 f/ Phöông trình ñoaïn chaén: 
x y

( ) : 1

a b

     (a.b  0) 
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vôùi A(a, 0); B(0, b) laø hai ñieåm thuoäc (). 

g/ Phöông trình chöùa heä soá goùc vaø tung ñoä goác ( ) : y kx m    

 Löu yù:  

a/ d coù moät vectô phaùp tuyeán laø n  = (A, B) 

 Neáu D song song d thì n  = (A, B) cuõng laø vectô phaùp tuyeán cuûa D 

 Neáu () vuoâng goùc d thì m  = (B, –A) laø vectô phaùp tuyeán cuûa () 

b/ Neáu d coù vectô chæ phöông a  = (u1, u2) (u1  0) thì heä soá goùc cuûa d 

laø k = 
2

1

u

u

. 

c/ Neáu d caét truïc hoaønh taïi M vaø  laø goùc taïo bôûi tia Mx vôùi phaàn 

ñöôøng thaúng d naèm phía treân truïc hoaønh thì heä soá goùc cuûa d laø  

k = tan. 

II. VÒ TRÍ TÖÔNG ÑOÁI CUÛA HAI ÑÖÔØNG THAÚNG 

Cho hai ñöôøng thaúng: 

 
1 1 1 1

( ) : a x b y c 0    ;  
2 2 2 2

( ) : a x b y c 0     

Ñaët:  
1 1

1 2 2 1

2 2

a b

D a b a b ;

a b

  
1 1

x 1 2 2 1

2 2

b c

D b c b c ;
b c

      

1 1

y 1 2 2 1

2 2

c a

D c a c a
c a

    

Ta coù: 

1. (
1

 ) vaø 
2

( )  caét nhau khi vaø chæ khi D 0 . Toïa ñoä giao ñieåm laø: 

yx
DD

x ; y

D D

 
  

 
. 

2. 
1 2

( ) // ( )   khi vaø chæ khi D = 0 vaø 
x

D 0  hay 
y

D 0 . 

3. 
1 2

( ) ( )   khi vaø chæ khi D = Dx = Dy = 0. 

* Ñaëc bieät neáu a2, b2, c2 khaùc 0 thì: 

1. (
1

 ) vaø 
2

( )  caét nhau khi vaø chæ khi 
1 1

2 2

a b

a b

  

2. 
1 2

( ) // ( )   khi vaø chæ khi 
1 1 1

2 2 2

a b c

a b c

   
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3. 
1 2

( ) ( )    khi vaø chæ khi 
1 1 1

2 2 2

a b c

a b c

   

III. GOÙC GIÖÕA HAI ÑÖÔØNG THAÚNG 

Goïi   laø goùc hôïp bôûi hai ñöôøng thaúng 
1

( )  vaø 
2

( )  (vôùi 
0 0

0 90   ). 

Neáu 1, 2 coù vectô phaùp tuyeán laø 
1

n , 
2

n  thì  

1 2

1 2

1 2

|n , n |
cos |cos(n , n )|

|n |.|n |

    

IV. KHOAÛNG CAÙCH TÖØ MOÄT ÑIEÅM TÔÙI MOÄT ÑÖÔØNG THAÚNG 

Cho ñieåm M0(x0; y0) vaø ñöôøng thaúng  

     2 2

( ) : ax by c 0 (a b 0)  

Khoaûng caùch töø ñieåm M0 tôùi ñöôøng thaúng ( )  laø: 

0 0

0
2 2

|ax by c|
d(M ; )

a b

 
 


 

 Chuù yù: Cho hai ñieåm M(xM; yM), N(xN; yN) vaø ñöôøng thaúng  

( ) : ax by c 0     

Ta coù: 

M vaø N naèm cuøng phía ñoái vôùi ( )  khi vaø chæ khi: 

M M N N
(ax by c)(ax by c) 0      

M vaø N naèm cuøng phía ñoái vôùi ( ) khi vaø chæ khi: 

M M N N
(ax by c)(ax by c) 0      
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B. BAØI TAÄP MAÃU 

VAÁN ÑEÀ 1: VIEÁT PHÖÔNG TRÌNH ÑÖÔØNG THAÚNG 

 

Baøi 1.  

a) Vieát phöông trình ba caïnh cuûa tam giaùc ABC bieát trung ñieåm ba 

caïnh AB, BC, AC laàn löôït laø: M(2; 1), N(5; 3), P(3; -4) 

b) Cho tam giaùc ABC bieát A(-2; 1), B(2; 5), C(4; 1). Vieát phöông trình cuûa: 

  ñöôøng cao BH vaø ñöôøng trung tröïc cuûa caïnh AB. 

Giaûi 

a/ Theo tính chaát ñöôøng trung bình cuûa tam giaùc ta coù: NP // AB. 

Caïnh AB chính laø ñöôøng thaúng ñi qua M(2; 1) nhaän NP (-2; -7)  

laøm vectô chæ phöông neân coù phöông trình laø: 

x 2 y 1
7x 2y 12 0

2 7

 
    

 
 

Töông töï phöông trình caùc caïnh BC vaø AC laàn löôït laø: 

  5x + y – 28 = 0 vaø 2x – 3y – 18 = 0 

b/ Ñöôøng cao BH chính laø ñöôøng thaúng qua B(2; 5) nhaän AC (6; 0)  

laøm vectô phaùp tuyeán. 

Vaäy phöông trình cuûa ñöôøng cao BH laø: 

6(x 2) 0(y 5) 0 x 2 0        

Ñöôøng trung tröïc cuûa caïnh AB laø ñöôøng thaúng vuoâng goùc vôùi caïnh AB 

taïi trung ñieåm I cuûa AB, neân chính laø ñöôøng thaúng ñi qua I(0; 3) nhaän 

AB (4; 4)  laøm vectô phaùp tuyeán. 

Vaäy phöông trình cuûa ñöôøng trung tröïc caïnh AB laø: 

4(x 0) 4(y 3) 0 x y 3 0         

 

Baøi 2. Tuyeån sinh Ñaïi Hoïc khoái B/09 

 Cho ABC coù M(2, 0) laø trung ñieåm AB, trung tuyeán: 

 AI: 7x – 2y – 3 = 0, ñöôøng cao AH: 6x – y – 4 = 0. Vieát phöông trình AC. 
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Giaûi 

Toïa ñoä A laø nghieäm cuûa heä phöông trình  

7x 2y 3

6x y 4

 


 
  

x 1

y 2





 

Vaäy A(1, 2)  

Do M laø trung ñieåm AB neân  

B M A

B M A

x 2x x 4 1 3

y 2y y 0 2 2

    


     
 

Vaäy B(3; –2)  

BC vuoâng goùc AH neân coù PVT(1, 6)  

Phöông trình BC: 1(x – 3) + 6(y + 2) = 0  x + 6y + 9 = 0 

Toïa ñoä I trung ñieåm BC laø nghieäm heä phöông trình  

x 6y 9

7x 2y 3

  


 
  

x 0

3
y

2





 


  

Vaäy I(0; –
3

2

)  

Do I laø trung ñieåm BC neân 
C I B

C I B

x 2x x 0 3 3

y 2y y 3 2 1

     


      
  

Vaäy C(–3; –1)  

AC qua C coù VTCP AC  = (–4; –3)  

Vaäy phöông trình AC: 
x 3 y 1

4 3

 
 . 

 

Baøi 3. Tuyeån sinh Ñaïi Hoïc khoái A/2010 

 Cho ABC caân taïi A(6, 6) ñöôøng thaúng qua trung ñieåm cuûa AB, AC laø 

d: x + y – 4 = 0. Tìm B, C bieát E(1; –3) naèm treân ñöôøng cao CH. 

Giaûi 

Veõ ñöôøng cao AK  

AK qua A,  d  neân coù phöông trình  

1(x – 6) – 1(y – 6) = 0  x – y = 0  

Toïa ñoä giao ñieåm I cuûa d vaø AK laø nghieäm heä  

phöông trình 
x y 0

x y 4

 


 
  

x 2

y 2





 . Vaäy I(2, 2)  

A 

M 

B H I C 

A 

d I 

H E 

B C K 
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I laø trung ñieåm AK neân 
K I A

K I A

x 2x x 4 6 2

y 2y y 4 6 2

     


     
 

Vaäy K(–2; –2) 

BC qua K vaø // d neân coù phöông trình  

1(x + 2) + 1(y + 2) = 0  x + y + 4 = 0  

Goïi B(b, –b – 4)  BC  

Do K laø trung ñieåm BC neân  

C K B

C K B

x 2x x 4 b

y 2y y 4 ( b 4) b

    


       
 

Vaäy C(–4 – b, b) 

Ta coù AB  = (b – 6, –b – 10)  CE  = (–5 – b, b + 3) 

Neân: (b – 6)(–5 – b) + (–b – 10)(b + 3) = 0  

 –2b
2
 – 12b = 0  b = 0  b = –6 

Vaäy   B1(0; –4)  C1(–4; 0)  

B2(–6; 2)  C2(+2; –6) 
 

Baøi 4. Cho ABC vuoâng taïi A coù A(0, 3), ñöôøng cao AH: 3x + 4y – 12 = 0. 

Troïng taâm G(
5

3

; 3). Tìm B vaø C. 

Giaûi 

Goïi M laø trung ñieåm BC  

Ta coù AG 2GM   

 
G A A G

G A M G

x x 2(x x )

y y 2(y y )

  


  
 

M

M

5 5
2(x )

3 3

0 2(y 3)


 


  

  
M

M

5
x

2

y 3





 

  Vaäy M(
5

2

; 3)  

BC  AH neân BC: 4x – 3y + C = 0  

Maø M  BC neân: 4.
5

2

 – 3.3 + C = 0  C = –1  

Vaäy BC: 4x – 3y – 1 = 0  

goïi B(b; 
4b 1

3


)  BC  

Do M laø trung ñieåm BC neân  
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C M B

C M B

x 2x x

y 2y y

 


 
  

C

C

x 5 b

19 4b
y

3

 

 




 vaäy C(5 – b; 
19 4b

3


)  

Ta coù: AB  = (b; 
4b 10

3


) , AC  = (5 – b; 

10 4b

3


)  

AB  AC  AB.AC = 0  

 b(5 – b) + 
4b 10

3

 
 
 

.
10 4b

3

 
 
 

 = 0  

 5b – b
2
 – 

2

(4b 10)

9


 = 0  

 9(5b – b
2
) – (4b – 10)

2
 = 0 

 +25b
2
 + 125b + 100 = 0   

 b = 1  b = 4  

Vaäy  B(1; 1), C(4; 5) hay B(4; 5), C(1; 1) 

Baøi 5. Tuyeån sinh Ñaïi Hoïc khoái D/2011 

 Cho ABC coù B(–4; 1) troïng taâm G(1; 1), ñöôøng thaúng chöùa phaân giaùc 

trong goùc A: x – y – 1 = 0. Tìm A, C. 

Giaûi 

Veõ d qua B vuoâng goùc vaø caét phaân giaùc AI taïi H, caét AC taïi M  

Phöông trình d: 1(x + 4) + 1(y – 1) = 0  

Toïa ñoä H laø nghieäm heä phöông trình  

x y 1

x y 3

 


  
  

x 1

y 2

 


 
  

Vaäy H(–1; –2)  

ABM caân neân H laø trung ñieåm BM  

Vaäy 
M H B

M H B

x 2x x 2 4 2

y 2y y 4 1 5

     


      
  

Vaäy M(2; –5)  

Goïi N laø trung ñieåm cuûa AC ta coù  

BG 2GN   
N

N

5 2(x 1)

0 2(y 1)

 


 
  

N

N

7
x

2

y 1





 

  

B 

A 

N 

M 

I C 

H 

2 1 

d 
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AC qua M vaø VTCP MN  = 
3 3
,6 (1,4)

2 2

 
 

 
 

Phöông trình AC: 
x 2 y 5

1 4

 
   4x – y – 13 = 0 

Toïa ñoä A laø nghieäm heä phöông trình 
4x y 13

x y 1

 


 
  

x 4

y 3





  

Vaäy A(4; 3)  

Do N laø trung ñieåm AC neân 
C N A

C N A

x 2x x 7 4 3

y 2y y 2 3 1

    


     
 

Vaäy C(3; –1). 

 

Baøi 6.  

a. Vieát phöông trình ñöôøng thaúng ñi qua ñieåm M(1; 2) caét truïc hoaønh 

vaø truïc tung laàn löôït taïi A vaø B khaùc goác 0 sao cho: OA = OB. 

b. Vieát phöông trình ñöôøng thaúng qua N(1; 3) caét hai nöûa truïc döông 

Ox, Oy taïi P vaø Q sao cho tam giaùc OPQ coù dieän tích nhoû nhaát. 

Giaûi 

a/ Goïi n (a; b) 0   laø moät vectô phaùp tuyeán cuûa ñöôøng thaúng qua  

M(1; 2) thì phöông trình cuûa ñöôøng thaúng laø: 

a(x 1) b(y 2) 0 ax by (a 2b) 0          

Vì ñöôøng thaúng caét Ox vaø Oy taïi A, B khaùc O neân ta coù: ab  0 vaø 

a 2b 0   

Hoaønh ñoä giao ñieåm A: 
A

a 2b
y 0 x .

a


    

Tung ñoä giao ñieåm B: 
B

a 2b
x 0 y

b


    

Ta coù: 
 

      
A B

|a 2b| |a 2b| 1 1
OA OB x y

|a| |b| |a| |b|

 

  (vì a + 2b  0)  a = b  a = b 

Neáu a = b: Phöông trình ñöôøng thaúng laø: x y 3 0    

Neáu a = -b: Phöông trình ñöôøng thaúng laø: x y 1 0    

b/ Goïi n (a; b) vôùi a > 0, b > 0 laø moät vectô phaùp tuyeán cuûa ñöôøng 

thaúng ñi qua N(1; 3) thì phöông trình cuûa ñöôøng thaúng laø: 

a(x 1) b(y 3) 0    ax by (a 3b) 0      
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Hoaønh ñoä giao ñieåm P: 
P

a 3b
y 0 x 0

a


     

Tung ñoä giao ñieåm Q: 
Q

a 3b
x 0 y 0

b


     

Dieän tích tam giaùc OPQ: 

2

P Q

2 2

1 1 (a 3b)
S .OP.OQ .x .y

2 2 2ab

a 9b 6ab a 9b
3

2ab 2b 2a


  

 
   

 

AÙp duïng baát ñaúng thöùc Cauchy ta coù: 
a 9b a 9b

2 . 3

2b 2a 2b 2a

    

Vaäy: S 6  

Vaø: 
2 2

a 9b
S 6 a 9b a 3b

2b 2a

       (vì a > 0, b > 0) 

Neân: minS 6 , ñaït ñöôïc khi: a = 3b. 

Luùc ñoù choïn: b = 1 thì a = 3 vaø ta ñöôïc phöông trình cuûa ñöôøng thaúng 

laø: 3x y 6 0.    

 

Baøi 7. Cho A(5; 0), B(1; –3). Tìm M vaø N treân ñoaïn OA, P treân ñoaïn AB, 

Q treân ñoaïn OB sao cho MNPQ laø hình chöõ nhaät coù MN = 2MQ. 

Giaûi 

OB qua O vaø coù VTCP OB  = (1; –3) phöông trình OB laø:  

x y

1 3




  3x + y = 0 

M, N  OA neân: M(m; 0); N(n; 0) vôùi m, n  (0, 5) 

MQ  Ox neân xQ = xM = m. Vaäy Q(m; –3m)  OB 

NP  Ox neân xP = xN = n  

AB qua A coù VTCP AB  = (–4, –3) = –(4, 3) 

Phöông trình AB: 
x 5 y

4 3


   3x – 4y – 15 = 0 

Do N  AB  P
3n 15

n,

4

 
 
 

 

Ta coù:  QP  = (n – m; 
3n 12m 15

4

 
)  

vaø   MQ  = (0; –3m) 

y 

x 

P 

N M A O 

B 

Q 



 

 24  Trung Taâm Luyện Thi CLC VĨNH VIỄN 

Ta coù: MQ  QP  MQ.QP  = 0  

 0(n – m) + (–3m)
3n 12m 15

4

  
 
 

 = 0  

 3n + 12m – 15 = 0  

 n = –4m + 5 (1)  

Ta coù: MN  = (n – m; 0) = (–5m + 5; 0) (do (1))  

Vaäy:  MN = 2MQ  –5m + 5 = 2.–3m  

 –5m + 5 = –6m  

 
5m 5 6m

5m 5 6m

   

  

  

m 5(loaïi)

5
m

11

 

 


 

Vaäy M
5 35

; 0 ; N ; 0

11 11

   
   
   

, Q
5 15 35 15

, , P ,

11 11 11 11

    
   
   

. 

 

Baøi 8. Cho ñöôøng thaúng ( ) : x 2y 2 0    vaø hai ñieåm A(1; 2), B(2; 5). 

Tìm ñieåm M treân ( ) ñeå MA + MB nhoû nhaát.  

Giaûi 

Ta coù: 
A A B B

(x 2y 2)(x 2y 2) (1 4 2)(2 10 2) 50 0            

Neân hai ñieåm A vaø B naèm cuøng beân ñoái vôùi ( )  

Goïi A'(x'; y')  laø ñieåm ñoái xöùng cuûa A qua ( ), ta coù AA' (x' 1; y' 2)    

cuøng phöông vôùi vectô phaùp tuyeán n (1; -2)  cuûa ( )  vaø trung ñieåm 

 x' 1 y' 2
H( ; )

2 2

 cuûa ñoaïn AA’ ôû treân ( )  neân: 

2(x' 1) 1(y' 2) 0

x' 1 y' 2
( ) 2( ) 2 0

2 2

    

  

  


 
2x' y' 4 0

x' 2y' 7 0

  
 

  
 

Giaûi heä naøy ta ñöôïc: x' 3; y' 2    

Vaäy: A'(3; -2)  

Ta coù A’ ñoái xöùng vôùi A qua ( ) neân MA = MA’ 

Suy ra: MA + MB = MA’ + MB 

Trong tam giaùc MA’B ta coù: MA’ + MB A’B (khoâng ñoåi) 

Vaø: MA’ + MB = A’B khi M ôû treân ñoaïn A’B, maët khaùc M ( )  neân M 

chính laø giao ñieåm cuûa ( ) vôùi ñoïan A’B. 
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Vaäy MA + MB nhoû nhaát baèng A’B khi ñieåm M laø giao ñieåm cuûa ( ) vôùi 

ñoaïn A’B, Vì A’ vaø B naèm hai beân ñoái vôùi ( ) neân giao ñieåm naøy cuõng 

chính laø giao ñieåm cuûa ( ) vôùi ñöôøng thaúng A’B. 

Ñöôøng thaúng A’B chính laø ñöôøng thaúng ñi qua A'(3; -2)  nhaän 

A'B ( 1; 7)   laøm vectô chæ phöông neân phöông trình laø: 

x 3 y 2

1 7

 



 7x y 19 0     

Vaäy toïa ñoä cuûa M laø nghieäm cuûa heä: 
x 2y 2 0

7x y 19 0

  


  
 

8
x

3

1
y

3





 


 

Vaäy: 
8 1

M( ; )

3 3

. 

Baøi 9. Cho ñöôøng thaúng ( ) : x 3y 1 0    vaø hai ñieåm A(5; 3), B(2; -3). 

Tìm ñieåm M treân ( )  ñeå |MA – MB| lôùn nhaát. 

Giaûi 

Ta coù: 
A A B B

(x 3y 1)(x 3y 1) (5 9 1)(2 9 1) 50 0             

Neân hai ñieåm A vaø B naèm hai beân ( )  

Goïi A'(x';y')  laø ñieåm ñoái xöùng cuûa A qua ( ) , ta coù AA' (x' 5; y' 3)    

cuøng phöông vôùi vectô phaùp tuyeán n (1; -3)  cuûa ( )  vaø trung ñieåm 

H(
x' 5 y' 3

;

2 2

 
) cuûa ñoaïn AA’ ôû treân ( )  neân: 

3(x' 5) 1(y' 3) 0

x' 5 y' 3
( ) 3( ) 1 0

2 2

    

  

  


 
3x' y' 18 0

x' 3y' 6 0

  
 

  
 

Giaûi heä naøy ta ñöôïc: x' 6 ; y' 0  

Vaäy: A(6; 0) 

Ta coù A’ ñoái xöùng vôùi A qua ( ) neân MA = MA’ 

Suy ra: |MA – MB|=|MA’ – MB| 

Trong tam giaùc MA’B ta coù: |MA’ – MB|A’B (khoâng ñoåi) 

Vaø: |MA’ – MB|= A’B khi M ôû ôû treân ñöôøng thaúng A’B nhöng khoâng ôû 

giöõa A’ vaø B, maët khaùc M ( )  neân M chính laø giao ñieåm cuûa ( )  vôùi 

phaàn ñöôøng thaúng A’B ñoù. 
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Vaäy MA - MB lôùn nhaát baèng A’B khi ñieåm M laø giao ñieåm naøy cuõng 

chính laø giao ñieåm cuûa ( ) vôùi ñöôøng thaúng A’B. 

Ñöôøng thaúng A’B chính laø ñöôøng thaúng ñi qua A’(6; 0) nhaän A'B (-4; -3)  

laøm vectô chæ phöông neân phöông trình laø: 

x 6 y 0

4 3

 


 
 3x 4y 18 0     

Vaäy toïa ñoä cuûa M laø nghieäm cuûa heä: 
x 3y 1 0

3x 4y 18 0

  


  
  

x 10

y 3





 

Vaäy: M(10; 3). 

VAÁN ÑEÀ 2: BAØI TOAÙN KHOAÛNG CAÙCH 

 

Baøi 10. Cho ñöôøng thaúng (m): (m 2)x (m 1)y 2m 1 0      . Ñònh m 

ñeå (m) caét ñoaïn thaúng BC vôùi B(2; 3) vaø C(1; 0). 

Giaûi 

Ta coù (m) caét ñoaïn thaúng BC khi hai ñieåm B, C naèm hai beân cuûa 

ñöôøng thaúng (m). Ñieàu ñoù xaûy ra khi: 

B B C C
[(m 2)x (m 1)y 2m 1].[(m 2)x (m 1)y 2m 1] 0          

[2(m 2) 3(m 1) 2m 1].[(m 2) 2m 1] 0           

  

(7m 8)(3m 3) 0

8
1 m

7

   

  
 

 

Baøi 11. Vieát phöông trình hai ñöôøng cheùo cuûa hình vuoâng, bieát taâm 

I(–2, 0) phöông trình moät caïnh hình vuoâng laø d: x + 3y – 3 = 0. 

Giaûi 

 Goïi M(3 – 3m; m)  d: x + 3y – 3 = 0 laø ñænh cuûa hình vuoâng 

  Ta coù: d(I, d) = 
2 2

( 2) 3.0 3 5

101 3

  



  

 IM = d(I, d).
5

2 . 2

10

  = 5  

  Ta coù: IM
2
 = 5  (3 – 3m + 2)

2
 + (m – 0)

2
 = 5 
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 (5 – 3m)
2
 + m

2
 = 5  

 10m
2
 – 30m + 20 = 0  m = 2  m = 1  

Tröôøng hôïp 1: D qua I(–2; 0) vaø M(–3; 2)  

D: 
y 0 x 2

2 0 3 2

 


  
  

y x 2

2 1





 

Tröôøng hôïp 2: D qua I(–2; 0) vaø M(0; 1) laø D: 
x y

1.

2 1

 


 

 

Baøi 12. Cho hình bình haønh ABCD coù A(1; 0); B(2; 0); dieän tích baèng 2 

taâm I naèm treân d: y = x. Tìm toïa ñoä hai ñieåm C vaø D. 

Giaûi 

Goïi I(m; m)  d 

Vì I laø trung ñieåm AC neân: C(2m – 1; 2m)  

Vì I laø trung ñieåm BD neân: B(2m – 2; 2m)  

Ta coù: SABCD = AB.DH = AB.(2IK)  

Ta coù: AB = 1 

AB: y = 0 (vì yA = yB = 0)  

IK = d(I, AB) = 
I

2 2

y

0 1
 = yI = m 

 S = 1.2m = 2m 

Vaäy S = 2  2m = 2  m = 1  

 
m 1

m 1




 
. Vaäy 

C(1;2); D(0; 2)

C( 3; 2);D( 4; 2)




   
 

 
 

 

Baøi 13. Cho ABC coù A(2; 4); B(0; –1); C(6; 2)  

 Vieát phöông trình ñöôøng thaúng () qua A sao cho 

a. () chia ABC thaønh hai ABM, ACM maø dieän tích ACM gaáp ñoâi 

dieän tích ABM. 

 b. () caùch ñeàu B vaø C. 

Giaûi 

a/ SACM = 2SABM      
1

2

AH.CM = 2.
1

2

.AH.BM 

 CM = 2BM  

Maø CM ; BM  ngöôïc höôùng neân  

D 

d 

C 

A B K H 

I 
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CM 2BM   

 

   


   

M C M B

M C M B

x x 2(x x )

y y 2(y y )

  

 
M M

M M

x 6 2(x 0)

y 2 2(y 1)

   


   
  

 
M

M

3x 6

3y 0





  Vaäy M(2; 0)  

 ñi qua A vaø M maø xA = xM = 2 neân : x = 2  

b/ Goïi n  = (a, b) laø PVT cuûa   

 qua A neân : a(x – 2) + b(y – 4) = 0  

Ta coù: d(B, ) = d(C; )  

  
2 2 2 2

2a 5b 4a 2b

a b a b

  


 
  

 
2a 5b 4a 2b

2a 5b 4a 2b

   

    

  

b
a

2

7b
a

2





 


 

 a = 
b

2


 choïn b = –2; a = 1  

  Vaäy : x – 2y + 6 = 0 

 a = 
7b

2

 choïn b = 2; a = 7 

     Vaäy : 7x + 2y – 22 = 0. 

 

Baøi 14. Tìm toïa ñoä boán ñænh hình vuoâng ABCD bieát ñoä daøi moãi caïnh 2 10 ; 

phöông trình AB: x – 3y + 1 = 0. Taâm I treân truïc tung vaø yI < 0. 

Giaûi 

Goïi A(3a – 1; a)  AB 

B(3b – 1; b)  AB 

I(0, m) vôùi m < 0  

Vì I laø trung ñieåm AC neân:  

C I A

C I A

x 2x x 3a 1

y 2y y 2m a

    


   
  

Vaäy C(1 – 3a; 2m – a)  

A 

B 

H M 

 

C 

y 
C 

D 

I 

K 

A 

B 
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Vì I laø trung ñieåm BD neân D(1 – 3b; 2m – b) 

Ta coù:  

 AD = 2 10   IK = 10   d(I; AB) = 10   

 
I I

x 3y 1

10

 
 = 10   –3m + 1 = 10 

 
3m 1 10

3m 1 10

  

   

  

m 3

11
m (loaïi)

3

 

 


  

Vaäy:  I(0; –3)  

Ta coù: IA  = (3a – 1; a + 3) vaø IB  = (3b – 1; b + 3)  

2 2

IA IB

IA IB





  

     


      
2 2 2 2

(3a 1)(3b 1) (a 3)(b 3) 0 (1)

(3a 1) (a 3) (3b 1) (b 3) (2)

 

(2)  10a
2
 = 10b

2
  

b a (loaïi)

b a (3)




 
 

Theá (3) vaøo (1) ta coù 

(3a – 1)(–3a – 1) + (a + 3)(–a + 3) = 0  

 –(3a – 1)(3a + 1) + (3a + a)(3 – a) = 0  

 –(9a
2
 – 1) + 9 – a

2
 = 0  –10a

2
 + 10 = 0  

 a = 1  

 Th1: a = 1; b= –1; m = –3 

Vaäy A(2; 1); B(–4; –1); C(–2; –7); D(4; –5)  

 Th2: a = –1; b = 1; m = –3 

      Vaäy A(–4; –1); B(2; 1); C(4; –5); D(–2; –7). 

 

Baøi 15. Vieát phöông trình cuûa ñöôøng thaúng (D) caùch A(1; 1) moät 

khoaûng baèng 2 vaø caùch B(2; 3) moät khoaûng baèng 4. 

Giaûi 

Phöông trình toång quaùt cuûa ñöôøng thaúng (D):   

ax + by + c = 0. (a
2
 + b

2
  0) 

Ta coù: 
d(A,D) 2.

d(B, D) 4.





 

2 2

2 2

a b c
2.

a b

2a 3b c
4.

a b

  



 

  
 

2 2

2 2

a b c 2 a b .

2a 3b c 4 a b .

    
 

   
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   
   

 

2 2 2

2 2 2

2a 3b c 2a b c. a b c 4 a b .

a b c 4 a b . 2a 3b c 2 a b c .

           
  

          

 

   
 

   
2 22 2 2 2

a b c 4 a b . a b c 4 a b .

2a 3b c 2 a b c . 2a 3b c 2(a b c).

         
  

           

 

2 2 2

2 2 2 (a b c) 4(a b ).
(a b c) 4(a b ).

4a 5b
b c. c .

3

    
     

    
  



 

2 2

2 35a 4ab 32b 0.
3a 4ab 0.

4a 5b
b c. c .

3

   
   

    
  



 

4
a 0 a b.

a b c 0.3

b c.


  

    
 

 

4
(a 0 b c) (a b b c) (a b c 0).

3

             

Vaäy: 

* a = 0  b = c: Ta coù b = c  0 vì a
2 
+ b

2 


 
0. Neân phöông trình ñöôøng 

thaúng laø: y + 1 = 0. 

* a = 
4
b b c

3

  : Choïn b = c = 3 thì a = 4 vaø phöông trình ñöôøng thaúng 

laø: 4x + 3y + 3 = 0. 

* a = b = c = 0: Tröôøng hôïp naøy khoâng nhaän ñöôïc. 

Toùm laïi coù hai ñöôøng thaúng thoûa maõn yeâu caàu cuûa baøi toaùn coù phöông 

trình laø: y + 1 = 0; 4x + 3y + 3 = 0. 
 

VAÁN ÑEÀ 3: BAØI TOAÙN GOÙC HAI ÑÖÔØNG THAÚNG 

 

Baøi 16.  

a. Laäp phöông trình cuûa ñöôøng phaân giaùc goùc nhoïn hôïp bôûi hai 

ñöôøng thaúng:
1

( ) : 3x 4y 12 0;   
2

( ) : 12x 5y 7 0     

b. Laäp phöông trình cuûa ñöôøng phaân giaùc goùc tuø hôïp bôûi hai ñöôøng 

thaúng:
1

(d ) : 4x 3y 6 0;  
2

(d ) : 5x 12y 10 0    
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Giaûi 

a/ Phöông trình cuûa ñöôøng phaân giaùc cuûa goùc hôïp bôûi 
1

( ) vaø (2) laø: 

2 2 2 2

|3x 4y 12| |12x 5y 7|

3 ( 4) 12 5

   


  

1

2

21x 77y 191 0.(D )

99x 27y 121 0.(D )

  
 

  
 

Trong phöông trình cuûa ñöôøng thaúng (1) cho x = 0 ta ñöôïc  

y = 3, neân M(0; 3) laø moät ñieåm thuoäc 
1

( )  vaø ta coù M khoâng thuoäc 
2

( ) . 

Maët khaùc: 
1 2

2 2 2 2

40 40
d(M; (D )) d(M; (D ))

21 77 99 27

  
 

 

Neân ñöôøng phaân giaùc cuûa goùc nhoïn hôïp bôûi hai ñöôøng thaúng 
1

( )  vaø 

(2) laø (D2): 99x – 27y + 121 = 0. 

b/ Phöông trình cuûa ñöôøng phaân giaùc cuûa goùc hôïp bôûi (d1) vaø (d2) laø: 

2 2 2 2

|4x 3y 6| |5x 12y 10|

4 ( 3) 5 12

   


  

1

2

27x 99y 28 0 (D )

77x 21y 128 0 (D )

  
 

  
 

Trong phöông trình cuûa ñöôøng thaúng (d1) cho x = 0 ta ñöôïc y = 2, neân 

M(0; 2) laø moät ñieåm thuoäc (d1) vaø ta coù M khoâng thuoäc (d2) 

Maët khaùc: 
1 2

2 2 2 2

170 170
d(M; (D )) d(M; (D ))

27 99 77 21

  
 

 

Neân ñöôøng phaân giaùc cuûa goùc tuø hôïp bôûi hai ñöôøng thaúng (d1) vaø (d2) 

laø  (D2): 77x 21y 128 0    

 

Baøi 17. Vieát phöông trình cuûa ñöôøng thaúng ñi qua ñieåm M(2; 1) vaø taïo 

vôùi ñöôøng thaúng (D): 2x + 3y + 4 = 0 moät goùc 135
o
. 

Giaûi 

Goïi n (a; b) 0  laø moät vectô phaùp tuyeán cuûa ñöôøng thaúng ñi qua M(2; 1) 

thì phöông trình cuûa ñöôøng thaúng coù daïng: 

a(x 2) b(y 1) 0 ax by (2a b) 0          

Ñöôøng thaúng naøy taïo vôùi ñöôøng thaúng (D) moät goùc 135
o
, töùc laø taïo vôùi 

(D) moät goùc nhoïn 45
o
, neân: 

    
0

2 2 2 2 2 2

|2a 3b| 2 |2a 3b|
cos45

22 3 . a b 13. a b

 
  

  
 

   
2 2

26(a b ) 2|2a 3b|   
2 2 2

26(a b ) 4(2a 3b)     

   
2 2

5a 24ab 5b 0     

Xem ñaúng thöùc naøy nhö phöông trình baäc 2 theo a, giaûi ra ta ñöôïc: 

b
a 5b a

5

     
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Vaäy coù theå choïn: a = 5, b = 1 vaø b = -5, a = 1 

Ta ñöôïc phöông trình cuûa ñöôøng thaúng caàn tìm laø: 

5x y 11 0    hay x 5y 3 0    

 

Baøi 18. Moät tam giaùc caân coù caïnh ñaùy vaø moät caïnh beân coù phöông 

trình laàn löôït laø: 3x – y + 5 = 0; x + 2y – 1 = 0. Vieát phöông trình 

cuûa caïnh beân coøn laïi bieát raèng noù ñi qua ñieåm M(1; –3). 

Giaûi 

Goïi n (a; b) 0   laø moät vectô phaùp tuyeán cuûa caïnh beân ñi qua M(1; -3) 

thì phöông trình caïnh beân naøy coù daïng: 

a(x 1) b(y 3) 0 ax by (3b a) 0          

Tam giaùc caân coù goùc taïo thaønh bôûi hai caïnh beân vôùi ñaùy baèng nhau neân: 

2 2 2 2 2 2 2 2

|3a b| |3.1 1.2|

3 ( 1) . a b 3 ( 1) . 1 2

 


     
          

2 2

5.|3a b| a b   
2 2 2

5(3a b) a b     

2 2

22a 15ab 2b 0     

Xem ñaúng thöùc naøy nhö phöông trình baäc hai theo a, giaûi ra ta ñöôïc: 

b 2b
a a

2 11

    

Vaäy coù theå choïn: b = 2, a = 1 vaø b = 11, a = 2 

Vôùi a = 1, b = 2 ta coù ñöôøng thaúng x + 2y + 5 = 0, song song vôùi caïnh 

beân ñaõ cho neân khoâng theå laø caïnh beân coøn laïi cuûa tam giaùc. 

Vôùi a = 2, b = 11 ta coù phöông trình cuûa caïnh beân coøn laïi cuûa tam giaùc 

caân laø: 2x 11y 31 0    

 

Baøi 19. Laäp phöông trình cuûa ñöôøng thaúng ñi qua ñieåm P(2; -1) sao cho 

ñöôøng thaúng ñoù cuøng vôùi hai ñöôøng thaúng (1): 2x – y + 5 = 0; 

(2): 3x + 6y – 1 = 0, taïo ra moät tam giaùc caân coù ñænh laø giao ñieåm cuûa 

hai ñöôøng thaúng 
1

( ) vaø 
2

( )  

Giaûi 

Ñöôøng thaúng caàn tìm chính laø ñöôøng thaúng ñi qua P vuoâng goùc vôùi caùc 

ñöôøng phaân giaùc cuûa goùc hôïp bôûi (
1

 ) vaø (
2

 ) 

Phöông trình cuûa hai ñöôøng phaân giaùc naøy laø: 

1
2 2 2 2

2x y 5 3x 6y 1
(d ) :

2 ( 1) 3 6

   


  
  

3x 9y 16 0

9x 3y 14 0

  


  
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Ñöôøng thaúng qua P vuoâng goùc vôùi (d1) 

nhaän vectô chæ phöông cuûa (d1) laø 

u (9; 3)  laøm vectô phaùp tuyeán neân 

phöông trình laø:  

9(x 2) 3(y 1) 0     hay 3x y 5 0   . 

Ñöôøng thaúng P vuoâng goùc vôùi (d2) nhaän 

vectô chæ phöông cuûa (d2) laø 

v (3; -9) laøm vectô phaùp tuyeán neân 

phöông trình laø:  

3(x 2) 9(y 1) 0     hay x 3y 5 0    

Toùm laïi coù hai ñöôøng thaúng coù phöông trình laø: 

3x y 5 0   vaø x 3y 5 0    

(D1) 

() (d) 

(d1) 

P 
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C. BAØI TAÄP TÖÏ GIAÛI  

BT1. (DBA2006) Cho tam giaùc ABC coù A naèm treân ñöôøng thaúng (d):  

x – 4y – 2 = 0. BC // (d). Phöông trình ñöôøng cao BH: x + y + 3 = 0. 

Trung ñieåm cuûa AC laø M(1; 1). Tìm toïa ñoä cuûa A, B, C.  

Ñaùp soá: A
2 2
;

3 3

 
  
 

, C
8 8
;

3 3

 
 
 

, B(–4; 1) 

BT2. (DBA2005) Cho ABC caân taïi A coù troïng taâm G(4/3, 1/3). Phöông 

trình BC: x – 2y – 4 = 0, phöông trình BG: 7x – 4y – 8 = 0. Tìm A, B, C. 

Ñaùp soá: A(0; 3), B(0; –2), C(4; 0) 

BT3. (DBB2006) Cho tam giaùc ABC coù A(2; 1), phöông trình ñöôøng cao BH: 

x – 3y – 7 = 0, phöông trình ñöôøng trung tuyeán CM: x + y + 1 = 0. Tìm 

B vaø C. 

Ñaùp soá: B(–2; –3), C(4; –5) 

BT4. (DBB2004) Cho hai ñöôøng thaúng (d1): 2x – y + 5 = 0, (d2): x + y – 3 = 0. 

Vieát phöông trình ñöôøng thaúng qua I(–2; 0) caét (d1) taïi A vaø B caét (d2) B 

maø AB 2IB . 

Ñaùp soá: 
x 2 y

2 3


 . 

BT5. (DBA2004) Cho A(0; 2) vaø (d) x – 2y + 2 = 0. Tìm treân (d) hai ñieåm B 

vaø C sao cho tam giaùc ABC vuoâng taïi B vaø AB = 2BC. 

Ñaùp soá: B
2 6
;

5 5

 
 
 

, C1

4 7
;

5 5

 
 
 

, C2(0; 1). 

Baøi 6. (CÑ/09) Cho ABC coù C(–1; 2) trung tuyeán AM: 5x + y – 9 = 0, 

ñöôøng cao BH: x + 3y – 5 = 0. Tìm A, B. 

Ñaùp soá: A
1 13
;

2 2

 
 
 

, B
29 2

;

7 7

 
 
 

.  

BT7. (DB/A08) ABC coù ñöôøng cao BH: 3x + 4y – 10 = 0 phaân giaùc trong 

goùc A laø AI: x – y + 1 = 0, M(0; 2) treân AB vaø MC = 2 . Tìm A, B, C.  

Ñaùp soá: A(4; 5), B
1 9
;

3 4

 
 

 
, C1(1; 1), C2

31 33
;

25 25

 
 
 

. 

BT8. (DB/B08) Cho ABC coù AB = 5 , C(–1; –1), AB: x + 2y – 3 = 0, troïng 

taâm G  d: x + y – 2 = 0. Tìm A, B. 
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Ñaùp soá: A(6; –
3

2

), B(4; –
1

2

)  

BT9. (A09) Cho hình chöõ nhaät ABCD coù taâm I(6; 2), M(1; 5)  AB. Trung 

ñieåm cuûa CD naèm treân : x + y – 5 = 0. Vieát phöông trình AB. 

Ñaùp soá: y = 5  x – 4y + 19 = 0. 

BT10. Cho ABC coù troïng taâm G(–2; –1) vaø phöông trình caùc caïnh (AB): 

4x + y + 15 = 0, (AC): 2x + 5y + 3 = 0. Tìm A, B, C. 

Ñaùp soá: B(–3; –3), C(1; –1) 

BT11. Laäp phöông trình caùc caïnh cuûa ABC bieát B(–4; –5) vaø hai ñöôøng 

cao coù phöông trình: 5x + 3y – 4 = 0 vaø 3x + 8y + 13 = 0. 

Ñaùp soá: A(1; 2); C(–1; 3) 

BT12. (B2008) Tìm toïa ñoä ñænh C cuûa ABC, bieát hình chieáu cuûa C treân 

ñöôøng thaúng AB laø H(–1; –1), phöông trình ñöôøng phaân giaùc trong goùc A 

laø x – y + 2 = 0, phöông trình ñöôøng cao keû töø B laø 4x + 3y – 1 = 0.  

Ñaùp soá: C
10 3

;

3 4

 
 
 

 

BT13. (B2003) Cho tam giaùc ABC vuoâng caân taïi A vôùi M(1; 1) laø trung 

ñieåm BC vaø G(
2

3

; 0) laø troïng taâm tam giaùc ABC. Tìm A, B, C.  

Ñaùp soá: A(0; –2), B(4; 0), C(–2; 2)  

BT14. (DB/D07) Cho A(0; 1), B(2; –1)  

d1: (m – 1)x + (m – 2)y + 2 – m = 0 

d2: (2 – m)x + (m – 1)y + 3m – 5 = 0 

Chöùng minh d1 luoân caét d2 taïi P. Tìm m sao cho (PA + PB)min  

BT15. (B/2010) Cho ABC  taïi A, C(–4; 1) phaân giaùc trong A : x + y – 5 = 0, 

dieän tích ABC = 24, xA

 
> 0. Vieát phöông trình BC. 

Ñaùp soá: 3x – 4y – 16 = 0 

BT16. (CÑ/09) Tìm M  : x – 2y – 3 = 0 sao cho d(M, d) = 
1

2

  

vôùi (d): x + y + 1 = 0  

BT17. (A2006) Tìm M  d3: x – 2y = 0 maø khoaûng caùch töø M ñeán ñöôøng thaúng 

d1: x + y + 3 = 0 baèng hai laàn khoaûng caùch M ñeán ñöôøng thaúng  

d2: x – y – 4 = 0. 

Ñaùp soá: M(–22; –11), M(2; 1) 
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BT18. (B/09) ABC caân taïi A(–1; 4). Tìm B, C  : x – y – 4 = 0 bieát raèng 

dieän tích ABC baèng: 

Ñaùp soá: B
11 3

;

2 2

 
 
 

, C
3 5
;

2 2

 
 

 
, B2

3 5
;

2 2

 
 

 
, C2

11 3
;

2 2

 
 
 

 

BT19. (DBD2003) Cho tam giaùc ABC coù A(1; 0), phöông trình ñöôøng cao BH: 

x – 2y + 1 = 0, phöông trình ñöôøng cao CK: 3x + y – 1 = 0. Tính SABC. 

Ñaùp soá: 14 

BT20. (B2004) Cho A(1; 1), B(4; –3). Tìm C  ñöôøng thaúng (d): x – 2y – 1 = 0 

sao cho khoaûng caùch töø C ñeán ñöôøng thaúng AB baèng 6. 

Ñaùp soá: C(7; 3), C
43 27

;

11 11

  
 
 

 

BT21. Cho tam giaùc ABC coù dieän tích baèng 
3

2

, ñænh A(2; –3), B(3; –2) vaø 

troïng taâm G  (d): 3x – y – 8 = 0. Tìm ñieåm C.  

Ñaùp soá: C1(–2; –10), C2(1; –1)  

BT22. Vieát phöông trình ñöôøng thaúng qua A(2; 1) vaø taïo vôùi ñöôøng thaúng d: 

2x + 3y + 4 = 0 moät goùc baèng 45
o
. 

Ñaùp soá: 
5x y 11 0

x 5y 3 0

  


  
 

BT23. Cho ABC caân taïi A. Bieát (BC): 2x – 3y – 5 = 0, (AC): x + y + 1 = 0, 

(AB) qua I(1, 1). Vieát phöông trình AB. 

BT24. D/2010 

Cho A(2; 0). Goïi  laø ñöôøng thaúng qua O. H laø hình chieáu vuoâng goùc cuûa 

O leân . Vieát phöông trình  bieát raèng khoaûng caùch töø O ñeán truïc hoaønh 

baèng AH. 

BT25. Cho ABC coù phöông trình AB 4x + y – 5 = 0 ñöôøng cao AH:  

2x + 3y – 5 = 0, troïng taâm G
7 2

,

3 3

 
 
 

. Vieát phöông trình BC, AC. 

Ñaùp soá: AC: x + 3y – 4 = 9. 

BT26. Cho ABC caân taïi A coù phöông trình  

AB: 3x – y – 6 = 0, BC: x – y – 2 = 0  

Bieát AC qua I(–3, 1) vieát phöông trình AC. 

Ñaùp soá: x – 3y – 6 = 0. 
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BT27. Cho ABC coù ñöôøng cao BH: 3x + 4y + 10 = 0 phaân giaùc trong cuûa 

A  laø AI: x – y + 1 = 0 M(0, 2) neân treân AB, CM = 2 . Tìm caùc ñænh 

cuûa ABC. 

BT28. Cho hình thoi ABCD coù A(3, –2), B vaø D naèm treân d: x – 3y + 1 = 0, 

dieän tích (ABCD) baèng 60. Vieát phöông trình caùc caïnh cuûa hình thoi. 

BT29. Cho ABC coù ñöôøng trung tröïc cuûa BC laø  d: x + y – 3 = 0, ñöôøng 

trung tuyeán CI laø: 2x – y – 1 = 0. Tìm B vaø C  

Ñaùp soá: C(2, 3), B(0, 1). 

BT30. Vieát phöông trình caùc caïnh hình vuoâng bieát hai caïnh song song 

laàn löôït A(2, 1), C(3, 5), hai caïnh song song coøn laïi laàn löôït qua  

B(0, 1), D(–3, –1).  

BT31. Tìm toïa ñoä caùc ñænh cuûa ABC bieát trung tuyeán BI: 3x – 5y – 1 = 0, 

phöông trình ñöôøng cao AH: 4x + y – 21 = 0, M(3, 3) laø trung ñieåm 

cuûa AB.  

Ñaùp soá: A(4, 5), B(2, 1), C(10, 3).  

BT32. Cho ABC coù A(1, 1); B(–2, 5) C naèm treân d: x – 4 = 0 troïng taâm 

G naèm treân d’: 2x – 3y + 6 = 0. Tính dieän tích ABC.  

BT33. Cho ABC coù A(1, 1), ñöôøng cao BH: 3x + y – 16 = 0, trung tuyeán  

CM: x + y – 6 = 0. Tìm B, C.  

BT34. Cho ABC coù phöông trình AB: 4x + y – 5 = 0 ñöôøng cao  

AH: 2x + 3y – 5 = 0 troïng taâm G
7 2

,

3 3

 
 
 

. Vieát phöông trình BC.  

BT35. Cho A(0, 5), B(–2, –1), C(4, 2). Laáy M treân ñoaïn BC sao cho dieän 

tích (ABM), baèng 2 laàn dieän tích (ACM). Chöùng minh AM  BC.  

BT36. Cho hình bình haønh ABCD vôùi B(–2, 0), D(4, 4), E(2, 3) laø ñieåm 

treân ñoaïn AC vôùi AC = 3AE. Tìm A, C.  
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BAØI 3 

ÑÖÔØNG TROØN 

A. TOÙM TAÉT LYÙ THUYEÁT 

I. PHÖÔNG TRÌNH ÑÖÔØNG TROØN 

a/ Phöông trình ñöôøng troøn taâm I(a; b) baùn kính R. 

2 2 2

(x - a) +(y - b) = R  

b/ Phöông trình: 
2

x +y - 2ax - 2by +c = 0  vôùi 
2 2 2

a +b - c > 0 , laø 

phöông trình ñöôøng troøn taâm I(a; b), baùn kính 
2 2

R = a +b - c . 

II. VÒ TRÍ TÖÔNG ÑOÁI CUÛA ÑÖÔØNG THAÚNG VÔÙI ÑÖÔØNG TROØN 

Cho ñöôøng thaúng ( ) vaø ñöôøng troøn (C) coù taâm I, baùn kính R. 

Goïi d(I, ) laø khoaûng caùch töø I ñeán ( ) . Ta coù: 

d(I, ) < R  ( ) caét (C) taïi hai ñieåm phaân bieät. 

d(I, ) = R  ( ) tieáp xuùc vôùi (C). 

d(I, ) > R  ( ) khoâng caét (C). 

III. VÒ TRÍ TÖÔNG ÑOÁI CUÛA HAI ÑÖÔØNG TROØN 

Cho hai ñöôøng troøn (C1) vaø (C2) coù taâm vaø baùn kính laàn löôït laø I1, R1 vaø 

I2, R2. Ta coù: 

1 2 1 2 1 2
|R R | I I R R      (C1) vaø (C2) caét nhau 

1 2 1 2
I I = R +R   (C1) vaø (C2) tieáp xuùc ngoaøi. 

1 2 1 2
I I = R - R   (C1) vaø (C2) tieáp xuùc trong. 

1 2 1 2
I I R R     (C1) vaø (C2) ôû ngoaøi nhau. 

1 2 1 2
I I |R R |    (C1) vaø (C2) ôû trong nhau. 
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B. BAØI TAÄP MAÃU 
 

VAÁN ÑEÀ 1: VIEÁT PHÖÔNG TRÌNH ÑÖÔØNG TROØN 

 

Baøi 1. Laäp phöông trình cuûa caùc ñöôøng troøn: 

 a. Ñöôøng kính AB vôùi A(1; 2) vaø B(-2; 0) 

 b. Ñöôøng troøn ñi qua ba ñieåm A(-1; 3), B(1; 1) vaø C(2; 4) 

Giaûi 

a/ Ñöôøng troøn ñöôøng kính AB coù taâm I
1

, 1

2

 
 
 

 laø trung ñieåm cuûa 

ñoaïn AB vaø coù baùn kính R = 
AB

2

 
2 2

1 13
(1 2) (2 0)

2 2

      

Neân phöông trình cuûa ñöôøng troøn ñöôøng kính AB laø: 

2 2
1 13

(x ) (y 1)

2 4

     

b/ Phöông trình cuûa ñöôøng troøn coù daïng: 

2 2

x y 2ax 2by c 0      vôùi a
2
 + b

2
 – c > 0 

Ñöôøng troøn qua ba ñieåm A, B, C neân: 

1 9 2a 6b c 0

1 1 2a 2b c 0

4 16 4a 8b c 0

    


    
     

 

2a 6b c 10

2a 2b c 2

4a 8b c 20

   


   
   

 

Giaûi heä naøy ta ñöôïc: 
3 11

a , b , c 5

4 4

    

Vaäy phöông trình cuûa ñöôøng troøn ñi qua ba ñieåm A, B, C laø: 

    
2 2

3 11
x y x y 5 0

2 2

      

 

Baøi 2. Cho (Cm):
2 2 2

x y 2(m 1)x 2(m 2)y m 8m 13 0          

 a. Tìm m ñeå (Cm) laø ñöôøng troøn. 

 b. Tìm quyõ tích taâm I cuûa ñöôøng troøn (Cm) khi m thay ñoåi. 

Giaûi 

a/ (Cm) laø ñöôøng troøn khi: 

2 2 2 2 2

a b c 0 [ (m 1)] (m 2) (m 8m 13) 0             

2

m 2m 8    

m 4 m 2       (*) 
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b/ Luùc ñoù toïa ñoä taâm I cuûa ñöôøng troøn (Cm) laø: 

I 
x 1 m (1)

y m 2 (2)

 


 
 

Laáy (1) + (2), ta ñöôïc: x + y = –1 

Vaäy quyõ tích taâm I cuûa ñöôøng troøn (Cm) laø ñöôøng thaúng d: x + y + 1 = 0 

Maët khaùc töø (1) ta coù: m = 1 – x, vaø do ñieàu kieän (*) ta suy ra: 

    1 x 4 1 x 2 x 1 x 5            

Vaäy quyõ tích cuûa I laø phaàn ñöôøng thaúng:  

x y 1  = 0 vôùi x 1  hay x 5  

Baøi 3. Tuyeån sinh Ñaïi Hoïc khoái D/2009 

 Cho ñöôøng troøn (C): (x – 1)
2
 + y

2
 = 1 coù taâm I. Tìm M treân (C) sao 

cho IMO  = 30
0
. 

Giaûi 

  Caùch 1: (C) coù taâm I(1, 0), R = 1. Goïi M(x0, y0) 

AÙp duïng ñònh lyù haøm cosin cho IMO 

OM
2
 = OI

2
 + IM

2
 – 2OI. OMcos120

0
  

OM
2
 = 1 + 1 – 2(1) (1)

1

2

 
 
 

 = 3 

Do M  (O)  (x – 1)
2
 + y

2

0 = 1  
2 2

0 0
x y  – 2x0 = 0 (1)  

Do OM
2
 = 3  

2 2

0 0
x y  = 3 (2)  

Töø (1) vaø (2)  

0

2

0

3
x

2

3
y

4





 


. Vaäy M
3 3

,

2 2

 
  

 
 

  Caùch 2: Goïi A(2, 0) laø moät giao ñieåm (O) vaø truïc hoaønh  

OMI  = 30
0
  IMA  = 60

0
  

  IMA ñeàu caïnh 1  

  AM
2
 = 1  

  (x0 – 2)
2
 +

2

0
y  = 1  

  
2 2

0 0
x y  – 4x0 + 3 = 0   (3)  

Maø M  (O)  
2 2

0 0
x y  – 2x0 = 0  (1)  

Töø (3)  x0 = 
3

2

   
2

0
y  = 

3

4

 

Vaäy M
3 3

,

2 2

 
  

 
.  

 

y 

x A H I 

M 

O 
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  Caùch 3: Ta coù: OMA  = 90
0
  

 Maø OMI  = 30
0
  IMA  = 60

0
  IMA ñeàu  MA = 1  

OMA   OM
2
 = OA

2
 – MA

2
 = 4 – 1 = 3  

Veõ MH  Ox  

OMH   cos30
0
 = 

OH 3

OM 2

   xM = OH = 
3 3

. 3

2 2

  

Do M  (P)  
M

2

2
3

1 y

2

 
  

 
 = 1  

2

M

3
y

4

  

Vaäy M
3 3

,

2 2

 
  

 
. 

 

Baøi 4. Cho ba ñieåm: A(-5; -1), B(-2; 1), C(4; 5). Tìm quyõ tích ñieåm M nhìn 

hai ñoaïn thaúng AB, BC döôùi hai goùc baèng nhau. 

Giaûi 

Ta coù: AB (3; 2) , AC (9; 6)  

Neân: AC 3AB , do ñoù hai vectô AB  

vaø AC  cuøng höôùng. Vaäy ba ñieåm A, B, 

C thaúng haøng vôùi B naèm trong ñoaïn AC 

Ta coù ñieåm M nhìn hai ñoaïn thaúng AB, 

AC döôùi hai goùc baèng nhau neân MB 

chính laø ñöôøng phaân giaùc trong goùc M 

cuûa tam giaùc MAC. Suy ra: 

MA AB 13 1
MC 2MA

MC BC 22 13

      MC
2
 = 4MA

2 

Goïi (x; y) laø toïa ñoä ñieåm M, ta coù:    

   

2 2 2 2

2 2

(x 4) (y 5) 4[(x 5) (y 1) ]

x y 16x 6y 21 0

       

     
 

Vaäy quyõ tích cuûa M laø ñöôøng troøn taâm I(-8; -3), baùn kính R = 2 13  

 

Baøi 5. Tuyeån sinh Ñaïi Hoïc khoái D/2010 

 Cho ABC coù A(3; –7) tröïc taâm H(3; –1) taâm ñöôøng troøn ngoaïi tieáp 

I(–2; 0). Tìm C bieát xC > 0. 

Giaûi 

Ñöôøng troøn (C) qua A, B, C coù phöông trình  

(x + 2)
2
 + y

2
 = IA

2
 = 74  

M 

A B C 
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AH qua A, coù VTCP AH  = (0, 6)  

Neân PVT n  = (1, 0)  

Phöông trình AH: 1(x – 3) = 0  

Goïi K laø giao ñieåm AH vaø (C)  

Do xk = 3 neân 
2

k
y  = 74 – 25 = 49  

Vaäy K(3, 7)  

Goïi D laø ñieåm ñoái xöùng cuûa A qua I  

D I A

D I A

x 2x x 4 3 7

y 2y y 0 7 7

      


    
 

Vaäy D(–7, 7)  

Ta coù AKD  = 1  BC // KD  

Ta coù KAC  = CBK  (cuøng chaén KDC )  

vaø 1KAC B  (goùc nhoïn coù caïnh )  

 1 2B B   

 HBK caân taïi H  

 trung ñieåm HK laø J(3, 3)  

Do ñoù BC laø ñöôøng thaúng qua J vaø coù VTCP KD  = (–10; 0)  PVT(0, 1)  

Phöông trình BC: 1(y – 3) = 0  

Do yC = 3 maø C  (C)  (xC + 2)
2
 + 9 = 74  xC = 65  – 2 (do xC > 0) 

Vaäy C( 65  – 2, 3). 

 

VAÁN ÑEÀ 2: VÒ TRÍ TÖÔNG ÑOÁI ÑÖÔØNG THAÚNG VAØ ÑÖÔØNG TROØN 

 

Baøi 6. Tuyeån sinh Ñaïi Hoïc khoái A/2011 

 Cho ñöôøng troøn (C): x
2
 + y

2
 – 4x – 2y = 0 coù taâm I. Tìm ñieåm M treân 

: x + y + 2 = 0 ñeå qua M veõ laïi tieáp tuyeán MA, MB (A, B  (C)) maø 

dieän tích MAIB baèng 10. 

Giaûi 

(C) coù taâm I(2; 1), R = 5   

Goïi M(m; –m – 2)    

Ta coù dt(MAIB) = 2dt(MAI)  

 AM.AI = 10  AM = 
10

R

 = 2 5   

A 

H 
I 

C 

K D 

B 

J 

1 

1 

2 

M 

 

I 

A 

B 
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Vaäy: MI
2
 = MA

2
 + AI

2
 = 20 + 5  

 (m – 2)
2
 + (–m – 3)

2
 = 25 

 m
2
 + m – 6 = 0  m = –3  m = 2  

Vaäy M(–3; 1)  M(2; –4). 
  

Baøi 7. Tuyeån sinh Ñaïi Hoïc khoái A/2009 

 Cho ñöôøng troøn (C) x
2
 + y

2
 + 4x + 4y + 6 = 0  

 Tìm m ñeå ñöôøng thaúng d: 4x – 3y + m = 0 caét (C) taïi A vaø B sao 

cho IAB coù dieän tích lôùn nhaát. 

Giaûi 

 (C) coù taâm I(–2, –2), R = 4 4 6   = 2  

Veõ IH  d  

Ta coù S = dt (IAB) = 
1

2

IAI.BsinAIB  

 S = 
1

2

. 2 . 2 sinAIB  = sinAIB  

Vaäy Smax  sinAIB  = 1  AIB  = 90
0
  

 AIB  caân    AIH  caân 

 IH = 
AI

1

2

   

 
8 6 m

9 16

  


 = 1     |m – 2| = 5  

 m – 2 =  5      m = 7   m = –3 

 

Baøi 8. Cho ñöôøng troøn (C): x
2
 + y

2
 + 4x – 4y – 1 = 0. Laäp phöông trình 

tieáp tuyeán ( ) vôùi (C) bieát: 

 a. ( ) tieáp xuùc (C) taïi M(1; 2) 

 b. ( )  ñi qua A(0; -1) 

 c. ( )  song song vôùi (D): 3x – 4y + 2012 = 0 

Giaûi 

Ta coù (C) laø ñöôøng troøn taâm I(-2; 2) baùn kính R = 3 

a/ Ta coù M  (C) vì 1 + 4 + 4 – 8 – 1 = 0 

( ) tieáp xuùc (C) taïi M neân ( )  chính laø ñöôøng thaúng ñi qua M(1; 2) 

nhaän IM (3; 0) laøm vectô phaùp tuyeán. 

I 

A H B 

d 
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Vaäy phöông trình cuûa ( )  laø: 3(x – 1) = 0  x – 1 = 0 

b/ Goïi n (a; b) 0   laø vectô phaùp tuyeán cuûa ( )  thì phöông trình cuûa 

( )  coù daïng: a(x – 0) + b(y + 1) = 0  ax + by + b = 0 

( )  laø tieáp tuyeán cuûa (C) neân: 

    d(I, ) R   
2 2

| 2a 3b|
3

a b

 
 


 

2 2

| 2a 3b| 3 a b      (–2a + 3b)
2
 = 9(a

2
 + b

2
) 

 a(5a + 12b) = 0  a = 0  5a + 12b = 0 

Neáu a = 0 thì b  0 neân phöông trình cuûa ( )  laø: y + 1 = 0 

Neáu 5a + 12b = 0 thì ta coù theå choïn a = 12, b = -5 neân phöông trình 

cuûa ( )  laø: 12x – 5y – 5 = 0 

c/ ( )  song song vôùi (D): 3x – 4y + 2012 = 0, neân ( )  phöông trình cuûa 

( )  coù daïng: 3x – 4y + c = 0 

Vì ( )  laø tieáp tuyeán cuûa (C) neân: 

|c 14|
d(I, ) R 3 |c 14| 15

5

c 14 15 c 29 c 1


      

        

 

Vaäy coù hai tieáp tuyeán laø:  
1

( ) : 3x 4y 29 0     

           
2

( ) : 3x 4y 1 0     

 

Baøi 9. Laäp phöông trình ñöôøng troøn (C) tieáp xuùc vôùi truïc tung taïi ñieåm 

A(0; – 3 ) vaø caét truïc hoaønh taïi hai ñieåm B, C maø BAC  = 30
o
. 

Giaûi 

 (C) tieáp xuùc truïc tung taïi A(0; – 3 ) 

neân: 

R a

b 3

 


 

. Vôùi taâm I(a; b)   BAC  = 30
o
  BIC  = 60

o
  

Vaäy IBC ñeàu  BC = R 

 ñöôøng cao IH cuûa IBC baèng 
R 3

2

  

maø IH = OA = 3  neân 
R 3

2

 = 3   

 R = 2  a = 2  a = 2 

+  TH1: a = 2; b = – 3 ; R = 2 

y 

x 

O H 
B C 

I 

A 
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Vaäy phöông trình (C): (x – 2)
2
 + (y + 3 )

2
 = 4 

+  TH2: a = –2; y = – 3 , R = 2  

Vaäy phöông trình (C): (x + 2)
2
 + (y + 3 )

2
 = 4 

Baøi 10. Tuyeån sinh Ñaïi Hoïc khoái A/2010 

 Cho d1: 3 x + y = 0, d2: 3 x – y = 0. Goïi (T) laø ñöôøng troøn tieáp 

xuùc d1 taïi A caét d2 taïi B, C sao cho ABC vuoâng taïi B vaø dieän tích 

ABC baèng 
3

2

. Vieát phöông trình (T) bieát xA > 0. 

Giaûi 

d1 coù PVT ( 3 , 1) vaø d2 coù PVT ( 3 , –1) 

Ta coù: d1, d2 caét nhau taïi O vaø cos(d1, d2) = 
3 1

4. 4


 = 

1

2

  BOA  = 60
0
 

ABC  taïi B vaø noäi tieáp trong ñöôøng troøn (T)  

 AC laø ñöôøng kính cuûa (T)  

Do d1 tieáp xuùc (T) taïi A neân OA  AC  OCA  = 30
0
  

ABC   tan30
0
 = 

AB 1

BC 3

  

 BC = 3 AB  

OAB   sin60
0
 = 

AB 3

OA 2

  

 OA = 
2

AB

3

 

Ta coù dt(OAB) = 
3

2

 

 
1 3

BC.BA

2 2

  

 ( 3 AB
2
) = 3  

 AB = 1    OA = 
2

3

 

Goïi A(a, - 3 )  d1    Ta coù OA
2
 = 

4

3

  

 4a
2
 = 

4

3

     a = 
1

3

 (do a = xA > 0) 

O 

B 

A 

d1 

d2 

I C 
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Vaäy A
1

, 1

3

 
 

 
   AC qua A vaø  d1 vaäy coù phöông trình  

1
1

x

3

 
 

 
 – 3 (y + 1) = 0     3 x – 3y – 4 = 0  

Toïa ñoä C laø nghieäm cuûa heä phöông trình 

3 3y 4

3x y 0

  


 

  

2
x

3

y 2


 


  

    Vaäy C 
2

, 2

3

 
 

 
  

Ñöôøng troøn (T) coù taâm I
1 3

,

22 3

 
  
 

 laø trung ñieåm AC vaø R = IA = 1  

Vaäy phöông trình (T) laø 

2 2

1 3
x y 1

22 3

   
     

  
. 

 

 

Baøi 11. Tuyeån sinh Ñaïi Hoïc khoái B/2011 

 Cho ABC coù B(
1

2

; 1). Ñöôøng troøn noäi tieáp ABC tieáp xuùc vôùi caùc 

caïnh BC, CA, AB töông öùng taïi D, E, F. Cho D(3; 1) vaø ñöôøng thaúng 

EF coù phöông trình y – 3 = 0. Tìm toïa ñoä A bieát yA > 0. 

Giaûi 

BC qua B(
1

2

; 1) VTCP BD  = (
5

2

; 0)  

Vaäy phöông trình BC: y – 1 = 0  

maø phöông trình EF: y – 3 = 0  

Do ñoù: CB // EF  

Neân ABC caân taïi A  

Goïi E(m, 3)  (EF)  

Ta coù: BD = BE  
25

4

 = (m – 
1

2

)
2
 + 4  

 (m – 
1

2

)
2
 = 

9

4

  m – 
1

2

 = 
3

2

  m = 2 hay m = –1  

Vaäy E1(2, 3) hay E2(–1, 3)  

Do BC // yOy neân AD // xOx  xA = xD = 3 

 AB qua B coù VTCP 1BE = (
3

2

; 2) = 
1

2

(3, 4)  

O 

y 

x 

D 

E F 

A 

B C 
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Phöông trình BE1: 
x 2 y 3

3 4

 
   4x – 3y + 1 = 0  

A  BA: xA = 3  yA

 
= 

13

3

 

Vaäy A(3; 
13

3

) (nhaän do yA > 0) 

 AB qua B coù VTCP 2BE = (–
3

2

; 2) = 
1

2

(–3, 4)  

Phöông trình BE2: 
x 1 y 3

3 4

 



  4x + 3y – 5 = 0  

A  BA: xA

 
= 3  yA = –

7

3

 (loaïi do yA < 0). 

 

Baøi 12. Cho (C): x
2
 + y

2
 – 2x + 4y – 4 = 0 

 Vieát phöông trình ñöôøng thaúng d qua goác toïa ñoä caét (C) taïi A, B maø 

hai tieáp tuyeán cuûa (C) taïi A vaø B vuoâng goùc nhau. 

Giaûi 

(C) coù taâm I(1; –2), baùn kính R = 3 

goïi n  = (a, b) laø PVT cuûa d   

Do d qua O neân phöông trình d: ax + by = 0  

Do: hai tieáp tuyeán taïi A vaø B  taïi M neân AMBI  

laø hình vuoâng  MI = 3 2   

Goïi H laø giao ñieåm cuûa AB vaø IM thì IH  AB  

vaø   IH = 
1

2

IM = 
3 2

2

  

Ta coù: IH = d(I, d) = 
2 2

a 2b

a b




 = 

3 2

2

  

 (a – 2b)
2
 = 

9

2

(a
2
 + b

2
)  

 2a
2
 – 8ab + 8b

2
 = 9a

2
 + 9b

2
    7a

2
 + 8ab + b

2
 = 0 

Ta coù: ’a = (4b)
2
 – 7b

2
 = (3b)

2
  

Vaäy a = 
4b 3b

7

 
  a = –

b

7

  a = –b 

Khi a = –
b

7

. Choïn b = –7 thì a = 1. Vaäy d: x – 7y = 0  

Khi a = –b. Choïn b = –1 thì a = 1. Vaäy d: x – y = 0. 

A 

I 

H M 

B 

d 
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Baøi 13. Cho ñöôøng troøn (C): x
2
 + y

2
 = 9, vaø moät ñieåm A (4; -6) naèm ngoaøi 

ñöôøng troøn. Töø A keû hai tieáp tuyeán AT1 vaø AT2 vôùi ñöôøng troøn, trong 

ñoù T1, T2 laø caùc tieáp ñieåm. Vieát phöông trình cuûa ñöôøng thaúng T1T2. 

Giaûi 

Ta coù (C) laø ñöôøng troøn taâm O, baùn kính R = 3. 

Maët khaùc AT1 vaø AT2 laø caùc tieáp tuyeán cuûa (C). 

Neân AT1  OT1,  AT2  OT2. Do ñoù T1, 

T2 ôû treân ñöôøng troøn ñöôøng kính OA. 

Ñöôøng troøn naøy coù taâm  

I laø trung ñieåm OA neân 

I(2; –3) vaø baùn kính R` = 

 
22

4 6OA
13

2 2

 
   

Neân coù phöông trình: (x – 2)
2
 + (y + 3)

2
 = 13. 

 x
2
 + y

2
 - 4x + 6y = 0 

Ta coù toïa ñoä cuûa T1 vaø T2 laø nghieäm cuûa heä phöông trình: 

    

2 2

2 2

x y 9 (1)

x y 4x 6y 0 (2)

  


   
 

Laáy (1) – (2) ta ñöôïc: 4x – 6y = 9  

Goïi T1(x1, y1) thì 4x1 – 6y1 – 9 = 0. Goïi T2(x2, y2) thì 4x2 – 6y2 – 9 = 0 

Suy ra toïa ñoä cuûa T1 vaø T2 nghieäm ñuùng phöông trình: 4x – 6y – 9 = 0. 

Neân phöông trình naøy chính laø phöông trình cuûa ñöôøng thaúng T1T2. 

 

Baøi 14. Bieän luaän theo m vò trí töông ñoái cuûa ñöôøng thaúng ( ) : 

 mx – y – 3m – 2 = 0 vôùi ñöôøng troøn (C): x
2
 + y

2
 – 4x – 2y = 0 

Giaûi 

Ta coù (C) laø ñöôøng troøn taâm I(2; 1), baùn kính R = 5  

Khoaûng caùch töø I ñeán ( )  laø: d(I, ) =
2

|m 3|

m 1




 

Ta coù: d(I,  ) < R 
2

|m 3|
5

m 1


 


 

2

|m 3| 5(m 1)     

2 2

(m 3) 5(m 1)    2

2m 3m 2 0   
1

m m 2

2

      

I 

A O 

T1 

T2 



 

 Hình hoïc  49 

Neáu m < 
1

2

  hay m > 2 thì d(I, ) < R neân ( ) caét (C). 

Neáu m = –
1

2

hay m = 2 thì d(I,  ) = R neân ( )  tieáp xuùc (C). 

Neáu 
1

m 2

2

   thì d(I,  ) > R neân ( ) khoâng caét (C) 

 

Baøi 15. Vieát phöông trình cuûa ñöôøng thaúng caét ñöôøng troøn (C):  

 x
2
 + y

2
 + 2x – 4y – 20 = 0 theo moät daây cung ñi qua M(3; 0) coù ñoä daøi 

nhoû nhaát, lôùn nhaát.     

Giaûi 

(C) laø ñöôøng troøn taâm I(-1; 2), baùn kính R = 5 

Ta coù IM
2
 – R

2
 = –5 < 0, neân M naèm 

trong ñöôøng troøn (C). 

Ñöôøng thaúng ñi qua M caét (C) theo daây AB. 

AÙp duïng baát ñaúng thöùc Cauchy:  

MA + MB 2 MA.MB (khoâng ñoåi) 

Ñaúng thöùc xaûy ra khi: MA = MB 

Vaäy daây AB coù ñoä daøi nhoû nhaát khi M laø trung ñieåm AB luùc ñoù IM AB. 

Ñöôøng thaúng caàn tìm laø ñöôøng thaúng ñi qua M nhaän IM (4; -2)  laøm 

vectô phaùp tuyeán neân phöông trình laø: 

4(x 3) 2(y 0) 0     hay: 2x y 6 0    

Maët khaùc AB 2R  

Neân daây AB lôùn nhaát khi AB laø ñöôøng kính cuûa (C) 

Luùc ñoù ñöôøng thaúng caàn tìm chính laø ñöôøng thaúng ñi qua hai ñieåm I vaø 

M. Ñoù laø ñöôøng thaúng ñi qua M nhaän IM (4; -2)  laøm vectô chæ phöông 

neân coù phöông trình laø: 
x 3 y 0

4 2

 



 

Hay: x + 2y – 3 = 0. 

 

Baøi 16. Cho hoï ñöôøng troøn (Cm): x
2 
+ y

2
 – 2mx + 2my + 2m

2
 – 1 = 0. 

 Chöùng minh raèng (Cm) luoân luoân tieáp xuùc vôùi hai ñöôøng thaúng coá ñònh. 

Giaûi 

Ta coù (Cm) laø hoï ñöôøng troøn taâm I (m, -m), Baùn kính R = 1. 

I 

A 

B 

M 
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Giaû söû (Cm) luoân luoân tieáp xuùc vôùi ñöôøng thaúng coá ñònh:  ( ): ax + by + c = 0 

(a
2
 + b

2 ≠ 0). 

Ta coù: d(I,  ) = R, m 
2 2

am bm c
1, m.

a b

 
  


 

    
2 2 2

am bm c a b , m.       

      
2 2 2 2 2

a b m 2c a b m c a b 0, m          

  
2 2 2

a b 0 (1)

2c a b 0 (2)

c a b 0 (3)

 


  
   

    

Töø (1) ta coù: a = b, Vaø (2) luoân luoân thoûa. 

Maø a
2
 + b

2
  0 neân a, b ñeàu khaùc O. 

Töø (3) ta coù: c
2
 = a

2
 + b

2
 = 2b

2
 c b 2   . 

Vaäy phöông trình cuûa ( ) laø: bx + by b 2 = 0 x y 2 0.     

VAÁN ÑEÀ 3: VÒ TRÍ TÖÔNG ÑOÁI HAI ÑÖÔØNG TROØN 

 

 

Baøi 17. Cho hai ñöôøng troøn 

(C1): x
2
 + y

2
 – 2x – 4y + 3 = 0 vaø (C2): x

2
 + y

2
 + 2x – 17 = 0 

 Vieát phöông trình caùc tieáp tuyeán chung cuûa (C1) vaø (C2). 

Giaûi 

(C1) coù taâm I(1, 2), R = 2  

(C2) coù taâm J(–1, 0), R = 3 2   

Ta coù IJ = 2 2  = R – R  

Vaäy (C1) (C2) tieáp xuùc trong  

Goïi M laø tieáp ñieåm cuûa (C1) vaø (C2)  

Ta coù 
JM R

3

IM R


   

 JM 3IM   

 
M M

M M

x 1 3(x 1)

y 0 3(y 2)

  


  
 

Vaäy M(2, 3)  

J I 

M 
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Tieáp tuyeán chung laø ñöôøng thaúng qua M vaø coù PVT IJ  = –2(1, 1)  

Phöông trình tieáp tuyeán chung laø: 1(x – 2) + 1(y – 3) = 0  

 x + y – 5 = 0  
 

Baøi 18. Vieát phöông trình caùc tieáp tuyeán chung cuûa  

 (C1): x
2
 + y

2
 – 2x – 8 = 0 

 (C2): x
2
 + y

2
 – 4x + 4y – 1 = 0 

Giaûi 

 

 

 

 

 

 

 

    (C1) coù taâm I(1, 0), R = 1 8  = 3  

(C2) coù taâm J(2, –2), R = 4 4 1   = 3  

Ta coù R – R < IJ = 5  < R + R  

Vaäy (C1) vaø (C2) caét nhau vaø coù baùn kính baèng nhau 

Do ñoù tieáp tuyeán chung cuûa (C1) vaø (C2) coù VTCP laø IJ  = (1, –2)  PVT 

laø (2, 1). Vaäy phöông trình tieáp tuyeán coù daïng 2x + y + C = 0 ()  

Do ñieàu kieän tieáp xuùc: d(I, ) = R  

 
2 C

5


 = 3  C + 2 = 3 5   

Vaäy phöông trình cuûa hai tieáp tuyeán chung: 2x + y – 2  3 5  = 0 

 

Baøi 19. Ñeà döï bò Ñaïi hoïc khoái B/08 

Cho A(3, 0); B(0, 4). Chöùng minh ñöôøng troøn noäi tieáp cuûa OAB tieáp 

xuùc ñöôøng troøn qua trung ñieåm cuûa caùc caïnh OAB. 

Giaûi 

  Goïi K, N, M laàn löôït laø trung ñieåm OA, AB, OB  

Ta coù K
3
; 0

2

 
 
 

; M(0, 2)  

MNK  taïi N neân ñöôøng troøn (MNK)  

I J 
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coù taâm I
3
;1

4

 
 
 

 laø trung ñieåm MK  

baùn kính R = 

9
4

MK 54

2 2 4



    

  Goïi r laø baùn kính ñöôøng troøn noäi tieáp OAB  

Ta coù S = dt(OAB) = pr  

 r = 
S OA.OB 12

P OA OB AB 3 4 5

 
   

 = 1 

Maët khaùc OAB  taïi O neân taâm J cuûa ñöôøng troøn noäi tieáp naèm treân 

d: y = x 

Goïi J(a, a)  d (vôùi a > 0) 

Ta coù d(J, Ox) = r = 1  a = 1  

Vaäy J(1, 1)  

IJ = 
1 1

0

16 4

   = R – r  

Vaäy hai ñöôøng troøn naøy tieáp xuùc trong. 

Baøi 20. Bieän luaän theo m vò trí töông ñoái cuûa hai ñöôøng troøn: 

 (C1): x
2
 + y

2
 – 1 = 0. 

 (C2): x
2
 + y

2
 – 2(m + 1) + 4my – 5 = 0. 

Giaûi 

Ta coù:  (C1) laø ñöôøng troøn taâm O, baùn kính R = 1. 

    (C2) laø ñöôøng troøn taâm I(m + 1; -2m) , baùn kính  

R2 =    
2 2

m 1 2m 5    . 

Suy ra: OI =    
2 2

m 1 2m   , R1 + R2 =    
2 2

m 1 2m 5    + 1. 

Roõ raøng: R2 > R1 neân  

|R2 – R1| = R2 – R1 =    
2 2

m 1 2m 5     – 1. 

Ta coù: OI < R1 + R2, vôùi moïi m. 

Maët khaùc: OI > |R2 – R1| 

       
2 2 2 2

m 1 2m m 1 2m 5 1           

       
2 2 2 2

1 m 1 2m m 1 2m 5.           

y 

x A K O 

M 

N 

B 
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        
2

2 2 2 2

1 m 1 2m m 1 2m 5.           

   
2 2

m 1 2m    > 2    
2 2

m 1 2m 4      

2

5m 2m 3 0     
3

m 1 m .

5

      

Vaäy: 

a) Neáu m < -1 hay m > 
3

5

thì |R2 – R1| <OI < R1 + R2 neân (C1) vaø (C2) 

caét nhau. 

b) Neáu m = -1 hay m = 
3

5

thì OI = |R2 – R1| neân (C1), (C2) tieáp xuùc nhau. 

c) Neáu -1 < m <  
3

5

 thì OI < |R2 – R1| neân (C1) naèm trong (C2). 
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C. BAØI TAÄP TÖÏ GIAÛI 

BT1. (D2003) Cho (C): (x – 1)
2
 + (y – 2)

2
 = 4 vaø ñöôøng thaúng (d): x – y – 1 = 0. 

Vieát phöông trình ñöôøng troøn (C) ñoái xöùng (C) qua (d). Tìm giao ñieåm 

cuûa (C) vaø (C). 

BT2. (DBB2005) Cho ñöôøng troøn (C): x
2
 + y

2
 – 4x – 6y – 12 = 0 taâm I vaø 

baùn kính R. Tìm M  d: 2x – y + 3 = 0 maø MI = 2R. 

BT3. Vieát phöông trình ñöôøng troøn thoûa: 

a) Qua ba ñieåm A(5; 6), B(1; 0), C(–3; 4)  

b) Qua A(–2; 4), B(5; 5) vaø taâm naèm treân ñöôøng thaúng (d): 4x – 5y – 3 = 0 

c) Taâm I(3; 2) vaø caét (d): x – 3y + 8 = 0 theo moät daây cung coù ñoä daøi 

baèng 10. 

BT4. (A2007) Cho tam giaùc ABC coù ñænh A(0; 2), B(–2; –2), C(4; –2). Goïi H 

laø chaân ñöôøng cao veõ töø B vaø M, N laàn löôït laø trung ñieåm cuûa AB, BC. 

Vieát phöông trình ñöôøng troøn qua caùc ñieåm H, M, N.  

Ñaùp soá: x
2
 + y

2
 – x + y – 2 = 0. 

BT5. Cho hoï (Cm): x
2
 + y

2
 + 2mx – 6y + 4 – m = 0  

a) Chöùng minh (Cm) luoân laø ñöôøng troøn m  

b) Khi m = 4. Vieát phöông trình ñöôøng thaúng vuoâng goùc ñöôøng thaúng 

(): 3x – 4y + 10 = 0 vaø caét ñöôøng troøn (C4) theo moät daây cung coù 

ñoä daøi baèng 6. 

Ñaùp soá: 
4x 3y 27 0

4x 3y 13 0

  


  
 

BT6. D/2011 

 Cho (C) x
2
 + y

2
 – 2x + 4y – 5 = 0 

Vieát phöông trình ñöôøng thaúng  qua A(1, 0) caét (O) taïi M, N sao cho 

AMN vuoâng caân taïi A. 

Ñaùp soá: y = 1  y = –3 

BT7. (DBB2007) Cho ñöôøng troøn (C): x
2
 + y

2
 – 8x + 6y + 21 = 0. Tìm toïa ñoä 

boán ñænh hình vuoâng ABCD ngoaïi tieáp (C), bieát A  d: x + y – 1 = 0. 

BT8. (B2002) Cho hình chöõ nhaät ABCD coù taâm I(1/2, 0), AB = 2AD, phöông 

trình AB: x – 2y + 2 = 0. Bieát xA < 0. Tìm A, B, C vaø D. 

Ñaùp soá: A(–2; 0), B(2; 2), C(3; 0), D(–1; –2) 
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BT9. Cho ñöôøng troøn (C): x
2
 + y

2
 – 4x – 2y = 0. Vieát phöông trình tieáp 

tuyeán cuûa ñöôøng troøn (C). 

a) Taïi ñieåm A(1; –1). 

b) Bieát tieáp tuyeán vuoâng goùc (d): 3x – 4y + 1 = 0. 

c) Phaùt xuaát töø B(3; –2). 

BT10. Vieát phöông trình ñöôøng troøn: 

a) (B2005) Tieáp xuùc truïc hoaønh taïi A(2; 0) vaø khoaûng caùch töø taâm I ñeán 

B(6; 4) baèng 5.    Ñaùp soá: (x – 2)
2
 + (y – 1)

2
 = 1 

b) Qua B(6; 4) vaø tieáp xuùc (d): x + 2y – 5 = 0 taïi A(3; 1). 

c) (DBB2006) Qua O(0; 0), A(–1; 1)  

vaø tieáp xuùc vôùi ñöôøng thaúng x – y + 1 + 2  = 0. 

Ñaùp soá: x
2
 + y

2
 + 2x = 0, x

2
 + y

2
 – 2y = 0  

d) (DBB2003) Taâm I naèm treân d: 2x + y = 0 vaø tieáp xuùc d: x – 7y + 10 = 0 

taïi A(4; 2).    Ñaùp soá: (x – 6)
2
 + (y + 12)

2
 = 26C 

e) Baùn kính 5 vaø tieáp xuùc vôùi (d): 3x – 4y – 31 = 0 taïi M(1; –7) 

f) Tieáp xuùc caùc truïc toïa ñoä vaø qua N(2; –1). 

g) Tieáp xuùc caùc truïc toïa ñoä vaø taâm naèm treân ñöôøng thaúng ():  

3x – 5y – 8 = 0 

h) Tieáp xuùc hai ñöôøng thaúng (d): 2x – 3y – 10 = 0, (d): 3x – 2y + 5 = 0 vaø 

taâm naèm treân ñöôøng thaúng 4x – 5y – 3 = 0. 

BT11. Cho (Cm) x
2
 + y

2
 + 2(m – 1)x – 2(m – 2a)y + m

2
 – 8m + 13 = 0  

a) Tìm ñieàu kieän cuûa m sao cho (Cm) laø ñöôøng troøn. Tìm quyõ tích taâm I. 

b) Vieát phöông trình tieáp tuyeán keû töø A(1; 5) cuûa (C4). 

BT12. Cho hoï ñöôøng troøn coù phöông trình:  

x
2
 + y

2
 – 2(m + 1)x – 2(m + 2)y + 6m + 7 = 0 

a) Tìm quyõ tích taâm caùc ñöôøng troøn cuûa hoï ñoù. 

b) Xaùc ñònh toïa ñoä taâm cuûa ñöôøng troøn thuoäc hoï ñaõ cho maø tieáp xuùc vôùi 

truïc tung. 

BT13. (B/09) Cho K  (C): (x – 2)
2
 + y

2
 = 

4

5

, 1: x – y = 0, 2: x – 7y = 0. 

Tìm taâm K vaø baùn kính ñöôøng troøn (C1) bieát (C1) tieáp xuùc 1 vaø 2.  
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Ñaùp soá: K
8 4
;

5 5

 
 
 

, R = 
2 2

5

. 

BT14. (B2006) Cho (C): x
2
 + y

2
 – 2x – 6y + 6 = 0 vaø ñieåm M(–3; 1). Goïi T1, 

T2 laø caùc tieáp ñieåm cuûa 2 tieáp tuyeán keû töø M ñeán (C). Vieát phöông trình 

ñöôøng thaúng ñi qua T1, T2. 

BT15. (DBD2002) Cho (C): x
2
 + y

2
 + 2x – 4y = 0 vaø ñöôøng thaúng  

(d): x – y + 1 = 0. Tìm M  d sao cho töø M coù hai ñöôøng thaúng tieáp xuùc 

(C) taïi A vaø B maø MAB ñeàu. 

BT16. (D2007) Cho (C): (x – 1)
2
 + (y + 2)

2
 = 9 vaø ñöôøng thaúng  

d: 3x – 4y + m = 0. Tìm m ñeå treân d coù duy nhaát ñieåm M sao cho töø M 

veõ ñöôïc hai tieáp tuyeán MA, MB ñeán (C) maø tam giaùc MAB laø tam giaùc 

ñeàu (A, B laø tieáp ñieåm). 

Ñaùp soá: m = 19  m = –41. 

BT17. Cho (C): x
2
 + y

2
 – 6x + 5 = 0. Tìm M  yOy sao cho töø M veõ hai tieáp 

tuyeán ñeán (C) maø goùc cuûa 2 tieáp tuyeán baèng 60
o
.  

BT18. (DB/D08) Cho (C): (x – 4)
2
 + y

2
 = 1. Tìm M  yOy sao cho töø M veõ 2 

tieáp tuyeán MA, MB ñeán (C) vôùi A, B laø tieáp ñieåm sao cho AB qua E(4; 1). 

Ñaùp soá: M(0; 4) 

BT19. (DB/A08) Cho (C): x
2
 + y

2
 = 1. Tìm m ñeå treân d: y = m toàn taïi ñuùng 2 

ñieåm maø töø moãi ñieåm ñoù veõ 2 tieáp tuyeán ñeán (C) sao cho goùc 2 tieáp tuyeán 

laø 60
o
. 

BT20. Cho hai ñöôøng troøn (C1): x
2
 + y

2
 – 4x + 2y – 4 = 0 vaø  

(C2): x
2
 + y

2
 – 10x – 6y + 30 = 0 coù taâm laàn löôït laø I vaø J. 

a) Chöùng minh (C1) tieáp xuùc ngoaøi vôùi (C2) vaø tìm toïa ñoä tieáp ñieåm H. 

b) Goïi (D) laø moät tieáp tuyeán chung khoâng ñi qua H cuûa (C1) vaø (D2). Tìm 

toïa ñoä giao ñieåm K cuûa (D) vaø ñöôøng thaúng IJ. Vieát phöông trình 

ñöôøng troøn (C) qua K vaø tieáp xuùc vôùi hai ñöôøng troøn (C1) vaø (C2) taïi H. 

BT21. (DBA2002) Vieát phöông trình tieáp tuyeán chung cuûa  

(C1): x
2
 + y

2
 – 10x = 0 vaø (C2): x

2
 + y

2
 + 4x – 2y – 20 = 0  

Ñaùp soá: x + 7y – 5  25 2  = 0 

BT22.  (C1) x
2
 + y

2
 + 2x – 2y + 1 = 0 

(C2) x
2
 + y

2
 – 10x + 4y + 20 = 0 

Chöùng minh (C1)(C2) ôû ngoaøi nhau  
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Tìm giao ñieåm caùc tieáp tuyeán chung vaø ñöôøng noái taâm 

Ñaùp soá: E(–4; 
5

2

), F(
1

2

; 
1

4

) 

BT23. (D2006) Cho (C): x
2
 + y

2
 – 2x – 2y + 1 = 0 vaø ñöôøng thaúng  

d: x – y + 3 = 0. Tìm M treân d sao cho ñöôøng troøn taâm M coù baùn kính 

gaáp ñoâi baùn kính cuûa (C), tieáp xuùc ngoaøi (C). 

BT24. (DBB2005) Cho (C): x
2
 + y

2
 – 12x + 4y + 36 = 0. Vieát phöông trình 

ñöôøng troøn (C) tieáp xuùc 2 truïc toïa ñoä vaø tieáp xuùc ngoaøi (C). 

Ñaùp soá: (C):  (x – 6)
2
 + (y – 6)

2
 = 36 

(x – 18)
2
 + (y + 18)

2
 = 324 

(x – 2)
2
 + (y + 2)

2
 = 4 

BT25. (DBA2007) Cho (C): x
2
 + y

2
 = 1 vaø ñöôøng troøn (C) taâm I(2; 2), bieát 

raèng (C) caét (C) taïi A, B maø AB = 2 . Vieát phöông trình ñöôøng 

thaúng AB.  

Ñaùp soá: x + y – 1 = 0. 

BT26. (DBB2007) Cho (C): x
2
 + y

2
 – 2x + 4y + 2 = 0. Vieát phöông trình 

ñöôøng troøn (C) taâm M(5; 1) bieát (C) caét (C) taïi A, B maø AB = 3 . 
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BAØI 4 

ELIP 

A. TOÙM TAÉT LYÙ THUYEÁT 

I. ÑÒNH NGHÓA 

Trong maët phaúng cho hai ñieåm coá ñònh F1 vaø F2 vôùi F1F2 = 2c > 0. Cho 

haèng soá a vôùi a > 0. 

Elip (E) =  
1 2

M|MF MF 2a  . 

F1 vaø F2 laø caùc tieâu ñieåm. 

F1F2 = 2c laø tieâu cöï. 

Neáu M  (E) thì MF1 vaø MF2 ñöôïc goïi laø caùc baùn kính qua tieâu cuûa 

ñieåm M. 

II. PHÖÔNG TRÌNH CHÍNH TAÉC CUÛA ELIP 

Xeùt (E) =  
1 2

M|MF MF 2a  , trong ñoù F1F2 = 2c. 

Choïn heä toïa ñoä Oxy sao cho F1(–c; 0) vaø F2(c; 0)  

Phöông trình chính taéc cuûa elip laø:  

2 2

2 2 2

2 2

x y
1 (vôùi b a c ).

a b

     

Neáu  M (x, y) (E) thì caùc baùn kính  

qua tieâu cuûa ñieåm M laø: 

MF1 = a + 
cx

a

 vaø MF2 = a - 
cx

a

. 

III. HÌNH DAÏNG CUÛA ELIP 

Xeùt elip (E): 

2 2

2 2 2

2 2

x y
1 (b a c ; a b 0).

a b

       

a. Elip (E) coù taâm ñoái xöùng laø O vaø coù hai truïc ñoái xöùng laø xOx vaø yOy. 

b. Elip (E) caét xOx taïi hai ñieåm A1(-a; 0) vaø A2(a; 0); caét yOy taïi hai 

ñieåm. B1(0; -b) vaø B2(0; b). Boán ñieåm ñoù ñöôïc goïi laø boán ñænh cuûa elip. 

Ñoaïn thaúng A1A2 ñöôïc goïi laø truïc lôùn coøn ñoaïn thaúng B1B2 ñöôïc goïi laø 

truïc beù cuûa elip. 

Ta goïi 2a laø ñoä daøi truïc lôùn coøn 2b laø ñoä daøi truïc beù cuûa elip. 

Chuù yù raèng hai tieâu ñieåm cuûa elip luoân luoân naèm treân truïc lôùn. 

M(x,y) 

F1(–c,0) F2(c,0) O 

y 

x 
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c. Neáu  M (x, y)  (E) thì –a x a   vaø b y b    neân toaøn boä elip (E) 

thuoäc hình chöõ nhaät giôùi haïn bôûi boán ñöôøng thaúng x = a  vaø y = b . 

Hình chöõ nhaät ñoù ñöôïc goïi laø hình chöõ nhaät cô sôû cuûa elip. 

IV. TAÂM SAI CUÛA ELIP 

Taâm sai cuûa elip laø tæ soá giöõa tieân cöï vaø ñoä daøi truïc lôùn cuûa elip. Kyù hieäu 

laø e. 

   Ta coù:  e = 
c

a

 

Taâm sai cuûa moïi elip ñeàu beù hôn 1. 

V. ÑÖÔØNG CHUAÅN CUÛA ELIP 

a) Ñònh nghóa: 

 

 

 

 

 

 

Cho elip (E): 

2 2

2 2

x y
1(a b 0).

a b

     vaø hai ñöôøng thaúng  

(1): x = –
a

e

; (2): x = 
a

e

 

 
1

  ñöôïc goïi laø caùc ñöôøng chuaån öùng vôùi tieâu ñieåm F1. 

(
2
)  ñöôïc goïi laø caùc ñöôøng chuaån öùng vôùi tieâu ñieåm F2. 

 Chuù yù: Ñöôøng chuaån luoân luoân vuoâng goùc vôùi truïc lôùn vaø khoâng caét elip. 

b) Ñònh lyù: Tæ soá khoaûng caùch töø moät ñieàm baát kyø cuûa elip ñeàn moät tieâu 

ñieåm vaø ñöôøng chuaån töông öùng baèng taâm sai e cuûa elip. 

M(x,y) 

F1(–c,0) F2(c,0) O 

y 

x 

r1 r2 

A1 A2 

1 2 

a

e


a

e

B1 

B2 
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B. BAØI TAÄP MAÃU 

Baøi 1. Vieát phöông trình chính taéc cuûa elip 

 a. Coù tieâu cöï 2c = 8, taâm sai e = 
4

5

 

 b. Tuyeån sinh Ñaïi hoïc khoái A/08  

  Taâm sai e = 
5

3

 vaø hình chöõ nhaät cô sôû coù chu vi 20. 

Giaûi 

a/ Phöông trình chính taéc cuûa elip (E) coù daïng: 

2 2

2 2 2

2 2

x y
1 (vôùi b a c ).

a b

     

Ta coù: 2c = 8  c = 4 

Vaø: e = 
4

5

  
c 4

a 5

a 5

    (vì c = 4)  

Vaäy:
2 2 2

b a c  = 5
2
 – 4

2
 = 9. 

Do ñoù: phöông trình cuûa elip (E) laø: 

2 2

x y
1.

25 9

    

b/ Phöông trình (E) coù daïng  

2 2

2 2

x y

a b

  = 1 vôùi b
2
 = a

2
 – c

2
  

Ta coù chu vi hình chöõ nhaät cô sôû baèng 20 

 4a + 4b = 20  a + b = 5  

Ta coù e = 
c 5

a 3

   9c
2
 = 5a

2
  9(a

2
 – b

2
) = 5a

2
   4a

2
 = 9b

2
   

Maø b = 5 – a  4a
2
 = 9(5 – a)

2
  

 5a
2
 – 90a + 225 = 0  a

2
 – 18a + 45 = 0  

 a = 3  a = 15 (loaïi)  

Vaäy phöông trình (E): 

2 2

x y

9 4

  = 1 

 

Baøi 2. Tuyeån sinh Ñaïi hoïc khoái D/05 

 Cho (E) 

2

2
x

y

4

  = 1 vaø C(2, 0)  

 Tìm A, B treân (E) sao cho ABC ñeàu. 
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Giaûi 

Do A, B ñoái xöùng qua Ox neân xA = xB, yA = –yB  

Ñaët xA = a thì  

A(a, 

2

a
1

4

 ), B(a, –

2

a
1

4

 )  

Ta coù: ABC ñeàu  AB
2
 = AC

2
  

 

2

2

a
2 1

4

 
 

 
 

= (a – 2)
2
 + 

2

2

a
1

4

 
 

 
 

  

 3

2

a
1

4

 
 

 
 = a

2
 – 4a + 4  

2

7a

4

 – 4a + 1 = 0  

 a = 
2

7

  a = 2 (loaïi do A  C)  

Vaäy A
2 4 3
;

7 7

 
  
 

, B
2 4 3
;

7 7

 
  

 
 

 

Baøi 3. Tuyeån sinh Ñaïi hoïc khoái A/2011 

 Cho (E): 

2

x

4

 + y
2
 = 1.  Tìm A, B treân (E) coù xA, xB > 0 sao cho OAB 

caân taïi O vaø coù dieän tích lôùn nhaát. 

Giaûi 

Do A, B ñoái xöùng qua truïc hoaønh  

Goïi A(a, 

2

a
1

4

 )  (E) thì B(a, –

2

a
1

4

 )  

Goïi H trung ñieåm AB thì H(a, 0)  

Ta coù: S = dieän tích (OAB) = 
1

2

OH.AB = OH.HA 

 S = a

2

a
1

4

  = 
2 2

1
a (4 a )

2

  (do a > 0) 

Do baát ñaúng thöùc Cauchy: 4 = a
2
 + (4 – a

2
)  2 2 2

a (4 a )   

 1  S = 
2 2

1
a (4 a )

2

   

Vaäy Smax = 1 khi a
2
 = 4 – a

2
  a = 2   A( 2 , 

2

2

), B( 2 , –
2

2

) 

 

H 

y 

x 

A 

B 

C 
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Baøi 4. Tuyeån sinh Ñaïi hoïc khoái B/2010 

 Cho (E) 

2 2

x y

3 2

  = 1 vaø A(2, 3 )  

 Goïi F1, F2 laø hai tieâu ñieåm cuûa (E) vôùi 
1

F
x < 0  

 AF1 caét (E) taïi M vôùi yM > 0. Goïi N ñoái xöùng cuûa F2 qua M. Vieát 

phöông trình ñöôøng troøn ngoaïi tieáp ANF2. 

Giaûi 

Ta coù c
2
 = a

2
 – b

2
 = 3 – 2 = 1  

Vaäy F1(–1, 0), F2(1, 0) 

Phöông trình AF1: 
x 1 y

3 3


   

 y = 
3

3

(x + 1) 

Phöông trình hoaønh ñoä giao ñieåm (E) vaø AF1  

2x
2
 + 3.

3

9

(x + 1)
2
 = 6  3x

2
 + 2x – 5 = 0  x = 1  x = 

5

3


 (loaïi) 

Vaäy M(1, 
2

3

), N(1, 
4

3

)  

Ta coù AN  = (–1, 
3

3

), 
2

AF  = (–1, – 3 )  

Do 
2

AN.AF = 0  ANF2  taïi A  

Vaäy ñöôøng troøn qua A, N, F2 laø ñöôøng troøn ñöôøng kính NF2 taâm M baùn 

kính R = MF2  

Phöông trình ñöôøng troøn laø:  

(x – 1)
2
 + (y – 

2

3

)
2
 = 

4

3

 

 

Baøi 5. Tìm ñieåm M treân elip (E): 

2 2

x y
1.

25 9

  sao cho: 

a. MF1 = 2MF2. 

b. M nhìn hai tieâu ñieåm döôùi moät goùc vuoâng. 

c. M nhìn hai tieâu ñieåm döôùi moät goùc 60
o
. 

 

 

 

M 
A 

N 

F2 

F1 
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Giaûi 

Goïi (xo; yo) laø toïa ñoä cuûa M. Ta coù: M (E) 
2 2

o o
x y

1.

25 9

   (1) 

Maët khaùc: a
2
 = 25, b

2
 = 9   c

2
 = a

2
 – b

2
 = 16   c = 4. 

Neân: e
c 4

.

a 5

   

a/ Ta coù: MF1 = 2MF2   a + exo = 2(a – exo)  3exo = a 

  xo = 
a 5 25

.
43e 12

3

5

 



 

Theá vaøo (1) ta suy ra:  

y

2

2

o o2 2

25 9 119 119
9 1 y

12 25 12 4

  
      

 
 

Vaäy coù hai ñieåm M thoûa maõn ñieàu kieän cuûa ñeà baøi coù toïa ñoä laø:  

25 119
;

12 4

 
  

 
 

b/ M nhìn hai tieâu ñieåm F1(-4; 0), F2(4; 0) döôùi moät goùc vuoâng neân M ôû 

treân ñöôøng troøn ñöôøng kính F1F2, ñoù chính laø ñöôøng troøn taâm O coù 

baùn kính 4. Phöông trình ñöôøng troøn naøy laø: x
2 
+ y

2
 = 16. 

M ôû treân ñöôøng troøn naøy neân: 
2

0
x + 

2

0
y = 16. (2) 

Suy ra:
2

0
y  = 16 - 

2

0
x  

Thay vaøo (1) ta ñöôïc: 

 
      

2 2

20 0

0 0

x 16 x 7 25 5 7
1. x x

25 9 16 4

 

Suy ra: 
2 2

o o o

7 25 81 9
y 16 x 16 y

16 16 4


         

Vaäy boán ñieåm M coù toïa ñoä thoûa maõn ñieàu kieän cuûa ñeà baøi coù toïa ñoä laø: 

5 7 9
; .

4 4

 
   
 

 

c/ M nhìn hai tieâu ñieåm döôùi moät goùc 60
o
 neân: 

F1F2

2
 = MF1

2
 + MF2

2
 - 2 MF1. MF2cos60

o 

    
22

1 2 1 2
4c MF MF 3MF .MF  

  2 2

o o
4c 4a 3 a ex a ex      
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 2 2 2 2 2

o
4c 4a 3 a e x     

2

o

16
64 100 3 25 x

25

 
    

 

2

o

25 13
x

26


 

o

5 13
x

4

    

Thay xo vaøo (1) ta ñöôïc: 

2

2 o

o o

x 13 9 13 3 3
y 9 1 9 1 y

25 16 16 4

   
          

  
 

Vaäy boán ñieåm M coù toïa ñoä thoûa maõn ñieàu kieän cuûa ñeà baøi coù toïa ñoä laø: 

     
5 13 3 3

; .

4 4

 
   
 

 

Baøi 6. Cho (E) 

2 2

x y

18 2

  = 1  

 Tìm boán ñænh hình chöõ nhaät naèm treân (E) hình chöõ nhaät naøy nhaän hai 

truïc toïa ñoä laø hai truïc ñoái xöùng vaø coù dieän tích lôùn nhaát. 

Giaûi 

Goïi M(xM, yM)  (E)  

2 2

M M
x y

18 2

  = 1  

Ta coù  S = dt(MNHK)  

= MN.MK = (2MI)(2MJ)  

 S = 4MI.MJ = 4xM.yM  

Do baát ñaúng thöùc Cauchy ta coù 

1 = 

2
2

M M
x y

3 2 2

   
    
    

  2
M

x

3 2

.
M

y

2

  12  4xM.yM = S  

Do ñoù Smax = 12  

MM

2 2

M M

yx

3 2 2

x y
1

18 2


 




 


 
M M

2

M

3 y x

y 1

 




 

Vaäy M(3; 1), N(–3; 1), H(–3; –1), K(–3; 1) 

C. BAØI TAÄP TÖÏ GIAÛI  

BT1. Vieát phöông trình chính taéc cuûa ellip (E) trong caùc tröôøng hôïp sau: 

a. (E) ñi qua M
5
; 15

4

 
 
 

 vaø coù hai tieâu ñieåm F1(-3; 0), F2 (3; 0). 

N M 

H K 

I 

J 
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b. (E) ñi qua M
5

2;

3

 
 

 
 vaø coù taâm sai e = 

2
.

3

 

c. (E) coù hai tieâu ñieåm F1(-6; 0), F2 (6; 0) vaø taâm sai e = 
2
.

3

 

d. (E) coù hai tieâu ñieåm F1(-6; 0), F2 (6; 0) vaø tyû soá hai truïc laø 
a 5

b 4

  

e. (E) coù truïc lôùn 2a = 8 vaø khoaûng caùch giöõa hai ñænh lieân tieáp laø A1B1 = 5. 

f. DB/D06 Ñoä daøi truïc lôùn 4 2 , caùc ñænh treân truïc nhoû vaø tieâu ñieåm 

cuøng naèm treân 1 ñöôøng troøn. 

g. Phöông trình moät ñöôøng chuaån laø x = 4, ñænh treân truïc nhoû nhìn hai 

tieâu ñieåm döôùi goùc 120
o
. 

BT2. Cho (E): 4x
2
 + 9y

2
 = 36. Vieát phöông trình ñöôøng thaúng qua M(1, 1) 

vaø caét (E) taïi A, B sao cho M laø trung ñieåm cuûa AB. 

BT3. Cho (E): x
2
 + 4y

2
 = 16  

a. Vieát phöông trình ñöôøng thaúng  qua M(1, 
1

2

) vaø coù VTCP a  = (2, –1) 

b. Tìm giao ñieåm A, B cuûa  vaø (E). Chöùng minh MA = MB. 

BT4. Cho (E): 

2 2

x y

25 9

 = 1 vaø ñöôøng thaúng (): Ax + By + C = 0 di ñoäng 

luoân thoûa 25A
2
 + 9B

2
 = C

2
. Tính tích khoaûng caùch töø hai tieâu ñieåm cuûa 

F1, F2 ñeán . 

BT5. Cho (E) 

2

x

4

 + y
2
 = 1 vaø C(2, 0)  

Tìm A, B treân (E) ñoái xöùng nhau qua Ox sao cho   

a. F2AB vuoâng caân vôùi 
2

F
x > 0 

b. Dieän tích F1AB baèng 3   

Ñaùp soá: 
4 3 2 2 2 2 3

;

5 5

  
  
 

 

BT6. Cho (E) 

2 2

x y

25 16

  = 1  

Tìm caùc ñænh cuûa hình chöõ nhaät noäi tieáp trong (E) maø caùc caïnh song 

song vôùi hai truïc vaø coù dieän tích lôùn nhaát 

Ñaùp soá: 
5 2

; 2 2

2

 
   
 
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BAØI 5  

HYPERBOL 

A. TOÙM TAÉT LYÙ THUYEÁT 

I. ÑÒNH NGHÓA 

Trong maët phaúng cho hai ñieåm coá ñònh F1 vaø F2 vôùi F1F2 = 2c > 0. Cho 

haèng soá a vôùi 0 < 2a < 2c. 

Hyperbol (H) =  1 2
M MF MF 2a  . 

Goïi F1 vaø F2 laø caùc tieâu ñieåm. F1F2 = 2c laø tieâu cöï. 

Neáu M  (E) thì MF1 vaø MF2 ñöôïc goïi laø caùc baùn kính qua tieâu cuûa ñieåm M. 

II. PHÖÔNG TRÌNH CHÍNH TAÉC CUÛA HYPERBOL 

Xeùt hyperbol (H) =  
1 2

M|MF MF 2a  , trong ñoù F1F2 = 2c. 

Choïn heä toïa ñoä Oxy sao cho F1(-c; 0) vaø F2(c; 0)  

Phöông trình chính taéc (H) laø 

2 2

2 2 2

2 2

x y
1 (vôùi b c a ).

a b

     

 Chuù yù: 

Neáu  M (x, y)  (H) thì caùc  

baùn kính qua tieâu cuûa ñieåm M laø: 

* x > 0: MF1 = a + 
cx

a

 vaø MF2 = -a + 
cx

a

. 

* x < 0: MF1 = -a - 
cx

a

 vaø MF2 = a - 
cx

a

. 

III. HÌNH DAÏNG CUÛA HYPERBOL 

Xeùt hyperbol (H): 

2 2

2 2 2

2 2

x y
1 (b c a ).

a b

     

a. Hyperbol (H) coù taâm ñoái xöùng laø O vaø coù hai truïc ñoái xöùng laø Ox vaø Oy. 

b. Hyperbol (H) caét Ox taïi hai ñieåm A1 (-a; 0) vaø A2 (a; 0), chuùng ñöôïc goïi 

laø ñænh cuûa Hyperbol. Ox ñöôïc goïi laø truïc thöïc cuûa hyperbol. 

Hyperbol khoâng caét truïc Oy, truïc naøy goïi laø truïc aûo cuûa hyperbol. 

Ta goïi 2a laø ñoä daøi truïc thöïc coøn 2b laø ñoä daøi truïc aûo cuûa hyperbol. 

Chuù yù raèng hai tieâu ñieåm cuûa hyperbol luoân naèm treân truïc thöïc. 

 

O 

y 

x 

B1 

A1 A2 F2 F 

B2 
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c. Neáu M (x, y)  (H) thì  x a   hoaëc x a  neân hyperbol goàm hai 

nhaùnh: nhaùnh phaûi goàm nhöõng ñieåm naèm beân phaûi ñöôøng thaúng  

x = a, vaø nhaùnh traùi goàm nhöõng ñieåm naèm beân traùi ñöôøng thaúng x = -a. 

IV. ÑÖÔØNG TIEÄM CAÄN CUÛA HYPERBOL 

Hyperbol (H) 

2 2

2 2 2

2 2

x y
1 (b c a ).

a b

      

Coù hai ñöôøng tieäm caän laø: y = 
b
x.

a

  

 Chuù yù: 

Töø hai ñænh cuûa (H) ta veõ hai ñöôøng thaúng song song vôùi Oy, Chuùng caét 

hai ñöôøng tieäm caän taïi boán ñieåm: P, Q, R, S. Ñoù laø boán ñænh cuûa moät 

hình chöõ nhaät, goïi laø hình chöõ nhaät cô sôû cuûa hyperbol. Caùc caïnh cuûa 

hình chöõ nhaät ñoù laø 2a vaø 2b, ñöôøng cheùo laø 2c. 

V. TAÂM SAI CUÛA HYPERBOL 

Taâm sai cuûa hyperbol laø tæ soá giöõa tieâu cöï vaø ñoä daøi truïc thöïc cuûa 

hyperbol. Kyù hieäu laø e. Ta coù:  e = 
c

a

 

Taâm sai cuûa moïi (H) ñeàu lôùn hôn 1. 

VI. ÑÖÔØNG CHUAÅN CUÛA HYPERBOL 

a/ Ñònh nghóa: Cho hyperbol (H): 

2 2

2 2

x y
1.

a b

    

Hai ñöôøng thaúng  
1

 : x = 
a

e

  vaø  
2

a
: x

e

   ñöôïc goïi laø caùc ñöôøng 

chuaån cuûa hyperbol. 

 
1

  ñöôïc goïi laø caùc ñöôøng chuaån öùng vôùi tieâu ñieåm F1. 

(
2
) ñöôïc goïi laø caùc ñöôøng chuaån öùng vôùi tieâu ñieåm F2. 

* Chuù yù: Ñöôøng chuaån luoân luoân vuoâng goùc vôùi truïc thöïc. 

b/ Ñònh lyù: Tæ soá khoaûng caùch töø moät ñieàm baát kyø cuûa elip ñeàn moät tieâu 

ñieåm vaø ñöôøng chuaån töông ñöông baèng taâm sai e cuûa hyperbol. 
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B. BAØI TAÄP MAÃU 

Baøi 1. Vieát phöông trình chính taéc cuûa hyperbol (H) coù hai ñöôøng  

 tieäm caän: 4x  3y = 0 vaø hai ñöôøng chuaån: 5x  9 = 0. 

Giaûi 

Phöông trình chính taéc cuûa hyperbol (H) coù daïng: 

2 2

2 2 2

2 2

x y
1 (b c a ).

a b

     

Hai ñöôøng tieäm caän: 4x 3y 0   hay: y = 
4
x

3

  neân: 
b 4

a 3

  (1) 

Hai ñöôøng chuaån: 5x 9 0  hay x = 
9

5

  neân: 

2

a 9

c 5

    (2) 

Töø (1) ta coù: 
a b

3 4

  hay 

2 2 2 2 2

a b a b c

9 16 9 16 25


  


      (3) 

Töø (2) ta coù: 

2

a c

9 5

  hay 

4 2

a c

81 25

            (4) 

Töø (3) vaø (4) ta suy ra: 

4 2

a a

81 9

  hay: a
2
 = 9. Vaø: 

2

b
1

16

  hay b
2
 = 16. 

Vaäy phöông trình chính taéc cuûa hyperbol (H) laø: 

2 2

x y
1

9 16

   

 

Baøi 2. Cho ñöôøng troøn (C): x
2
 + y

2
 = 1, caét truïc tung ôû A (0; 1) vaø B (0; -1). 

Ñöôøng thaúng y = m ( 1 m 1, m 0    ) caét (C) ôû T vaø S. Ñöôøng 

thaúng AT caét ñöôøng thaúng BS taïi P. Tìm taäp hôïp caùc ñieåm P khi 

m thay ñoåi. 

Giaûi 

Toïa ñoä giao ñieåm S vaø T laø nghieäm cuûa heä: 

2 2

x y 1

y m

  



 

Giaûi heä naøy ta suy ra: T  2

1 m ; m   vaø S(
2

1 m ; m ). 

Phöông trình cuûa ñöôøng thaúng AT:  

  2 2

1 m x 1 m .y 1 m 0          (1) 

Töông töï phöông trình cuûa ñöôøng thaúng BS laø:  

  2 2

1 m x 1 m .y 1 m 0          (2) 

Toïa ñoä giao ñieåm P laø nghieäm cuûa heä goàm (1) vaø (2). 
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Giaûi heä naøy ta ñöôïc: P

2

1 m
x

m

1
y

m

 




 


 

Khöû m giöõa toïa ñoä cuûa P ta ñöôïc: y
2
 – x

2
 = 1 

Vì y = 
1

m

 maø -1 < m < 1 vaø m 0  neân: y < -1 hay y > 1. 

Vaäy taäp hôïp caùc ñieåm P laø hyperbol (H): y
2 
– x

2
 = 1 loaïi boû hai ñænh. 

 

Baøi 3. Tính khoaûng caùch ngaén nhaát giöõa ( ):  

4x – 5y – 32 = 0 vaø (H): y = 
2

x 9.  

Giaûi 

Laáy  M(xo; yo) (H) ta coù: yo = 
2

0
x 9       (1) 

Khoaûng caùch töø M tôùi ñöôøng thaúng ( ): 

d = 
2

o o o o

1 1
4x 5y 32 4x 5 x 9 32

41 41

        do (1) 

Khoaûng caùch ngaén nhaát giöõa () vaø (H) chính laø giaù trò nhoû nhaát cuûa d: 

Ñaët: f(xo) = 4xo – 5
2

o
x 9 32.    

Ta coù: f (xo) = 4 – 

2

o o0

2 2

o o

4 x 9 5x5x

x 9 x 9

 


 
 

Xeùt daáu f (xo): 

Neáu x
o

0  thì f (xo) 0.  

Neáu xo > 0 thì 4
2

o 0
x 9 5x 0    neân f`(xo) cuøng daáu vôùi: 

2

0 0
[4 x 9 5x ]  2

0 0
[4 x 9 5x ]   = 16(

2

0
x  + 9) – 25

2

0
x  = 9(16 – 

2

0
x ) 

Xeùt daáu 16 - 
2

0
x  khi  xo > 0 

 

 x0 – –4 0  4  + 

 16 – 
2

0
x   0   + 0 –  

Baûng bieán thieân: 
 

 x0 0  4  + 

 f (x0)  + 0 –  

 f(x0)   –41   

 d   41    

Vaäy: min d = 41  
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C. BAØI TAÄP TÖÏ GIAÛI 

BT1. Vieát phöông trình chính taéc cuûa hyperbol (H) trong caùc tröôøng hôïp: 

a. (H) coù tieâu ñieåm F1( 2
3 5; 0), F (3 5; 0)  vaø ñi qua M  5 2; 2 5  

b. DBA/06 coù phöông trình hai tieäm caän y = 2a 

2 2

x y

12 2

  = 1 

c. (H) ñi qua M (-5; 3) vaø coù taâm sai e = 2  

d. (H) coù truïc aûo treân Ox vaø coù ñoä daøi baèng 6 vaø tieâu cöï baèng 10. 

e. (H) coù khoaûng caùch giöõa hai ñænh baèng 6 vaø ñi qua A  6; -2 3  

g. (H) ñi qua M (24; 5) vaø coù hai tieäm caän laø 5x 12y 0   

h. (H) ñi qua hai ñieåm A    4; 6 , B 6; -1  

i. (H) coù ñoä daøi nöûa truïc thöïc  baèng 3 vaø ñi qua ñieåm  6; 2 3  

j. (H) ñi qua M(6; 3) vaø goùc giöõa hai tieäm caän baèng 60
0
. 

k. (H) ñi qua M
4 34 9

;

5 5

 
  
 

  

vaø nhìn hai tieâu ñieåm treân Ox döôùi moät goùc vuoâng. 

l. (H) ñi qua M
4 5 2

;

3 3

 
  
 

 vaø nhìn hai tieâu ñieåm treân Ox döôùi moät goùc 60
0
. 

m. (H) coù hai ñöôøng tieäm caän 3x   4y = 0 vaø hai ñöôøng chuaån 5x  16 = 0. 

BT2. Moät ñöôøng thaúng (D) löu ñoäng caét truïc hoaønh vaø truïc tung laàn löôït taïi 

A, B sao cho tam giaùc OAB coù dieän tích khoâng ñoåi baèng S. Tìm quyõ tích 

caùc ñieåm M ôû treân (D) sao cho: MA k.MB   (k laø haèng soá khaùc 0 vaø 

khaùc 1). 

BT3. Tìm nhöõng ñieåm treân hyperbol (H): 9x
2
 – 16y

2
 – 144 = 0, nhìn hai 

tieâu ñieåm döôùi moät goùc 120
o
. 

BT4. Cho hyperbol (H): 

2 2

2 2

x y
1

a b

   vaø moät ñieåm M thuoäc (H). Chöùng minh: 

a. OM
2
 – F1M.F2M = a

2 
- b

2
. 

b. (F1M + F2M)
2
 = 4(OM

2
 + b

2
) 

BT5. Cho (H) 8x
2
 – y

2
 = 8 vaø d: 2x – y + m = 0  

a. Chöùng minh d luoân caét (H) taïi hai ñieåm thuoäc hai nhaùnh cuûa (H). 

b. Cho xM < xN. Tìm m sao cho F2N = 2F1M.    
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BAØI 6 

PARABOL 

A. TOÙM TAÉT LYÙ THUYEÁT 

I. ÑÒNH NGHÓA 

Cho moät ñöôøng thaúng ( ) coá ñònh vaø moät ñieåm F coá ñònh khoâng thuoäc (). 

Parabol (P) =   M|MF d M,  . 

Goïi: F laø tieâu ñieåm 

() laø ñöôøng chuaån 

d(F, ) = p laø tham soá tieâu 

MF laø baùn kính qua tieâu cuûa ñieåm M. 

II. PHÖÔNG TRÌNH CHÍNH TAÉC CUÛA PARABOL 

Xeùt parabol: (P) =   M|MF d M,   

Choïn heä toïa ñoä Oxy nhö sau: 

Truïc Ox laø ñöôøng thaúng ñi qua 

F vaø vuoâng goùc vôùi ( ), höôùng 

döông töø P ñeán F 

Goïi P laø giao ñieåm  vaø xOx. 

Truïc Oy laø tröïc ñoaïn PF. Goác 

toïa ñoä O laø trung ñieåm PF. 

Ta coù: F
P

;0 ;

2

 
 
 

Phöông trình ñöôøng chuaån (): x = –
p

2

 

Phöông trình chính taéc cuûa parabol laø:  

2

y = 2px  

 Chuù yù: Neáu M(x, y)  P  thì baùn kính qua tieâu cuûa ñieåm M laø: MF = x + 
p

2

 

 

 

 

III. HÌNH DAÏNG CUÛA PARABOL 

Xeùt parabol (P): y
2
 = 2px 

 
 
 

P
F ;0

2

x 

y 

H 
k 

P
P ;0

2

 
 
 

O 

 

M(x;y) 
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a) Parabol (P) coù truïc ñoái xöùng laø Ox. 

b) Giao cuûa parabol (P) vôùi truïc ñoái 

xöùng Ox ñöôïc goïi laø ñænh cuûa 

parabol, ñoù chính laø ñieåm O.  

c) Caùc ñieåm cuûa parabol ñeàu naèm 

phía beân phaûi truïc Oy. 

IV. TAÂM SAI CUÛA PARABOL 

Taâm sai cuûa parabol luoân luoân baèng 1. 

O 

y 

x 

 

P
F ;0

2

 
 
 
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B. BAØI TAÄP MAÃU 

Baøi 1. Ñeà döï bò khoái A/03 

Cho (P) y
2
 = x vaø I(0, 2)  

Tìm M, N treân (P) sao cho IM 4IN  
 

Giaûi 

Goïi M(m
2
, m) vaø N(n

2
, n) naèm treân (P) y

2
 = x 

Ta coù: IM 4IN  

 

2 2

m 0 4(n 0)

m 2 4(n 2)

   


  
  

2 2

m 4n

m 4n 6

 


 
 

 
m 2n

2n 4n 6




 
  

 

  

m 2n

2n 4n 6

 

 
m 6

n 3





  

m 2

n 1

 



  

Vaäy   M1(36, 6); N1(9, 3) 

M2((4, –2); N2(1, 1) 

 

Baøi 2. Cho parabol (P): x
2
 = 4y vaø ñöôøng thaúng (D): x – 2y + 4 = 0  

a. Tìm toïa ñoä giao ñieåm A, B cuûa (P) vaø (D). 

b. Tìm ñieåm M treân cung AB cuûa (P) sao cho toång dieän tích hai phaàn 

hình phaúng giôùi haïn bôûi (P) vaø hai daây cung MA, MB nhoû nhaát. 

Giaûi 

a/ Toïa ñoä giao ñieåm A, B cuûa (P) vaø (D) laø nghieäm cuûa heä: 

2

x 4y

x 2y 4 0

 


  
 

Giaûi heä naøy ta suy ra:  A(-2, 1),  B(4, 4) 

b/ Goïi (xo, yo) laø toïa ñoä cuûa ñieåm M treân cung AB cuûa parabol (P). 

Ta coù: x
2

o o
4y  (1) 

Vaø: 
o

2 x 4    (2) 

Ta coù dieän tích hình phaúng 

giôùi haïn bôûi (P) vaø (D) laø 

khoâng ñoåi. Neân: dieän tích 

phaàn hình phaúng ñeà caäp trong 

O 

y 

x 
4 –2 

M 

B 
4 

A 
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ñeà baøi seõ nhoû nhaát khi dieän 

tích tam giaùc MAB lôùn nhaát. 

Dieän tích tam giaùc MAB: 

S 
1 1
.AB.d(M,(D)) .3 5d(M,(D))

2 2

   

Neân S lôùn nhaát khi d(M, (D)) lôùn nhaát: 

Ta coù: d(M, (D)) = 
o o

1
x 2y 4

5

 
2

o

o

x1
x 4

5 2

     do  (1) 

Maø: 

2

o

o

x
x 4 0

2

     do            (2) 

Neân: d =    
2

22o

o o o o

x1 1 1 9
x 4 x 2x 8 x 1 9

5 2 10 10 10

 
               

 
. 

Vaø: d = 
o

9
x 1

10

   Suy ra: y

2

o

o

x 1

4 4

   

Vaäy d lôùn nhaát khi x
0 o

1
1, y

4

  . 

Toïa ñoä cuûa M laø: 
1

1;

4

 
 
 

 

 

Baøi 3. Tuyeån sinh Ñaïi hoïc khoái D/08  

 Cho parabol (P): y
2
 = 16x vaø A(1, 4). Hai ñieåm M, N löu ñoäng treân (P) 

sao cho tam giaùc AMN vuoâng taïi A. Chöùng minh raèng ñöôøng thaúng 

MN luoân luoân ñi qua moät ñieåm coá ñònh. 

Giaûi 

Goïi m, n laàn löôït laø tung ñoä cuûa M, N vì M, N khoâng theå truøng A neân 

m  4, n  4 

Ta coù M

2

m
; m

16

 
 
 

  (P), N

2

n
; n

16

 
 
 

  (P)  

 AM  = 

2

m
1, m 4

16

 
  

 
 ; 

2

n
AN 1, n 4

16

 
   
 

 

Tam giaùc AMN vuoâng taïi A AM.AN 0   

 
 2 2

(m 16) (n 16)
.

16 16

 + (m – 4)(n – 4) = 0  

 
 (m 4) (n 4)

.

16 16

 + 1 = 0 (do m, n  4)  
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 mn + 4(m + n) + 272 = 0 (*)  

 MN qua M vaø coù VTCP 

2 2

n m
MN ;n m

16

 
  
 

 = 
n m

16


(n + m; 16) 

Vaäy phöông trình MN laø:            

2

m
x

y m16

n m 16







 

 16x – (n + m)y + nm = 0 

Goïi I(x0, y0) laø ñieåm coá ñònh cuûa MN 

Ta coù: I  MN m, n  4 

 16x0 – (n + m)y0 + nm = 0 m, n  4 

Do (*) neân 
0

0

16x 272

y 4




 
  

0

0

x 17

y 4




 
 

Vaäy MN luoân qua I(17; –4) coá ñònh. 
 

Baøi 4. Tìm ñieåm M thuoäc parabol (P): y
2
 = 64x, vaø ñieåm N thuoäc ñöôøng 

thaúng   : 4x + 3y + 46 =0, ñeå ñoaïn MN laø ngaén nhaát. 

Giaûi 

Cöù vôùi moãi ñieåm M(xo, yo)  (P) thì ñoaïn vuoâng goùc haï töø M xuoáng    

ngaén hôn moïi ñoaïn xieân noái töø M tôùi   . Neáu muoán tìm M  (P), 

N     ñeå ñoaïn MN ngaén nhaát ta chæ caàn tìm ñoaïn ngaén nhaát trong taát 

caû caùc ñoaïn vuoâng goùc haï töø M  (P) xuoáng   . 

Ta coù: d(M,   =
o 0

1
4x 3y 46

5

   

Vì: M(xo, yo) (P) neân: yo

2
 = 64xo. 

Do ñoù: d(M,  ) = 
o 0

1
4x 3y 46

5

  = 

2

o

0

y1
3y 46

5 16

 
  

 
 

Vì: 

2

o

0

y
3y 46

16

   > 0 do   = 9 
1

4. .46 0

16

   

Ta coù: d(M, ) 

22

o o
y y1 1 10

3y 36 10 6 10 2

5 16 5 4 5

     
             

      

 

Vaø: d(M,  ) = 2 
o

o

y
6 0 y 24

4

       

Vaäy MN ngaén nhaát baèng 2 khi coù toïa ñoä: yo = -24, xo = 

2

o
y

9

64

  
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Baây giôø ta xaùc ñònh toïa ñoä (x1, y1) cuûa N: 

Ta coù: N(x1, y1)  ( )
1 1

4x 3y 46 0          (1) 

Maëc khaùc MN     neân  
1 1

MN x 9; y 24    vuoâng goùc vôùi vectô chæ 

phöông  u 3, 4   cuûa (  ). Do ñoù: 

-3(x1 – 9) + 4(y1 + 24) = 0
1 1

3x 4y 123 0      (2) 

Giaûi heä (1) vaø  (2) ta ñöôïc: M(9; -24) vaø N
37 126

;

5 5

 
 

 
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C. BAØI TAÄP TÖÏ GIAÛI 

BT1. Vieát phöông trình chính taéc cuûa parabol (P) trong caùc tröôøng hôïp sau: 

a. (P) coù truïc laø Ox vaø khoaûng caùch töø tieâu ñieåm ñeán ñöôøng chuaån baèng 3. 

b. (P) coù ñöôøng chuaån x + 15 = 0 

BT2. Cho parabol (P): y
2
 = 4x. Moät ñöôøng thaúng baát kyø ñi qua tieâu ñieåm cuûa 

(P) caét (P) taïi hai ñieåm phaân bieät A vaø B. Chöùng minh raúng tích caùc 

khoaûng caùch töø A vaø B ñeán truïc cuûa (P) khoâng ñoåi. 

BT3. Cho (P) coù ñænh O, truïc hoaønh laø truïc ñoái xöùng vaø qua A(2, 2 2 ). Goïi 

d laø ñöôøng thaúng qua I(
5

2

, 1) caét (P) taïi M, N sao cho IM = IN. Tính MN  

BT4: Goïi A, B laø giao ñieåm cuûa d: mx – y – 2m = 0 vaø (P): y
2
 = 8x  

Chöùng minh ñöôøng troøn ñöôøng kính AB luoân tieáp xuùc vôùi ñöôøng chuaån 

cuûa (P) 

BT5. Cho (P): y
2
 = 4x vaø (D): y = 2x – 4. Goïi A, B laø giao ñieåm cuûa (D) vaø 

(P) Tìm M treân cung AB cuûa (P) sao cho dieän tích MAB lôùn nhaát.  
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PHAÀN 2 

 
 

HÌNH HỌC  
KHÔNG GIAN 

 
 

 

Bieân soaïn: TRAÀN MINH QUANG 

 TRAÀN MINH THÒNH 

HOAØNG HÖÕU VINH 
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BAØI 1 

QUAN HEÄ SONG SONG VAØ VUOÂNG GOÙC 

I. HAI ÑÖÔØNG THAÚNG SONG SONG  

Ñònh nghóa: 

 Hai ñöôøng thaúng song song vôùi nhau neáu chuùng ñoàng phaúng vaø khoâng coù 

ñieåm chung 

Löu yù: Hai ñöôøng thaúng cheùo nhau neáu chuùng khoâng ñoàng phaúng 

Ñònh lyù: Trong khoâng gian 

 Qua moät ñieåm naèm ngoaøi moät ñöôøng thaúng, coù moät vaø chæ moät ñöôøng thaúng 

song song vôùi ñöôøng thaúng ñoù. 

 Hai ñöôøng thaúng song song vôùi ñöôøng thaúng thöù ba thì song song vôùi nhau. 

 Ñònh lí: Neáu ba maët phẳng ñoâi moät caét nhau theo ba giao tuyeán phaân bieät thì 

ba giao tuyeán aáy hoaëc ñoàng quy hoaëc song song. (h.1,2) 

 Heä quaû: Neáu hai maët phaúng caét nhau laàn löôït ñi qua hai ñöôøng thaúng song 

song thì giao tuyeán cuûa chuùng song song vôùi hai ñöôøng thaúng ñoù (hoaëc truøng 

vôùi moät trong hai ñöôøng thaúng ñoù). (h.3) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(h.1,2) 

Ba giao tuyeán ñoàng qui hoaëc song song 

P 
Q 

R a b 

c 

(Q) (P) 

b a 

c 

R 

(h.3) 

P)  (Q) = c, a  (Q), b  (P) vaø a // b  

 a // b // c (khoâng xeùt c  a, b) 

P 

Q 

a 

b 

c 
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II. ÑÖÔØNG THAÚNG VAØ MAËT PHAÚNG SONG SONG 

1. Vò trí töông ñoái cuûa ñöôøng thaúng vaø maët phaúng: 

 d vaø () khoâng coù ñieåm chung  d // () 

 d vaø () coù 1 ñieåm chung duy nhaát M  d  () = M 

 d vaø () coù töø 2 ñieåm chung trôû leân  d   () 

 

 

 

 

 

2.  Ñònh lí: 

Neáu ñöôøng thaúng a khoâng naèm treân mp(P) vaø song song vôùi moät ñöôøng thaúng 

naøo ñoù naèm treân mp(P) thì a song song vôùi mp(P) 

a   (P), d   (P), a // d  a // (P) 

 Ñònh lí: 

Neáu ñöôøng thaúng a song song vôùi mp(P), moïi mp(Q) chöùa a vaø caét (P) thì 

giao tuyeán cuûa (P) vaø (Q) song song vôùi a.  

 

 

 

 

 Heä quaû:  

 Neáu ñöôøng thaúng d song song mp(P) thì d song song moät ñöôøng thaèng naøo 

ñoù trong (P). 

 Neáu hai maët phaúng caét nhau cuøng song song ñöôøng thaúng d thì giao tuyeán 

cuûa chuùng song song vôùi d.(h.2) 

(P)   (Q) = a, (P) // d , (Q) // d  a // d 

 Ñònh lí: 

Neáu a vaø b laø hai ñöôøng thaúng cheùo nhau thì coù duy nhaát moät maët phaúng (P) 

chöùa a vaø song song vôùi b. (h.3)  

 

 

 

 

 

 

 

a // (P), a (Q), (P)  (Q) = b  a // b 

(P) 

d 

d  (P) 

d 

(P) 

d // (P) 

(P) 

d caét (P) 

d 

Q 

P 

b 

a 

(h.1) 

 

d 

(h.2) 

P 

Q 

b 

(h.3) 

b' 

a 
(P) 
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III. HAI MAËT PHAÚNG SONG SONG 

1. Hai maët phaúng phaân bieät (P) vaø (Q); coù hai vò trí töông ñoái: 

 Hai maët phaúng caét nhau theo giao tuyeán d: (P)   (Q) = d. 

 Hai maët phaúng song song neáu chuùng khoâng coù ñieåm chung. 

2. Ñieàu kieän ñeå hai maët phaúng song song. 

 Ñònh lí: Neáu mp(P) chöùa hai ñöôøng thaúng a, b caét nhau vaø cuøng song song 

vôùi mp(Q) thì (P) song song (Q). 

    




a  (P), b (P), a b
 (P) // (Q)

Q), b // (Q)




 

 
 

 Heä quaû: Neáu hai maët phaúng song song thì moïi ñöôøng thaúng naèm trong maët 

phaúng naøy ñeàu song song mp kia. 
 

 (P) // (Q),a (P)  a // (Q)  

3. Tính chaát 

 Tính chaát 1: 

Qua moät ñieåm naèm ngoaøi mp(P) coù moät vaø chæ moät mp(Q) song song vôùi 

mp(P). 

 Heä quaû 1: Neáu ñöôøng thaúng a song song vôùi mp(P) thì coù duy nhaát moät 

mp(Q) chöùa a vaø song song mp(P). 

 Heä quaû 2: Hai maët phaúng phaân bieät cuøng song song vôùi maët phaúng thöù ba 

thì song song vôùi nhau. 

 Heä quaû 3: Cho ñieåm A khoâng naèm treân mp(P). Moïi ñöôøng thaúng ñi qua A 

vaø song song mp(P) ñeàu naèm trong moät mp(Q) ñi qua A vaø song song 

mp(P). 

 Tính chaát 2: 

Coù hai maët phaúng song song moïi maët phaúng caét maët phaúng thöù nhaát thì caét 

mp thöù hai vaø hai giao tuyeán song song nhau. 
 

(P) // (Q), (R)   (P) = a  (R)    (Q) = b, b // a 

 Heä quaû: Hai maët phaúng song song chaén treân hai caùt tuyeán song song nhöõng 

ñoaïn baèng nhau. 

 

 

 

 

 

 

a 

 
b P 

Q 

P 

Q 

A 

B 

a 

b 

A' 

B' 
(h.2) 

 

 

P 

Q 

a 

b 

(h.1) 
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BAØI 2  

QUAN HỆ VUOÂNG GOÙC 

I. ÑÖÔØNG THAÚNG VUOÂNG GOÙC MAËT PHAÚNG 

1. Ñònh nghĩa: Ñöôøng thaúng d ñöôïc goïi laø vuoâng goùc mp (P) neáu d vuoâng goùc moïi 

ñöôøng naèm trong (P). Kí hieäu d  (P).  

2. Ñieàu kieän ñeå ñöôøng thaúng d vuoâng goùc mp(P). 

Neáu d vuoâng goùc vôùi hai ñöôøng thaúng caét nhau naèm trong (P) thì d vuoâng goùc 

(P). 

d b (P)

d a (P)

a b

  


  
   

  d  (P) 

3. Tính chaát: 

a) Qua moät ñieåm coù duy nhaát moät maët 

phaúng vuoâng goùc vôùi moät ñöôøng thaúng 

cho tröôùc. 

b) Maët phaúng vuoâng goùc ñoaïn thaúng AB taïi 

trung ñieåm cuûa noù goïi laø maët phaúng trung 

tröïc cuûa ñoaïn AB. 

M treân maët phaúng trung tröïc  

 MA = MB. 

c) Qua moät ñieåm coù duy nhaát moät ñöôøng thaúng vuoâng goùc vôùi moät maët phaúng 

cho tröôùc. 

4. Lieân heä giöõa quan heä song song vaø quan heä vuoâng goùc cuûa ñöôøng thaúng vaø maët 

phaúng.  

a)  Coù hai ñöôøng thaúng song song, maët 

phaúng naøo vuoâng goùc ñöôøng naøy 

thì vuoâng goùc ñöôøng kia 

 Hai ñöôûng thaúng phaân bieät cuøng 

vuoâng goùc moät maët phaúng thì song 

song nhau. 

 

b)  Coù hai maët phaúng song song, ñöôøng thaúng naøo vuoâng goùc maët phaúng naøy thì 

vuoâng goùc maët phaúng kia 

 Hai maët phaúng phaân bieät cuøng vuoâng goùc moät ñöôøng thaúng thì song song 

nhau. 

a 

b (P) 

d 

(P) 

A B 

M 

I 

 

 
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c)  Moät ñöôøng thaúng vaø moät maët phaúng song song, ñöôøng thaúng naøo vuoâng goùc 

maët phaúng thì vuoâng goùc ñöôøng thaúng. 

 Moät ñöôøng thaúng vaø moät maët phaúng cuøng vuoâng goùc moät ñöôøng thaúng thì 

ñöôøng thaúng song song hoaëc naèm trong maët phaúng. 

5. Ñònh lí ba ñöôøng vuoâng goùc 

Cho a laø ñöôøng thaúng naèm trong mp (P), b laø ñöôøng thaúng khoâng thuoäc (P) vaø 

vuoâng goùc (P) coù hình chieáu vuoâng goùc treân (P) laø b’. 

Khi ñoù a vuoâng goùc b khi vaø chæ khi a vuoâng goùc b’. 

6. Goùc giöõa ñöôøng thaúng vaø maët phaúng. 

 Goùc giöõa ñöôøng thaúng d vaø mp(P) laø goùc giöõa noù vaø hình chieáu cuûa noù treân 

(P). 

 Khi d vuoâng goùc (P) ta noùi goùc giöõa d vaø (P) baèng 90
0

. 

 Goïi  laø goùc giöõa d vaø mp (P) thì 0
0

    90
0

.  

 

 

 

 

 

II. HAI MAËT PHAÚNG VUOÂNG GOÙC 

1. Ñònh nghóa: 

  Goùc giöõa hai maët phaúng caét nhau laø goùc 

giöõa hai ñöôøng thaúng naèm trong hai maët 

phaúng vaø cuøng vuoâng goùc vôøi giao tuyeán.  

 

 

 

 

2. Dieän tích hình chieáu cuûa moät ña giaùc: 

Cho hình H coù dieän tích S naèm trong maët phaúng (P) vaø hình H’ coù dieän tích S’ laø 

hình chieáu cuûa H treân maët phaúng (Q). 

Neáu goùc giöõa (P) vaø (Q) laø  thì: 
 

S’ = S.cos 

 

3. Hai maët phaúng vuoâng goùc 

a) Ñònh nghóa:  

Hai maët phaúng goïi laø vuoâng goùc  

I 

A B 

(P) 
(Q) 

Goùc giöõa (P); (Q) baèng AIB  

d 

(P) 

(Q) 

d  (P) vaø d  (Q)  (Q)  (P) 

B 

A 

d 

d' 
O 

(P) 

b 

P 
b 

a 
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nhau neáu goùc giöõa chuùng laø 90
0  

Kí hieäu (P)  (Q). 

b) Ñònh lí 1:  

Ñieàu kieän caàn vaø ñuû ñeå hai maët phaúng vuoâng goùc laø maët phaúng naøy chöùa 

moät ñöôøng thaúng vuoâng goùc maët phaúng kia.  

c) Caùc heä quaû 

 Hai maët phaúng vuoâng goùc nhau, ñöôøng thaúng trong maët phaúng naøy vuoâng 

goùc vôùi giao tuyeán thì vuoâng goùc maët phaúng kia. 

(P) (Q); (P) (Q) d

a (P), a d

   


  
  a  (Q) 

 Hai maët phaúng caét nhau cuøng vuoâng goùc maët phaúng (P) thì giao tuyeán cuûa 

chuùng vuoâng goùc maët phaúng (P). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
  

(Q) 

d (R) 

(P) 
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 Caùc vaán ñeà thöôøng gaëp 
 

VAÁN ÑEÀ 1: BAØI TOAÙN KHOAÛNG CAÙCH 

 

1. Khoaûng caùch töø moät ñieåm M ñeán moät maët phaúng (P): baèng ñoä daøi ñoaïn vuoâng 

goùc veõ töø ñieåm M ñeán mp (P) 

a) Caùch tính: 

 Ta tìm mp (Q) chöùa M vaø vuoâng goùc 

(P) theo giao tuyeán d  

 Veõ MH vuoâng goùc d thì MH vuoâng 

goùc mp(P) 

 Khoaûng caùch töø M ñeán (P) baèng 

ñoaïn MH.  

b) Ñaëc bieät: 

Khi tính khoaûng caùch töø M ñeán (P) baèng caùch tính ñoaïn MH maø quaù khoù thì 

ta ñoåi khoaûng caùch nhö sau : 

 Ñoåi ñieåm song song: Ta cuõng tìm maët phaúng (Q) vuoâng goùc (P) theo giao 

tuyeán d (khoâng caàn phaûi chöùa M), töø M veõ ñöôøng thaúng (D) song song vôùi 

(P), ñöôøng thaúng (D) naøy caét maët phaúng (Q) taïi A. 

Suy ra: MA // mp(P)  

thì d(A,(P)) = d(M,(P)) 

 

 

 

 

 Ñoåi ñieåm caét nhau: 

Neáu ñoaïn MA caét mp(P) taïi C thì ta coù  

 

 

 

 

 

 

d(M,(P)) MH CM

d(A,(P)) AK CA

 

M 

Q 

H 

d 

P 

M 

A 

H 

K 

(P) 

MA//(P) d(M,(P)) d(A,(P)) 

M 

H 
(P) 

A 

K 

C 
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2. Khoaûng caùch giöõa ñöôøng thaúng d song song mp(P) ñeán mp(P) baèng khoaûng caùch 

töø moät ñieåm baát kyø treân d ñeán (P)  

3. Caùch döïng ñoaïn vuoâng goùc chung cuûa 2 ñöôøng cheùo nhau  

 Caùch 1: (Döïng song song)  

– Xaùc ñònh moät mp (P) chöùa d’ vaø song song d. 

– Laáy M treân d, veõ MH vuoâng goùc (P) taïi H, qua H veõ ñöôøng song song d ñöôøng 

naøy caét d’ taïi B. 

– Qua B veõ ñöôøng song song MH caét d taïi 

A. Khi ñoù AB laø ñoaïn vuoâng goùc chung. 

 

 

 

 Caùch 2: (Döïng vuoâng goùc) 

– Döïng mp () vuoâng goùc coù d taïi H 

– Döïng ñöôøng thaúng (D) hình chieáu vuoâng goùc cuûa d leân mp()  

– Trong mp() veõ HK  (D)  

– Töø K veõ ñöôøng thaúng song song vôùi d ñöôøng naøy caét d taïi B 

– Töø B veõ ñöôøng thaúng // HK ñöôøng naøy caét d taïi A  

AB laø ñöôøng vuoâng goùc chung caàn döïng 

 Chuù yù: Khi d vuoâng goùc d 

– Xaùc ñònh mp (P) chöùa d vaø vuoâng goùc d’ taïi B. Töø B veõ BA vuoâng goùc d 

– Khi ñoù AB laø ñoaïn vuoâng goùc chung cuûa d vaø d’. 

 

 

 

 

 

 

Khoaûng caùch giöõa hai ñöôøng cheùo nhau: 

– Baèng ñoä daøi ñoaïn vuoâng goùc chung. 

– Baèng khoaûng caùch giöõa ñöôøng thaúng thöù nhaát ñeán maët phaúng chöùa ñöôøng 

thaúng thöù hai vaø song song ñöôøng thaúng thöù nhaát. 

– Baèng khoaûng caùch giöõa hai maët phaúng song song nhau laàn löôït chöùa hai 

ñöôøng thaúng ñoù. 

 

d 

B 

d A 
(P) 

A 

M d 

B 

H 

d 
(P) 
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B/ BAØI TAÄP MAÃU  

Baøi 1. Ñeà döï bò ÑH khoái B/04 

 Cho hình choùp S.ABC coù SA vuoâng goùc mp(ABC), SA = 3a, BA = BC = 2a, 

ABC  = 120
o

  

 Tính khoaûng caùch töø A ñeán mp(SBC) 

Giaûi 

Veõ AI  BC, AH  SI  

Ta coù BC  AI vaø SA  

 BC  (SAI)  BC  AH  

Vaäy AH  (SBC)  

ABI     sin60
o

 = 
AI 3

AB 2

  

 AI = 
3

2

.2a = a 3  

Do ñoù AH = d(A, (SBC)) = 
SA.AI

SI

  

= 

2

2 2

3a.a 3 3a 3 3

22a 39a 3a

 


a 

 

Baøi 2. Cho hình choùp S.ABCD coù ñaùy ABCD laø hình chöõ nhaät AB = a, AD = 2a, 

SA vuoâng goùc maët phaúng (ABCD), SA = a. Goïi I laø trung ñieåm SC. Tính 

khoaûng caùch töø I ñeán (SBD). 

Giaûi I 

M 

G K 

A 

SBD 

S 

I 

K 

H 

G 

A 

O 

B 

C D 

H 

I 

C 

B 

A 

S 
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Goïi O laø trung ñieåm AC thì SO caét AI taïi G troïng taâm SAC  

Ta coù AI caét (SBD) taïi G neân 
d(I,(SBD)) IM GI 1

d(A,(SBD)) AK GA 2

     

 d(I(SBD)) = 
1

2

d(A, (SBD))  

Veõ AH  BD vaø AK  SH  

Do BD  SA vaø AH neân BD  (SAH)  BD  AK 

Do AK  SH vaø BD neân AK  (SBD)  

ABD   AH = 
2 2

AB.AD a.2a 2a

BD 5a 4a

 


 

SAH   AK = 
2

2

2a
a.

SA.AH 2a5

SH 34a
a

5

 



 

Do ñoù: d(I, (SBD) = 
1

2

d(A, (SBD)) = 
AK a

2 3

  

Baøi 3. Ñeà döï bò ÑH khoái D/2002 

 Cho töù dieän ñeàu ABCD coù caïnh a = 6 2 cm. Xaùc ñònh vaø tính ñoä daøi ñoaïn 

vuoâng goùc chung cuûa AD vaø BC. 

Giaûi 

Goïi I vaø J laàn löôït laø trung ñieåm  

cuûa AD vaø BC  

ABD vaø ACD ñeàu caïnh a neân  

BI = CI = 
a 3

2

  

IBC caân taïi I neân IJ  BC  (1)  

Töông töï: JAD caân taïi J  

neân IJ  AD        (2)  

Töø (1) vaø (2)  

 IJ laø ñoaïn vuoâng goùc chung  

cuûa AD vaø AC 

AIJ  IJ
2

 = AJ
2

 – AI
2

 = 

2

a 3

2

 
 
 

– 

2 2

a a

2 2

 
 

 
  

Vaäy IJ = d(AD, BC) = 
a

2

 = 6 cm 

 

A 

I 

D 

C 

J 

B 
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Baøi 4. Cho hình choùp S.ABCD coù ABCD hình vuoâng caïnh a, tam giaùc SAB ñeàu. 

Maët beân (SAB) vuoâng goùc maët phaúng ñaùy (ABCD). Goïi M, N, K laàn löôït laø 

trung ñieåm cuûa BC, SD, SB. Xaùc ñònh vaø tính ñoaïn vuoâng goùc chung cuûa  

 a) NK vaø AC         b) MN vaø AK.  

Giaûi 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Veõ SI  AB  

Do (SAB)  (ABCD)  SI  (ABCD)  

a) Veõ HK // SI, HL // BD  

Ta coù: AC  BD  AC  HL  

HK // SI  HK  AC  

Vaäy AC  (HKNL) taïi L  

Veõ LP  NK thì LP laø ñoaïn vuoâng goùc chung cuûa AC vaø NK  

Do HKPL laø hình chöõ nhaät neân  

d(AC, NK) = LP = HK = 
SI a 3

2 4

  

b) Goïi R laø trung ñieåm SA  

Ta coù 
1

RN AD

2

  vaø 
1

BM BC

2

   

Maø AD BC  neân RN BM  

Do ñoù BR // MN 

Vaäy (SAB) laø maët phaúng chöùa  

AK vaø NM (xem caùch 1)  

Veõ GG // MB  

Ta coù: BM  AB vaø SI  

KNL 

P 

L 

AC 

NK 

S 

N 
R 

G 

A 

G 

K 

I 

M B C 

D 

S 

A 
D 

C 

L 

N 
P K 

H 

B 

I 
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Neân MB  (SAB)  

 GG  (SAB)  GG  AK (1) vaø GG  BR  GG  AK vaø MN  

Vaäy GG laø ñoaïn vuoâng goùc chung cuûa AK vaø MN  

Ta coù: GG = d(AK, MN) = BM = 
a

2

 

VAÁN ÑEÀ 2: CAÙC BAØI TOAÙN TÍNH GOÙC 

 

1. Goùc giöõa hai ñöôøng thaúng: Baèng goùc giöõa hai ñöôøng thaúng cuøng phöông vôùi 

chuùng vaø phaùt xuaát töø moät ñieåm. 

 Tìm trong baøi toaùn caùc ñöôøng thaúng song song vôùi hai ñöôøng ñoù ñeå ñoåi 

ñöôøng. 

 Ñeå tính giaù trò cuûa goùc duøng heä thöùc trong tam giaùc. 

2. Goùc giöõa ñöôøng thaúng vaø maët phaúng  

Goùc giöõa ñöôøng thaúng d vaø mp (P) laø goùc giöõa noù vaø hình chieáu vuoâng goùc cuûa 

noù treân (P). 

Goïi  laø goùc giöõa d vaø maët phaúng (P) thì 0
0

    90
0

. 

 Ñaàu tieân ta tìm giao ñieåm cuûa d vaø (P) laø A. 

 Treân d choïn ñieåm B khaùc A, xaùc ñònh BH vuoâng goùc (P), suy ra AH laø hình 

chieáu củøa d treân (P). 

 Vaäy goùc giöõa d vaø (P) laø goùc BAH   

 Chuù yù: Khi xaùc ñònh goùc giöõa d vaø (P) khoù quaù (khoâng choïn ñöôïc ñieåm B ñeå 

döïng BH vuoâng goùc (P)), thì ta söû duïng coâng thöùc sau ñaây: 

Goïi  laø goùc giöõa d vaø (P) suy ra: 
 

sin = 
d(M,(P))

AM

 

vôùi M laø moät ñieåm baát kyø treân d vaø A laø giao ñieåm cuûa d vôùi maët phaúng (P).  

Ta chuyeån baøi toaùn goùc veà baøi toaùn tính khoaûng caùch töø M ñeán (P). 

Coâng thöùc treân chöùng minh raát ñôn giaûn, neân coi nhö laø hieån nhieân . 

3. Goùc giöõa hai mp (P) vaø (Q) 

Goùc giöõa hai maët phaúng caét nhau laø goùc giöõa hai ñöôøng thaúng naèm trong hai maët 

phaúng vaø cuøng vuoâng goùc vôùi giao tuyeán taïi moät ñieåm. 

 Ñeå tìm goùc giöõa hai maët phaúng ta phaûi tìm giao tuyeán cuûa hai maët phaúng sau 

ñoù tìm hai ñöôøng thaúng trong hai maët phaúng laàn löôït vuoâng goùc giao tuyeán 

theo caùc caùch neâu ôû nhöõng hình veõ sau ñaây: 
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Tröôøng hôïp 1:        Tröôøng hôïp 2: 

Hai tam giaùc caân ABC; 

DBC chung caïnh ñaùy BC 

Goïi M laø trung ñieåm BC thì goùc giöõa 

hai maët phaúng laø AMD  

Hai tam giaùc ABC; DBC coù AD  (DBC). Veõ 

DH  BC thì AH  BC neân goùc giöõa hai maët 

phaúng laø AHD  

 

 

 

 

 

 

 

Tröôøng hôïp 3: 

 

 

Hai tam giaùc ABC vaø DBC coù caùc caïnh töông 

öùng baèng nhau. 

Veõ AH  BC thì DH  BC  

Vaäy goùc cuûa hai maët phaúng laø AHD  

 

 

 

 Chuù yù:  

 Khi xaùc ñònh goùc cuûa hai maët phaúng khoù quaù, ta neân söû duïng coâng thöùc sau: 

Goïi  laø goùc giöõa (P) vaø (Q) suy ra:  
 

sin = 
d(A,(Q))

d(A,u)

 

 

vôùi A laø moät ñieåm treân maët phaúng (P) vaø u laø giao tuyeán cuûa 2 maët phaúng (P) 

vaø (Q). Coâng thöùc naøy chöùng minh raát ñôn giaûn, neân coi nhö laø hieån nhieân. 

 Coù theå tìm goùc giöõa hai maët phaúng baèng coâng thöùc S’ = S.cos. 

A 

D B 

M 

C 

A 

D B 

H 

C 

D 

A 

C 

H 

B 
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B. BAØI TAÄP MAÃU 

Baøi 1. Cho hình choùp S.ABCD coù ñaùy hình vuoâng caïnh a, SA = a 3  vaø SA 

vuoâng goùc mặt phẳng ñaùy. Tính goùc giöõa: 

 a) SB vaø CD.    b) SD vaø (ABCD).    c) SC vaø (SAD). 

Giaûi 

a) Ta coù: CD // AB neân goùc giöõa SB vaø 

CD baèng goùc giöõa SB vaø AB baèng 

goùc SBA  

Tam giaùc SAB coù tanSBA = 
SA

AB

 = 3   

 SBA = 60
o

. 

b) Ta coù:  SD (ABCD) = D 

      SA  (ABCD) 

 AD laø hình chieáu vuoâng goùc cuûa SD treân (ABCD) 

Neân goùc giöõa SD vaø (ABCD) laø goùc SDA . 

Tam giaùc SAD coù tanSDA  = 
SA

AD

  = 3  suy ra SDA  = 60
o

 

c) Ta coù: CD AD
CD (SAD)

CD SA

 
 

 
 

Khi ñoù  SC   (SAD) = S 

CD  (SAD) 

 SD laø hình chieáu vuoâng goùc cuûa SC treân (SAD) 

Neân goùc giöõa SC vaø (SAD) laø CSD  tam giaùc CSD  

coù tanCSD  = 
CD

SD

 = 
1

CSD

2

  = arctan
1

2

. 

 

Baøi 2. Cho hai tam giaùc ABC vaø DBC khoâng ñoàng phaúng coù caïnh ñaùy BC chung. 

Goïi I laø trung ñieåm BC, veõ AH vuoâng goùc ID. Cho AB = AC = AD = a,  

BC = DB = DC = 2a/3. Tính goùc giöõa: 

 a) BA vaø (BCD).    b) (ABC) vaø (BCD).   c) (ABD) vaø (ACD) 

Giaûi 

a) Goïi H laø taâm cuûa  ñeàu BCD  

thì HB = HC = HD Maët khaùc do AB = AC = AD neân AH  

laø truïc ñöôøng troøn (BCD)  AH  (BCD)  

Vaäy BH laø hình chieáu vuoâng goùc cuûa AB leân (BCD)  

S 

A D 

B C 
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Ta coù: BH = 
2

3

BJ = 
2 2a 3 2a 3

3 3 2 9

 
 

 
 

Vaäy cos ABH  = cos(AB, (BCD)) = 
BH 2 3

AB 9

  

 ABH  = arcos
2 3

9

 

b) Goïi I laø trung ñieåm BC  

Ta coù DI  BC, AI  BC  

Vaäy AID  laø goùc cuûa hai mp(ABC) vaø (BCD)  

ABI   AI
2

 = AB
2

 – BI
2

 = a
2

 – 

2 2

a 8a

3 9

 
 

 
 

BDC ñeàu  IH = 
1

3

DI = 
1 2a 3

3 3 2

 
 
 

 = 
a 3

9

 

AIH   cos AIH  =   
IH a 3 3 3 6

.

AI 9 6a 2 3 2

 

c) Vẽ IK  AD ta coù AD  BC  AD  mp(BKC) 

 CK  AD vaø BK  AD BKC  laø goùc giöõa hai mp(ABD) vaø (ACD) 

IK =
ID.AH

AD

 vôùi ID = 
2a 3 a 3

.

3 2 3

,  

AH =  

2 2 2
2 2 8 23 69

9 27 27 9
a a a a

AI IH      

 IK =
a 23

9

 Ta coù : IK.BC=
2

KC .sinBKC  

 sinBKC =
2

IK.BC

KC

 maø KC =  

2 2a
2a .

AI.BC 4a 23 3

AD a 9

 

 
 

BKC=
3 23

arcsin

16

 

Baøi 3. Tuyeån sinh ÑH khoái A/2003 

Cho hình laäp phöông ABCD.ABCD. Tính goùc cuûa hai maët phaúng  

(BAC) vaø (DAC) 

K 

A 

B D 

H 
I 

J 

C 
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Giaûi 

Veõ BH  AC  

Ta coù ABC = ACD (c.c.c) 

 BCH HCD   

 HBC = HCD (c.g.c)  

 CHD CHB  = 1v 

Vaäy BHC  laø goùc cuûa  

hai mp(BAC), (DAC)  

ABC  taïi B  BH = 
B A.BC

A C




 

 HB = HD = 
2 2

a 2.a a 6

32a a




 

AÙp duïng ñònh lyù haøm cosin trong  

HBD ta coù:  

BD
2

 = HB
2

 + HD
2

 – 2HB.HDcosBHD   

 cosBHD  = 

2 2

2

2HB BD

2HB


 = 

2

2

2

6a
2 2a

19

26a
2

9



 
 
 
 

  BHD  = 120
o

 

 

Baøi 4. Ñeà döï bò ÑH khoái A/2003 

 Cho laêng truï ñöùng ABC.ABC coù ñaùy ABC laø tam giaùc coù AB = AC = a, BAC  = 

120
o

, caïnh beân BB baèng a. Goïi I laø trung ñieåm cuûa CC’. Chöùng minh ABI 

vuoâng. Tính cosin goùc cuûa hai mp(ABC) vaø (ABI)  

Giaûi 

 ABC  BC
2

 = a
2

 + a
2

 – 2a
2

cos120
o

 = 3a
2

  

BBA  caân  BA = 2a  

IAC   AI
2

 = a
2

 + 

2 2

a 5a

4 4

  

BCI   BI
2

 = 3a
2

 + 

2 2

a 13a

4 4

  

Ta coù BA
2

 + AI
2

 = 2a
2

 + 

2

5a

4

 = 

2

13a

4

 = BI
2

  

 B’AI  taïi A 

 Ta coù  Dt(AIB) = 
1

2

AI.AB = 

2

a 10

4

  

A D 

C B 

A D 

C B 

H 

B C 

I 
A 

B C 

A 
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Dt(ABC) = 
1

2

a
2

sin120
o

 = 

2

a 3

4

  

Ta thaáy raèng ABC laø hình chieáu vuoâng goùc cuûa IBC vuoâng mp(ABC). Vaäy 

goïi  laø goùc cuûa hai maët phaúng (ABI) vaø (ABC) thì  

cos = 
Dt( ABD) 3 30

Dt( AB I) 1010


 


 

 

Baøi 5. Cho töù dieän SABC coù SA = SB = SC = a, ASB  = 60
0

, CSB  = 90
0

, ASC  = 120
0

 

 a. Chöùng minh: ABC vuoâng.        b. Tính d(S, (ABC))  

 c. Tính goùc giöõa SB vaø (ABC).   d. Tính d(A, (SCB)). 

Giaûi 

a/ Tam giaùc SAB ñeàu  AB = a. 

Tam giaùc SBC vuoâng caân  

 BC = a 2  

Tam giaùc SAC caân coù ASC  = 120
o 

  

AC
2

 = SA
2

 + SC
2

 – 2SA.SCcos120
o

  

= a
2

 + a
2

 – 2a
2

1

2

 
 
 

 = 3a
2 

 AC = a 3  

Xeùt tam giaùc ABC coù AC
2

 = AB
2

 + BC
2

 neân tam giaùc vuoâng taïi B. 

b/ Ta coù SA = SB = SC. Goïi D trung ñieåm AC. Ta coù DA = DB = DC  

Vaäy SD laø truïc ñöôøng troøn (ABC)  SD  (ABC) 

Vaäy d(S, (ABC)) = SD = 
2 2

a
SC DC

2

   

c/ Ta coù: SB (ABC) = B; SD  (ABC) 

 BD laø hình chieáu cuûa SB treân (ABC) neân goùc giöõa SB vaø (ABC) laø SBD   

Tam giaùc SBD coù tanSBD  = 
SD

BD

= 
1

3

.  

Vaäy goùc giöõa SB vaø (ABC) laø 60
o

 

d) Ta coù ñoaïn AC caét (SBC) taïi C vaø D laø trung ñieåm AC neân:  

d(A, (SBC)) = 2d(D, (SBC)). 

Goïi M laø trung ñieåm BC suy ra BC  DM (DM // AB) vaø SD  BC neân BC  

(SDM) 

S 

A C 
D 

H 

M 

B 
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A d’ 
d B 

Veõ DH  SM thì DH  BC (do BC  (SDM)) 

Suy ra: DH  (SBC)  d(D, (SBC)) = DH. 

Tam giaùc DHM coù DH.SM = DS.DM  DH = 
a

2 2

.  

Vaäy d(A, (SBC)) = 2.DH =
a

2

. 

C. BAØI TAÄP TÖÏ GIAÛI 

BT1. Cho töù dieän DABC coù DA, DB, DC ñoâi moät vuoâng goùc.  

DA = a, DB = 2a, DC = 3a. 

a) Tính d(AD, BC)        b) Tính d(C, (ABD)).  

c) Tính goùc giöõa (ACD) vaø (BCD). 

BT2. Cho hình choùp S.ABCD coù SA = 2a vuoâng goùc ñaùy, ABCD laø hình vuoâng taâm 

O caïnh a. Veõ AI vuoâng goùc SO. 

a) Tính d(A, (SBD))       b) Tính d(C, (SBD))  

c) Tính d(CD, (SAB)).      d) Tính d(D, (SBC)). 

BT3. Cho töù dieän ABCD coù AB  CD, BC  AD. Coù ACD ñeàu vaø H laø tröïc taâm. 

AB = AC = a 

a) Chöùng toû BH  (ACD)     b) Tính d(B, (ACD))  

c) Chöùng minh d(A, (BHC)) = d(D, (BHC)). 

BT4. Cho töù dieän SABC, SA  (ABC). Veõ CI  AB, AJ  BC. Cho tam giaùc ABC 

ñeàu caïnh a, SA = a/2. 

a) Tính goùc giöõa (SBC) vaø (ABC)  

b) Tính d(A, (SBC))       c) Tính d(B, (SIC)). 

BT5. Cho hình vuoâng ABCD vaø tam giaùc ñeàu SAB caïnh a naèm trong hai maët 

phaúng vuoâng goùc. Goïi I laø trung ñieåm AB. 

a) Chöùng minh SI  (ABCD).   b) Tính goùc giöõa SI vaø (SCD).  

c) Tính d(SB, CD).      d) Tính d(B, (SCD)). 

BT6. Cho hình choùp tam giaùc ñeàu S.ABC coù AB = a, SA = 3a. 

a) Tính chieàu cao hình choùp.  b) Tính goùc giöõa maët beân vaø ñaùy.  

c) Tính d(SC, AB). d) Tính d(C, (SAB)). 

BT7. Hình choùp S.ABC coù tam giaùc ABC vuoâng taïi A, AB = 2a, AC = a,  

SA = SB = SC = a 2 . Goïi O, I laø trung ñieåm BC, AB. 

a) Chöùng minh (SBC)  (ABC).  b) Tính goùc giöõa AS vaø (ABC).  

c) Chöùng minh (SOI)  (SAB).   d) Tính d(O, (SAB)). 
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BT8. Cho hình choùp töù giaùc ñeàu SABCD coù AB = a, goùc giöõa caïnh beân vaø  

ñaùy laø 60
0

. 

a) Tính d(S, (ABCD)).    b) M laø taâm ñieåm CD, tính goùc (SCD) vaø ñaùy.  

c) Tính d(SA, (SCD)).    d) Tính goùc (SAB) vaø (SCD). 

BT9. (DB/D07) Cho laêng truï ñöùng ABC.A’B’C’ coù taát caû caùc caïnh baèng a. Goïi M 

laø trung ñieåm AA’. Chöùng minh BM vuoâng goùc B’C vaø tính khoaûng caùch giöõa 

BM vaø B’C 

BT10. Cho hình choùp S.ABCD coù ñaùy laø hình thang, ABC BAD  = 90
0

,  

BA = BC = a, AD = 2a. Caïnh SA vuoâng goùc ñaùy, SA = a 2 . Goïi H laø hình 

chieáu cuûa A treân SB. Chöùng toû tam giaùc SCD vuoâng vaø tính khoaûng caùch töø H 

ñeán (SCD). 

BT11. (DB/B04) Cho hình choùp S.ABC coù SA  (ABC), SA = 3a, BA = BC = 2a,  

ABC  = 120. Tính d(A, (SBC))     Ñaùp soá: 
3a

2

. 

BT12. D/2002    Cho töù dieän ABCD coù AD  (ABC), AC = AD = 4 ,  AB = 3, BC = 5.  

Tính d(A, (BCD))    Ñaùp soá: 
12

34

 

BT13. DB/A02 Cho hình choùp S.ABC coù ñaùy ABC laø tam giaùc ñeàu caïnh a, SA  

(ABC) vaø  SA = 
a 6

2

. Tính d(A, (SBC)).  Ñaùp soá: 
a 2

2

  

BT14. Cho hình choùp S.ABCD coù ñaùy laø hình chöõ nhaät ABCD vôùi AB = a, AD = 2a. 

SA  (ABCD) vaø SA = a. Tính d(A, (SBD)). Suy ra khoaûng caùch töø trung ñieåm I 

cuûa SC ñeán (SBD).  

BT15. Cho hình thoi ABCD caïnh a vaø AC = a. Töø trung ñieåm H cuûa AB, veõ SH 

vuoâng goùc (ABCD) vôùi SH = 2a. Tính d(A, (SBC)).  

BT16. Cho hình choùp S.ABC coù ñaùy ABCD laø hình thang ABCD vuoâng taïi A vaø D, 

AB = AD = a, CD = 2a, SD  (ABCD), SD = a. 

a) Chöùng minh SBC vuoâng. Tính dieän tích SBC. 

b) Tính d(A, (SBC))    Ñaùp soá: 
a 6

6

 

BT17. (B2002) Cho hình laäp phöông ABCD.A’B’C’D’ caïnh a.  

a) Tính d(BA’, DB’)  

b) Goïi M, N, P laàn löôït laø trung ñieåm cuûa BB’, CD, A’D’. Tính goùc cuûa hai 

ñöôøng thaúng MP vaø NC.  

BT18. (B2007) Cho hình choùp töù giaùc ñeàu S.ABCD coù ñaùy laø hình vuoâng ABCD 

caïnh a. Goïi E laø ñieåm ñoái xöùng cuûa D qua trung ñieåm ñoaïn SA. Goïi M, N laàn 

löôït laø trung ñieåm cuûa AE vaø BC. Chöùng minh: MN vuoâng goùc BD.  
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Tính d(MN, AC).  

Ñaùp soá: 
a 2

4

.(HD: d(MN, AC’) = d(MN, (SAC))) = d(N, (SAC)) = NH. ) 

BT19. Döï bò ÑH A/02 

Cho töù dieän OABC coù OA, OB, OC ñoâi moät vuoâng goùc. Goïi , ,  laø goùc cuûa 

(ABC) vaø caùc maët phaúng (OBC), (OCA), (OAB)  

Chöùng minh cos + cos + cos  3   



 

 Hình hoïc  99 

BAØI 3  

CAÙC BAØI TOAÙN TÍNH THEÅ TÍCH 

VAÁN ÑEÀ 1: THEÅ TÍCH KHOÁI CHOÙP 

 

1
V = B.h

3
 

B: dieän tích ñaùy 

h: chieàu cao 

 

 Chuù yù: Cho khoái choùp S.ABC. Treân caùc caïnh 

SA, SB, SC laáy caùc ñieåm A’,B’,C’ khaùc S 

thì: 
 

S.A'B'C'

S.ABC

V SA'.SB'.SC'

V SA.SB.SC

  

 

 

 

Daïng 1: TÍNH THEÅ TÍCH KHOÁI TÖÙ DIEÄN 

Baøi 1. Tuyeån sinh ÑH khoái D/2011 

 Cho hình choùp S.ABC coù ABC vuoâng taïi B  

 BA = 3a, BC = 4a, mp(SBC) vuoâng goùc mp(ABC), SB = 2a 3 , SBC  = 30
o

  

 Tính theå tích khoái S.ABC vaø khoaûng caùch töø B ñeán mp(SAC) 

Giaûi 

Goïi H laø hình chieáu vuoâng goùc cuûa S leân BC  

Do (SBC)  (ABC) neân SH  (ABC)  

Ta coù: AB  BC  AB  SB  

SBH   sin30
o

 = 
SH

SB

 = 
1

2

  SH = 
1

2

(2a 3 ) = a 3  

Vaäy VS.ABC = 
1

3

SH.dt(ABC) = 
1

3

a 3 .
1

2

3a . 4a = 2 3 a
3 

SAB   SA
2

 = SB
2

 + AB
2

 = 12a
2

 + 9a
2

 = 21a
2

  

SBH   BH
2

 = SB
2

 – SH
2

 = 12a
2

 – 3a
2

 = 9a
2

  

S 

A C 

B 
A C 

B 
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 HC = BC – BH = 4a – 3a = a  

SHC   SC
2

 = SH
2

 + HC
2

 = 3a
2

 + a
2

 = 4a
2

  

BAC   AC
2

 = AB
2

 + BC
2

 = 9a
2

 + 16a
2

 = 25a
2

  

Ta coù SA
2

 + SC
2

 = 21a
2

 + 4a
2

 = AC
2

  

 SAC  taïi S  

Vaäy dt(SAC) = 
1

2

SA.SC = 
1

2

a 21 .2a = a
2

21  

Ta coù VS.ABC = VB.SAC = 
1

3

d(B, SAC) dt (SAC)  

 d(B, (SAC)) = 

3

2

3V 6a 3 6a

dt( SAC) a 21 7

 


.  

 

Baøi 2. Trong maët phaúng () cho tam giaùc OAB coù OA = OB = 2a, 

AOB  = 120
o

. Treân ñöôøng vuoâng goùc vôùi () taïi O laáy hai ñieåm C, D veà hai 

phía cuûa O sao cho ABC vuoâng taïi C vaø ABD ñeàu. Tính theå tích khoái choùp 

ABCD theo a. 

Giaûi 

Do CD  (OAB) 

vaø OA = OB neân DA = DB vaø CA = CB  

OAB  BA
2

 = OA
2

 + OB
2

 – 2OA.OB.cos120
o

  

 BA
2

 = 4a
2

 + 4a
2

 – 2.2a.2a.
1

2

  

 BA
2

 = 12a
2

  BA = 2a 3   

ABC  caân taïi C  AC = CB =
AB

2

 = a 6   

OAC  taïi O  OC
2

 = AC
2

 – OA
2

  

 OC
2

 = 6a
2

 – 4a
2

 = 2a
2

  

DAB ñeàu  DA = DB = AB = 2a 3  

DOA  taïi O  

 OD
2

 = AD
2

 – OA
2

 = 12a
2

 – 4a
2

 = 8a
2

  

Maët khaùc: dt(OAB) = 
1

2

OA.OB.sin120
o

  

 S = dt(OAB) = 
1

2

(2a)
2

.

3

2

 
 
 

 = a
2

3   

Vaäy VA.BCD = VD.OAB + VC.OAB  

S 

C 
H 

A 

3a 

4a 
B 

2a 3

30
o 

D 

B 

O 

A 

C 

2a 
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= 
1

3

OD.dt(OAB) + 
1

3

OC.dt(OAB) = 
1

3

(OD + OC)dt(OAB)  

= 
1

3

(2a 2  + a 2 ).a
2

3 = 
1

3

.3a 2 .a
2

3  = a
3

6  

Baøi 3. (Ñeà döï bò Tuyeån sinh ÑH khoái A 2007) Cho hình choùp S.ABC coù goùc cuûa hai 

maët phaúng (SBC) vaø (ABC) baèng 60
o

. Tam giaùc ABC vaø SBC ñeàu caïnh a. Tính 

theo a khoaûng caùch töø B ñeán maët phaúng (SAC). 

Giaûi 

 Goïi I laø trung ñieåm BC. 

 ABC ñeàu AI BC   

 SBC ñeàu SI BC   

Vaäy 
o

ˆ

SIA 60 laø goùc cuûa (SBC) vaø (ABC) 

Do ñoù  SIA ñeàu caïnh 
a 3

2

 

Goïi H laø trung ñieåm AI  SH  AI 

Do BC  (SAI)  BC  SH 

Vaäy SH (ABC)  

Ta coù: SH
a 3 3 3a

.

2 2 4

  . 

Vaäy 
2

S.ABC

1 3a a 3
V . .

3 4 4

3

a 3

16

  

 Goïi M laø trung ñieåm SA,  SAC caân taïi C  CM  SA 

AMC  

2

2 2 2 2 2
a 3 13a

CM CA AM a ( )

4 16

       

Vaäy dt( SAC)

2

1 1 a 13 a 3 a 39
CM.SA . .

2 2 4 2 16

    

Ta coù: 
S.ABC B.SAC

1
V V d(B,(SAC).Dt( ASC))

3

    

3

SABC

2

3V 3a . 3 16 3a
d(B,(SAC)) .

Dt( SAC) 16 a 39 13

   


. 

Baøi 4. (Ñeà döï bò ÑH khoái A/08) Cho hình choùp S.ABC  coù ba maët beân laø caùc tam 

giaùc vuoâng, SA = SB = SC = a. Goïi M, N, E laø trung ñieåm AB, AC, BC. Goïi D laø 

ñieåm ñoái xöùng cuûa S qua E. Goïi I AD (SMN)  . Chöùng minh AD vuoâng goùc 

SI. Tính theå tích khoái S.MBI theo a. 

Giaûi 

S 

M 

A 

H 

B 

I 

C 
60

o 
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 Trong  mp (ABC) : MN AE 0   laø 

trung ñieåm MN (do MN // BC) 

Trong  mp (ASD) : SO AD I   

thì I AD (SMN)   

Do: SBDC hình vuoâng neân BC  SD 

Vaäy BC (SAD) BC AD

               MN AD (1)

  

 
 

Ta coù: SM  AB vaø BD 

SM (ABD) SM AD (2)     

Töø (1),(2) AD (SMN)

       AD SI

 

 

 

2

ASD SA AI.AD  
2

2 2

a a
AI

3a 2a

  


 

Veõ IH AB  

Ta coù: 
IH AI

IH // BD

BD AD

 
 

a
.a

AI.BD a3
IH

AD 3a 3

     

AB a 2
SAB caân SM = 

2 2

     


S.MBI

1
Vaäy V SM.dt(MIB)

3

 
1 a 2 1
. . .IH.MB

3 2 2

  

3

a 2 a a 2 a
. .

12 3 2 36

   

 

Baøi 5. (Ñeà döï bò ÑH khoái B 2007) Trong maët phaúng (P) cho nöûa ñöôøng troøn ñöôøng 

kính AB = 2R vaø ñieåm C thuoäc nöûa ñöôøng troøn sao cho 

AC = R. Treân ñöôøng thaúng vuoâng goùc vôùi (P) taïi A laáy ñieåm S sao cho goùc cuûa 

hai maët phaúng (SAB) vaø (SBC) baèng 60
o

. Goïi H, K laàn löôït laø hình chieáu vuoâng 

goùc cuûa A leân SB vaø SC. Chöùng minh  AHK vuoâng vaø tính theå tích töù dieän 

S.ABC theo R. 

Giaûi 

Ta coù: ACB 1 vuoâng BCCA vaø BC SA neân BCmaët phaúng (SAC) 

Do ñoù: BCAK 

Maø AK SC neân AKmaët phaúng (SBC) 

Do ñoù: AKHK 

A 

N 

C 

D B 

E 

S 

M 

O 

I 

A 

H I 

D B 

M 
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Vaäy  AHK vuoâng taïi K.  Ñaët: SA = h 

2 2

2 2

AC.AS Rh
SAC AK

SC R h

AS.AB 2Rh
SAB AH

SB 4R h

   


   


 

Do SB  AH vaø AK 

neân SB (AHK) SB HK    

Vaäy 
o

AHK 60 laø goùc cuûa hai maët phaúng 

 (SAB) vaø (SBC) 

o
3 AK

AHK sin60

2 AH

    2 2

3AH 4AK   

2 2 2 2

2 2 2 2

3.4R h 4R h

4R h R h

 
 

2 2 2 2

3(R h ) 4R h   
2

2
R

h

2

   

Do ñoù: 
SABC

1 1 R 1
V SA.dt( ABC) . . CI.AB

3 3 22

    

3

1 R 3 R 6
R( )(2R)

2 126 2

   

 Caùch khaùc:  

Do AC = R neân OAC ñeàu Veõ CI OA  thì I trung ñieåm OA 

Ta coù: CI AB vaø SA neân CI (SAB)  

Do ñoù hình chieáu vuoâng goùc cuûa SBC  leân mp(SAB) laø SBI  

Ta coù dt( ISB ) = 
1 1 3 3
SA.IB SA( R) R.SA

2 2 2 4

   

Dt( SBC )
2 2

1 1
SC.BC SA R .R 3

2 2

    

Maø: dt( SIB )
0

dt( SBC)cos60   

2 2 2 2

2

2 2 2 2

3 1 1
R.SA SA R .R 3. 3SA SA R

4 2 2

R
3SA SA R SA

2

     

    

 

Vaäy 

3

S.ABC

1 R 6
V SAdt( ABC)

3 12

   . 

 
 

S 

H 

B A 
I 

O K 

C 
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Baøi 6. Tuyeån sinh ÑH khoái A/2011 

 Cho hình choùp S.ABC coù ñaùy laø tam giaùc vuoâng caân BA = BC = 2a. Hai maët 

phaúng (SAB) vaø (SAC) cuøng vuoâng goùc mp(ABC). Goïi M laø trung ñieåm AB. Maët 

phaúng qua SM vaø song song vôùi BC caét AC taïi N. Goùc cuûa hai maët phaúng (SBC) 

vaø (ABC) baèng 60
o

. Tính theå tích khoái S.BCNM vaø khoaûng caùch giöõa hai ñöôøng 

thaúng AB, SN. 

Giaûi 

 Do hai mp(SAB) vaø (SAC) 

cuøng vuoâng goùc mp(ABC) 

neân SA  (ABC)  

Do (SMN) // BC  

neân (SMN)  (ABC) = MN // BC  

Ta coù BC  BA  BC  SB  

Vaäy SBA  = 60
o

 laø goùc cuûa hai maët 

phaúng (SBC) vaø (ABC) 

SAB   tan60
o

 = 
SA

3

AB

  

 SA = 2a 3   

Dt(MNCB) = 
MB

2

(MN + BC)  

= 
a

2

(a + 2a) = 

2

3a

2

  

Vaäy VS.MNCB = 
1

3

(2a 3 )

2

3a

2

 = a
3

3  

 Qua N keû ñöôøng thaúng  song song AB  

Veõ AH   thì AB // (SNH)  

Vaäy d(AB, SN) = d(AB, (SNH)) = d(A, (SNH))  

Veõ AK  SH (1)  

Ta coù HN  AH vaø SA neân HN  (SAH)  

 HN  AK (2)  

Töø (1), (2)  AK  (SHN)  

SAH    AK = d(A, (SNH)) = 
SA.AH

SH

   

 d(AB, SN) = 
2 2

2a 3.a 2a 3

1312a a




 = 
2a 39

13

. 

 

C 

A 

H 

N K 
M 

B 

S 

 
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Baøi 7. Cho hình choùp S.ABC coù hai maët ABC vaø SAC laø caùc tam giaùc ñeàu  

caïnh a, SB = 
a 6

2

. 

a) Goïi I laø trung ñieåm AC. Chöùng minh hai maët phaúng (SIB) vaø (ABC) vuoâng 

goùc nhau. 

b) Goïi (P) laø maët phaúng qua C vaø vuoâng goùc SA. Tính theå tích hình choùp ñænh 

S ñaùy laø thieát dieän taïo bôûi (P) vaø hình choùp S.ABC. 

Giaûi 

a) ABC ñeàu  BI  AC  

SAC ñeàu  SI  AC  

Vaäy AC  (SIB)  

Maø AC  (ABC)  

neân (ABC)  (SIB)  

b) Veõ ñöôøng cao CJ  

trong  ñeàu (SAC)  

Vaäy CJ  (P)  

Ta coù: (SIB)  (ABC)  

vaø SI  AC vaø  

 

    

          

2 2 2
2 2 2 23 3 6 6( )

4 4 4 2
a a a a

SI IB SB       

  SIB  vuoâng  SI  (ABC)  

Maët khaùc: BI  AC .Vaäy BI  (SAC)  BI  SA  

Do ñoù (P) laø maët phaúng qua CJ vaø // BI  

Trong mp(ABC) töø C veõ ñöôøng thaúng song song vôùi BI ñöôøng naøy  

caét AB taïi N. 

Trong mp(SAB), NJ caét SB taïi M  

Maët caét cuûa (P) vaø hình choùp S.ABC laø JMC  

ABC coù IB // CN vaø I trung ñieåm AC  

neân B trung ñieåm AN  

Goïi K trung ñieåm AB  

thì JK // MB 

 
NB MB 2

NK JK 3

    

S 

a 6

2

J 

M 

N 

B 

I 

A 

C 

P 

S 

J 

A K B N 

M 
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 
MB 1

SB 3

   
SM 2

SB 3

   

Vaäy 
S.JCM

S.ABC

V SJ SM 1 2 1
. .

V SA SB 2 3 3

     

 VS.JCM = 
1

3

VS.ABC = 
1

9

.SI.dt(ABC) = 

2 3

1 a 3 a 3 a
. .

9 2 4 24

 . 

 

Baøi 8. Cho töù dieän S.ABC coù ñaùy laø tam giaùc ñeàu ABC caïnh 3a, 

SAB  = SAC  = 45
o

, SA = a 2 . Goïi I laø trung ñieåm BC, SH laø ñöôøng cao cuûa 

töù dieän. 

 a) Tính theo a theå tích khoái S.ABC. 

 b) Tính khoaûng caùch töø I ñeán (SAB). 

Giaûi 

a) Ta coù: SAB = SAC (c.g.c)  SB = SC 

ABC ñeàu  AI  BC  

SBC caân  SI  BC  

Vaäy BC  (SAI)  (ABC)  (SAI) 

Veõ SH  AI thì SH  (ABC)  

SAC   SC
2

 = SA
2

 + AC
2

  

 – 2SA.ACcos45
o

  

 SC
2

 = 2a
2

 + 9a
2

 – 2(a 2 )3a
2

2

 = 5a
2

  

SIC    SI
2

 = SC
2

 – IC
2

 = 5a
2

 – 
9

4

a
2

 = 

2

11a

4

  

SAI   SA
2
 = AI

2
 + SI

2
 – 2AI.SI.cos AIS  

     cos AIS  = 

2 2

2

2 2 2

27a 11a
2a

AI SI SA 54 4

2AI.SI 333a 3 a 11
2

2 2

 
 

 
 
 
 

  

 sin AIS  = 
25 2 2

1

33 33

    

SHI   sin AIS  = 
SH

SI

  SH = 
2 2 a 11 a 2

.

233 3

   

Do ñoù:  VS.ABC = 
1

3

SH.dt(ABC) = 
1 a 2
.

3 3

(3a)
2 3

4

 = 

3

3a 2

4

 

S 

A C 

I 

H 

B 

a 2



 

 Hình hoïc  107 

b)  Ta coù  d(I, (SAB)) = 
1

2

d(C, (SAB))  

dt(SAB) = 
1

2

SA.ABsin45
o

 = 
1

2

(a 2 )(3a)

2

2 3a

2 2

   

Vaäy VS.ABC = VC.SAB = 
1

3

d(C,(SAB))dt(SAB)  

 d(C,(SAB) = 

3

2

9a 2

3V 34
a 2

3adt( SAB) 2

2

 


 

 d(I, (SAB)) = 
3

4

a 2 . 

 

Daïng 2: HÌNH CHOÙP N GIAÙC ÑEÀU 

 

Baøi 1. (Ñeà döï bò ÑH khoái B 2003) Cho hình choùp tam giaùc ñeàu S.ABC coù ñaùy 

ABC caïnh a, maët beân taïo vôùi ñaùy moät goùc baèng   (0 <   < 90
o

). Tính theå tích 

khoái choùp S.ABC vaø khoaûng caùch töø A ñeán maët phaúng (SBC) theo a vaø  

Giaûi 

 Goïi I laø trung ñieåm BC. Do ABC  ñeàu  

neân AI BC  

Goïi H laø taâm cuûa tam giaùc ñeàu ABC thì SH   

(ABC) vaø SI  BC neân goùc cuûa (SBC) vaø 

(ABC) laø SIA  =  

Ta coù: HI 
1 1 a 3
AI .

3 3 2

   

 SHI vuoâng    tan
SH

HI

   

a 3
SH tan

6

     

Vaäy 
S.ABCD

V

2 3

1 a 3 a 3 a
( tan )( ) tan

3 6 4 24

     

 SHI vuoâng  cos = 
HI

SI

  SI = 
HI

cos
 = 

a 3

6cos
 

S 

K 

A 
C 

I 

 

B 

H 

I 

C 

B 
SAB 
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Vaäy Dt( SBC)

2

1 a 3
SI.BC

2 12cos

 


 

Veõ AKmaët phaúng (SBC) 

Ta coù: V
S.ABC A.SBC

1
V AK.Dt( SBC)

3

   AK d  (A,(SBC)) 

 AK = d(A, (SBC) 
 

 


3

2

3V a tan 12cos
.

Dt( SBC) 8 a 3

 
a 3

sin .

2

   

 

Baøi 2. (Ñeà döï bò ÑH khoái D 2006) Cho hình choùp töù giaùc ñeàu S.ABCD coù  

caïnh ñaùy a. Goïi SH laø ñöôøng cao cuûa hình choùp. Khoaûng caùch töø trung ñieåm I cuûa 

SH ñeán maët phaúng (SBC) baèng b vôùi a > 4b. Tính theå tích khoái choùp S.ABCD 

theo a vaø b. 

Giaûi 

Do SH (ABCD)  neân H laø taâm hình vuoâng ABCD. 

Goïi M laø trung ñieåm BC. 

Ta coù BCHM vaø SH neân BC (SHM) 

Veõ IJ vaø HK  SM thì IJ   (SBC)  

IJ b   vaø HK 2IJ 2b   

SHM vuoâng neân 
2 2 2

1 1 1

HK SH HM

   

   

2 2

2 2 2 2 2

1 1 4 a 16b

SH 4b a 4a b


      

   
2 2

2ab
SH

a 16b

 


 

Do ñoù: V

3

S.ABCD
2 2

SH 2 a b
Dt(ABCD) .

3 3 a 16b

 


. 

 

Baøi 3. (Tuyeån sinh ÑH khoái B 2004) Cho hình choùp töù giaùc ñeàu S.ABCD coù caïnh 

ñaùy a, goùc cuûa caïnh beân vaø maët ñaùy  (0 <   < 90
o

). Tính tan cuûa goùc taïo bôûi hai 

maët phaúng (SAB) vaø (ABCD) theo vaø theå tích hình choùp theo a vaø  . 

Giaûi 

Goïi O laø taâm hình vuoâng ABCD 

S.ABCD laø choùp töù giaùc ñeàu SO (ABCD) 

Veõ OIBA thì SIBA 

Vaäy SIO  laø goùc cuûa hai maët phaúng (SBA) vaø (ABCD) 

Hình chieáu  cuûa SA leân (ABCD) laø OA  

S 

J 

I 

A 

D C 

H 
M 

B K 
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Vaäy  = SAO  

 SOA vuoâng taïi O
SO

tan

OA

    

a 2
SO OA.tan tan

2

      

 SOI vuoâng taïi O 

ˆ SO
tanSIO

OI

 

a 2
tan

2
2tan .

a

2



    

Do ñoù: V

3

S.ABCD

1 a 2
SO.dt(ABCD) tan

3 6

    

Daïng 3: HÌNH CHOÙP S.ABCD COÙ SA  (ABCD) 

 

Baøi 1.  (Ñeà döï bò ÑH khoái A 2006) Cho hình choùp S.ABCD coù ñaùy ABCD laø hình 

chöõ nhaät vôùi AB = a, AD = 2a, SA vuoâng goùc ñaùy, SB taïo vôùi maët phaúng ñaùy goùc 

60
o

. Treân caïnh SA laáy ñieåm M sao cho AM = 
a 3

2

. Maët phaúng (BCM) caét SD 

taïi N. Tính theå tích khoái choùp S.BCNM 

Giaûi 

Ta coù: 
o o

SA
SBA 60 tan60

AB

   SA a 3   vaø SB = 2a 

Ta coù maët phaúng (BCM) chöùa BC // maët phaúng (SAD). Vaäy maët phaúng (BCM) caét 

maët phaúng (SAD) theo giao tuyeán MN // BC // AD. 

Maø M laø trung ñieåm SA vaäy N laø trung ñieåm SD.
AD

MN a

2

    

Ta coù: BCAB vaø SA 

BC (SAB) 

BC MB   

Do ñoù BCNM laø hình thang vuoâng. 

  vuoâng BMA 

2

2 2 2
a 3 7a

MB ( ) a

2 4

     

Do ñoù: Dt(BCNM) 
MB

(MN BC)

2

   

2

a 7 3a 7
(a 2a)

4 4

    

Treân maët phaúng (SAB) veõ 

S 

A 

 

I 

C B 

O 

D 

S 

N 

D 

C B 

A 

M 

H 
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SH   MB    (1) 

Ta coù BC   (SBA)  

BC SH      (2) 

Töø (1) vaø (2) SH mp  (BCNM) 

Ta coù:  HMS ~  AMB  
MS SH

MB AB

  

 SH = 

a 3
.a

MS.AB a 32

MB a 7 7

2

   

Do ñoù: V
S.MNBC

1
SH.Dt(BCNM)

3

   

2 3

1 a 3 3a 7 a 3
. .

3 4 47

   

 Chuù yù: Coù theå duøng tyû soá theå tích 

S.BMC S.MNC

S.BAC S.ACD

V VSM 1 SM SN 1
 vaø .

V SA 2 V SA SC 4

     

Vaäy   
S.MNCB S.MBC S.MNC

V V V   

S.ABC S.ACD S.ABC

3

1 1 3
V V V

2 4 4

3 1 1 a a 3
. SA.dt( ABC) a 3 (2a)

4 3 4 2 4

  

   

 

 

Baøi 2. (Ñeà döï bò ÑH khoái B 2006) Cho hình choùp S.ABCD coù ñaùy ABCD hình thoi 

caïnh a, BAD  = 60
o

, SA = a, SA vuoâng goùc maët phaúng (ABCD). Goïi C laø trung 

ñieåm SC. Maët phaúng (P) qua AC’ vaø song song BD caét SB, SD taïi B’,D’. Tính theå 

tích khoái choùp S.AB’C’D’ theo a. 

 Giaûi 

Goïi O laø taâm hình thoi ABCD 

 SAC coù SO caét AC’ taïi I thì I  

laø troïng taâm SAC . 

Maët phaúng (P) chöùa AC’ vaø song song 

BD neân (P) caét maët phaúng (SBD) theo 

giao tuyeán B’D’ qua I vaø B’D’ // BD 

Ta coù BD   AC vaø SA  

neân BD  (SAC)   BDAC’  

S 

H 

M 

B A 

S 

D 

C 
D 

B 

A 

O 

B 

H 

I 

C 
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maø B’D’ // BD B’D’AC’ 

 ABD caân taïi A coù 

ˆ

BAD  60
o

 neân laø   ñeàu  

  BD = a vaø AC a 3  

Ta coù I laø troïng taâm  SAC vaø B’D’ // BD neân: 
B'D' SI 2 2

B'D' a

BD SO 3 3

     

 SAC vuoâng taïi A coù AC’ laø trung tuyeán 
2 2

SC 1
AC' a 3a a

2 2

      

Do ñoù  SAC’ ñeàu caïnh a. 

Veõ SH   AC’ , do B’D’ // BD coù BD (SAC) neân B’D’  SH 

Vaäy SH   maët phaúng (AB’C’D’) vaø SH
a 3

2

  

Do ñoù: VS.AB’C’D’

1
SH.dt(AB'C'D')

3


1
SH.AC'.B'D'

6

  

3

1 a 3 2a a 3
. (a. )

6 2 3 18

   

 Chuù yù: Coù theå dung tyû soá theå tích 

Do I laø troïng taâm ACS  neân 
SI 2

SO 3

  

Ta coù  
S.AB'D'

S.ABD

V SB' SD' 2 2 4
. .

V SB SD 3 3 9

     

S.B'D'C'

S.BDC

V SB' SD' SC' 2 2 1 2
. . . .

V SB SD SC 3 3 2 9

    

Vaäy   
S.AB'C'D' S.AB'D' S.B'D'C'

V V V   

S.ABD S.BDC S.ABD

2 3

4 2 2
V V V

9 9 3

2 1 2a a 3 a 3
. SA.dt( ABD) . .

3 3 9 4 18

  

   

 

Baøi 3. (Ñeà döï bò Tuyeån sinh ÑH khoái B 2007) Cho hình choùp S.ABCD coù ñaùy ABCD 

laø hình vuoâng taâm O vaø SA vuoâng goùc vôùi maët phaúng (ABCD). Cho AB = a,  

SC = 2a. Goïi H, K laàn löôït laø hình chieáu vuoâng goùc cuûa A leân SB vaø SD. Chöùng 

minh SC vuoâng goùc maët phaúng: (AHK) vaø tính theå tích hình choùp O.AHK 

Giaûi 

Ta coù: SAD SAB SH SK      vaø  SB SD  

Vaäy 
SH SK

HK // BD

SB SD

   

Maø BD  maët phaúng (SAC) 

HK   maët phaúng (SAC) 
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HK SC     (1)  

Maët khaùc: CD  maët phaúng (SAD) 

CD AK   

Maø AK SD  neân AK (SCD)  

SC AK     (2) 

Töø (1) vaø (2) SC   maët phaúng (AHK) 

Trong maët phaúng (SBD) thì SO caét HK taïi I 

Trong maët phaúng (SAC) thì AI caét SC taïi M 

Ta coù: SCmaët phaúng (AHK) SC AM   

Maø  SAC vuoâng caân taïi A neân M laø trung ñieåm SC.  

Vaäy I laø troïng taâm SAC.  

Ta coù: CM
SC 2a

d(C,mp(AHK)) a

2 2

     

Maø O laø trung ñieåm AC neân 
d(O,(AHK)) OA 1

d(C,(AHK)) AC 2

   

1 a
h d(O,(AHK)) CM

2 2

     

HK SH SI 2
Ta coù: HK // BD

BD SB SO 3

     

2 2
HK BD a 2

3 3

    

Ta coù: AI
2 2 SC SC 2a
AM .

3 3 2 3 3

     

AHK caân HK AI   

Ta coù: 
O.AHK

1
V h.dt( AHK)

3

 
3

h a 2a 2 a 2
AI.HK ( )( a 2) .

6 12 3 3 27

    

Baøi 4. (Tuyeån sinh ÑH khoái B 2006) Cho hình choùp S.ABCD coù ñaùy ABCD hình chöõ 

nhaät vôùi AB = a, AD = a 2 , SA = a vaø SA vuoâng goùc maët phaúng ABCD. Goïi M 

vaø N laàn löôït laø trung ñieåm AD vaø SC, I laø giao ñieåm cuûa MB vaø AC. Chöùng 

minh maët phaúng (SAC) vuoâng goùc maët phaúng (SMB). Tính theå tích cuûa khoái töù 

dieän A.NIB. 

Giaûi 

 AMB vuoâng taïi A 

2 2

2 2 2 2
a 2 a 3a

BM a ( ) a

2 2 2

       

a 3
BM

2

   

S 

H M 

I 

K 

A 

B 

D C 

O 

A 

O 

C 

N M AHK 

O 
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Ta coù I laø troïng taâm  ABD 

Vaäy 
2 2 a 3 a 6

BI BM .

3 3 32

    

vaø   
2 2 BD BD

AI AO .

3 3 2 3

     

2 2

a 2a a 3
AI

3 3


    

Do ñoù: 

2 2

2 2 2 2
a 2a

AI IB a AB

3 3

      

Vaäy  AIB vuoâng taïi I 

Ta coù: BIAI vaø SA   BI (SAC).  Maø BI (SMB)   (SAC) (SMB) 

Ta coù: VNAIB = 
1

3

NO.dt(AIB) = 
1

3

.
SA 1

.

2 2

IA.IB 

3

1 a 3 a 6 a 2
.a. .

12 3 3 36

  . 

 

Baøi 5. Cho hình choùp S.ABCD coù ABCD hình vuoâng SA vuoâng goùc (ABCD). 

Goïi M, N, P laàn löôït naèm treân SB, SC, SD sao cho 
SM SP 2

SB SD 3

  , 
SN 3

SC 4

 . 

Maët phaúng (MNK) chia khoái choùp laøm hai phaàn. Tính tyû soá theå tích hai phaàn 

ñoù. 

Giaûi 

Goïi O laø giao ñieåm AC vaø BD  

Do 
SM SP

SB SD

   MP // BD  

Goïi I laø giao ñieåm MP vaø SO caét SA taïi K 

Gaén truïc nhö hình veõ  

 

 

 

 

 

 

 

Goïi C(a, 0), S(0, b)  

S 

A 

M 

D C 

B 

O 

I 

N 

S 

K 

M 
N 

P 

I 

A 

B C 

O 

D 

y 
S 

K 

A O C x 

N 

I 
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Do 
SI SM 2

SO SB 3

   neân I laø troïng taâm SAC  I
a b

,

3 3

 
 
 

 

Ta coù 
SN 3

SC 4

   4SN 3SC   
N

N

4(x 0) 3a

4(y b) 3b

 


  
  N

3a b
,

4 4

 
 
 

  

NI qua N coù VTCP NI  = –
1

12

(5a, –b) 

Phöông trình NI: 

a b
x y

3 3

5a b

 




  bx + 5ay – 4ab = 0 

Vaäy K laø giao ñieåm NK vaø Ay  K
 
 
 

4b
0;

5

 

Do ñoù 
SK 1

SA 5

  

Ta coù: 
S.MNPK S.MKN

S.ABCD S.BAC

V 2V SM SK SN
. .

V 2V SB SA SC

   = 
2 1 3 1
. .

3 5 4 10

  

Vaäy tyû soá caàn tìm laø
1

10
. 

Daïng 4: HÌNH CHOÙP COÙ MAËT BEÂN VUOÂNG GOÙC ÑAÙY 

 

 

Baøi 1. (Tuyeån sinh ÑH khoái B 2008) Cho hình choùp S.ABCD coù ñaùy laø hình vuoâng 

caïnh 2a. SA = a, SB = a 3 vaø maët phaúng (SAB) vuoâng goùc vôùi maët phaúng ñaùy. 

Goïi M vaø N laàn löôït laø trung ñieåm cuûa AB vaø BC. Tính theo a theå tích khoái choùp 

S.BMDN vaø cosin cuûa goùc giöõa hai ñöôøng thaúng SM, DN. 

Giaûi 

Ta coù: 
2 2 2 2 2

SB SA (a 3) a AB     

  SAB vuoâng taïi S   
AB

SM a

2

    

Vaäy  SMA ñeàu caïnh a    Veõ SH AB  

Do (SAB)   (ABCD)    Neân SH   maët phaúng (ABCD)  

vaø SH = 
a 3

2

.Ta coù: BD AC  maø MN // AC neân MN BD  
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Do ñoù: 

2 2

2
1 1 AC AC (2a 2)

dt(BMDN) MN.BD . .AC 2a

2 2 2 4 4

      

Vaäy 
S.BMDN

1
V SH.dt(BMDN)

3

  

3

2
1 a 3 a 3
. .2a

3 2 3

   

Laáy G treân caïnh AD sao cho 

 AG
AD a

4 2

   

Ta coù: MG // DN // C’B.  

Vaäy g(SM,DN) SMG  

 SAG vuoâng taïi A  

2 2

2 2 2 2
a 5a

SG SA AG a

4 4

       

 AMG vuoâng taïi A  

2 2

2 2 2 2
a 5a

MG AG AM a

4 4

       

 SMG
2 2 2

SG MS MG 2MS.MGcosSMG     

 

2

MS MS a 1
cosSMG

2MS.MG 2MG a 5 5
2

2

     . 

Baøi 2. (Tuyeån sinh ÑH khoái A 2007) Cho hình choùp S.ABCD coù ñaùy ABCD vuoâng 

caïnh a, SAD laø tam giaùc ñeàu naèm trong maët phaúng vuoâng goùc vôùi ñaùy. Goïi M, N, 

P laàn löôït laø trung ñieåm SB, BC vaø CD. Chöùng minh AM vuoâng goùc BP vaø tính 

VCMNP. 

Giaûi 

 Goïi H laø trung ñieåm AD. Do  SAD ñeàu neân SH   AD 

Maø maët phaúng (SAD)   maët phaúng (ABCD) 

  SH   maët phaúng (ABCD)  

SH BP      (1) 

Ta coù:     HDC BPC DCH CBP  

Maø:  CD BD BP CH   ( goùc coù cạnh  )(2) 

A G O D 

O M 

B N C 

S 

A 

H 

M 

N B C 

D 
G 
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Töø (1),(2) BP maët phaúng (SHC) 

Ta coù: MN // SC vaø AN // HC 

maët phaúng (SHC) // maët phaúng (AMN)  

Do ñoù: BPmaët phaúng (AMN)BPAM 

Veõ MK // SH vôùi K  maët phaúng (ABCD) 

Maø SH   maët phaúng (ABCD)  

neân MK   maët phaúng (ABCD). 

Do ñoù MK laø ñöôøng cao cuûa töù dieän M.CNP  

Ta coù:    
C.MNP M.CNP

1 1 SH 1
V V MK.dt( CNP) ( ). CN.CP

3 3 2 2

 

3

1 a 3 a a a 3
( ). .

12 2 2 2 96

  . 

 

 

Daïng 5: CHOÙP S.ABCD COÙ SH  (ABCD) 

 

Baøi 1. (Tuyeån sinh ÑH khoái D/2010): Cho hình choùp S.ABCD coù ABCD laø hình 

vuoâng caïnh a, SA = a. Hình chieáu vuoâng goùc cuûa S leân maët phaúng (ABCD) laø H 

treân ñoaïn AC vôùi AH =
AC

4

. Goïi CM laø ñöôøng cao cuûa SAC . Chöùng minh M 

laø trung ñieåm SA. Tính theå tích khoái S.MBC theo a. 

Giaûi 

2 2 2

2 2 2 2 2
AC (a 2) 14a

SHA vuoâng SH SA AH SA a

16 16 16

          

2 2 2

2 2

2 2

2

SHC SC SH HC

3AC
SH ( )

4

14a 9(a 2)
2a

16 16

   

 

  

 

Do SC = AC = a 2  neân SAC caân taïi C 

  M trung ñieåm SA.     

   Veõ MKAC. Ta coù MK
1
SH

2

  

S 

M 

D 

H 

O 

K 

A 
B 

C 

A B 

K 

N 

C 

P D 

H 

1 

1 
2 

S 

M 

B 

N 

C P D 

H 

A 

K 
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Ta coù: V
S.MBC

+ V
M.ABC

= V
S.ABC

 

Maø V
M.ABC

1 1 1
MK.dt( ABC) . .SH.dt( ABC)

3 2 3

     =
S.ABC

1
V

2

 

Vaäy V
S.MBC S.ABC

1 1 1
.V . .SH.dt( ABC)

2 2 3

  
2 3

1a 14 a a 14

6 4 2 48

   

Löu yù: Coù theå duøng 

3

S.MBC

S.MBC S.ABC

S.ABC

V SM 1 1 a 4
V V

V SA 2 2 48

      

 

Baøi 2. (Tuyeån sinh ÑH khoái A/2010) Cho hình choùp S.ABCD coù ñaùy ABCD laø hình 

vuoâng caïnh a. Goïi M vaø N laø trung ñieåm AB vaø AD, 

H laø giao ñieåm CN vaø DM. Bieát SH vuoâng goùc maët phaúng (ABCD) vaø  

SH = a 3 . Tình theå tích khoái choùp S.CDMN vaø khoaûng caùch giöõa hai ñöôøng 

thaúng DM vaø SC 

Giaûi 

 Ta coù  dt(CDNM) = dt(ABCD) – dt( AMN ) – dt( MBC ) 

2 2 2

2 2
1 a a 1 a a a 5a

a ( )( ) (a)( ) a

2 2 2 2 2 8 4 8

        

2 3

S.CDMN

1 1 5a 5a 3
V SHdt(CDMN) .a 3.

3 3 8 24

     

Ta coù: NDC MAD    
ˆ

NCD ADM  

Maø AD  DC HDC   taïi H ( goùc coù caïnh ) 

 Vaäy CN DM  

Ta coù: 
2

NDC CD CH.CN    

2 2

2

2

CD a 2a
HC

NC 5a
a

4

   



 

Veõ HK SC    (1).   Ta coù: DM SH  vaø CN DM (SHC)   

DM HK   (2).  Vaäy HK d(SC,DM)  

2 2 2

2 2 2

1 1 1
vuoâng SHC

HK SH HC

1 5 19

3a 4a 12a

   

  

 

2a 3
HK d(SC,DM)

19

    

 

S 

B 
M 

A 

N 

H 

D C 

K 

M A B 

H N 

D C 
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Baøi 3. (Tuyeån sinh Ñaïi hoïc khoái A/2009): Cho hình choùp S.ABCD coù ABCD laø hình 

thang vuoâng taïi A vaø D, AB = AD = 2a, CD = a. Goùc cuûa hai maët phaúng (SBC) 

vaø (ABCD) laø 60
o

. Goïi I laø trung ñieåm AD. Hai maët phaúng (SIB) vaø (SIC) cuøng 

vuoâng goùc maët phaúng (ABCD). Tính theå tích khoái choùp S.ABCD. 

Giaûi 

Do hai maët phaúng (SIB) vaø (SIC)  

vuoâng goùc mp (ABCD) neân giao tuyeán SI   (ABCD). 

Veõ IH   BC thì SH   BC. Do ñoù goùc giöõa hai maët 

phaúng (SBC) vaø (ABCD) laø SHI= 60
o

. Goïi J trung 

ñieåm BC.  

Veõ CM   AD. Ta coù: IHJ ~ CMB   


IH IJ

MC CB



3a
2a.

IJ.MC 3a2
IH

BC a 5 5

     

SHI  tan60
o 

= 
SI

3

IH

  

3a 3a 15
SI . 3

55

    

Ta coù: dt(ABCD)
2

AD 2a
(CD AB) (a 2a) 3a

2 2

      

Do ñoù: V
S.ABCD

1
SI

3

 x dt(ABCD)  

3

2
1 3a 15 3a 15
. .3a

3 5 5

   

S 

C D 

I 

A B 

H 

J 

M 
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C. BAØI TAÄP TÖÏ GIAÛI 

BT1. Cho hình choùp tam giaùc ñeàu S.ABC coù ñaùy tam giaùc ABC caïnh a, caïnh beân 2a. 

Goïi I laø trung ñieåm BC. Chöùng minh SA vuoâng goùc BC. Tính VS.ABI 

BT2: Cho hình choùp S.ABC coù SA vuoâng goùc (ABC) 
0

ˆ

BAC 120 , SBC  ñeàu  

caïnh a. Tính VS.ABC. 

BT3. Cho hình choùp S.ABC coù ñaùy tam giaùc ABC vuoâng taïi B, SA vuoâng goùc ñaùy . 

Bieát SA= AB = BC = a. Tính VSABC. 

BT4. CDA/2011 Choùp S.ABC coù ABC  caân taïi B AB = a, SA  (ABC). Goùc hai 

mp(SBC) vaø (ABC) laø 60
o

. 

Goïi M trung ñieåm SC. Tính VS.ABM. 

BT5. Cho hình choùp S.ABC coù ñaùy laø tam giaùc vuoâng caân taïi A, AB = AC = a. Maët beân 

(SBC) vuoâng goùc vôùi ñaùy. Hai maët beân coøn laïi hôïp vôùi ñaùy goùc 60
0

. Haõy tính theå 

tích khoái chop S.ABC. 

BT6. (CÑ/09)  Cho hình choùp töù giaùc ñeàu S.ABCD coù AB = a, SA = a 2 . Goïi M, N, P 

laø trung ñieåm SA, SB, CD. Chöùng minh MN vuoâng goùc SP. Tính VAMNP. 

BT7. (DBA08) Cho S.ABC laø hình choùp coù moãi maët beân laø caùc tam giaùc vuoâng,  

SA = SB =SC = a. Goïi M, N, E laø trung ñieåm AB, AC, BC. D laø ñieåm ñoái xöùng cuûa 

S qua E. I laø giao ñieåm cuûa SD vaø maët phaúng (SMN). Chöùng minh AI  SI.  

Tính VMBSI . 

BT8. (DB/B08) Cho hình choùp S.ABCD coù ABCD laø hình vuoâng caïnh a, 

SA = a 3 , SA (ABCD) . Tính VS.ACD vaø cos(SB,AC) 

BT9. DB/B08 Cho töù dieän ABCD coù ABC  vaø ABD  ñeàu caïnh a. Maët phaúng 

(ACD)   maët phaúng (BCD). Tính VABCD vaø goùc cuûa AD vaø BC. 

BT10. Cho hình choùp S.ABC coù SA = SB = SC  = 3a, ABC   taïi B, AB = a, BC = 2a. 

Tính d(A’,(SBC)) 

BT11. Cho hình choùp S.ABC coù ñaùy laø tam giaùc ABC vuoâng taïi B. Bieát SA vuoâng goùc 

maët phaúng (ABC), AB = a, BC = a 3 , SA = a. Maët phaúng ( ) qua A, vuoâng goùc 

SC taïi H, caét SB taïi K. Tính theå tích khoái choùp S.AHK theo a. 

BT12. (D2006) Cho hình choùp SABC coù ñaùy ABC laø tam giaùc ñeàu caïnh a, SA = 2a vaø 

SA vuoâng goùc maët phaúng (ABC). Goïi M, N laàn löôït laø hình chieáu vuoâng goùc cuûa A 

treân caùc ñöôøng thaúng SB, SC. Tính theå tích khoái choùp A.BCNM. 

BT13. (DB/D08) Cho ñöôøng troøn taâm O, ñöôøng kính AB = 2R. Treân ñöôøng thaúng d vuoâng 

goùc vôùi maët phaúng chöùa ñöôøng troøn taïi O laáy ñieàm S sao cho SO = R 3 . Laáy M di 

ñoäng treân ñöôøng troøn . Goïi H laø trung ñieåm SM. Tìm M treân ñöôøng troøn (O, R) sao cho 

hình choùp H.AMP coù theå tích lôùn nhaát. 
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BT14. Cho hình choùp töù giaùc ñeàu S.ABCD caïnh ñaùy a, SAC ñeàu. Maët phaúng ( ) 

qua vaø vuoâng goùc SC taïi N caét SB, SD taïi M, K. Tính VS.AMNK 

BT15. (DB/D08) Cho hình choùp S.ABC coù ABC  vuoâng caân taïi B, AB = a, SA = 2a, 

SA (ABC) . Maët phaúng qua A vaø  SC caét SB, SC taïi H,K. Tính VS.AHK 

BT16. Cho hình choùp S.ABC coù ABC  caân taïi B, AC = a, 
0

ˆ

ABC 120 , 

SA = SB = SC. Goùc cuûa SA vaø maët phaúng (ABC) baèng 60
0

. Tính VS.ABC 

BT17. Cho hình choùp S.ABCD coù SA = SB  =SD = AB = BC = CD = a,  

VSABCD = 

3

a 2

6

. Tính SC. 

BT18. (DB/A07) Cho hình choùp S.ABC coù goùc cuûa 2 maët phaúng (SBC) vaø (ABC) laø 

60
0

, ABC  vaø SBC  laø tam giaùc ñeàu caïnh a. Tính d(B,SAC) 

BT19. (CÑ08) Cho hình choùp S.ABCD coù ABCD laø hình thang, 

0
ˆ ˆ

BAD ABC 90  , AB = BC = a, AD = 2a, SA   (ABCD), SA = 2a. Goïi M, 

N trung ñieåm SA SD. Chöùng minh BCMN laø hình chöõ nhaät. Tính VS.BCMN. 

BT20.  (CÑ/2010) Cho hình choùp S.ABCD coù ABCD vuoâng caïnh a, maët phaúng (SAB) 

  maët phaúng (ABCD), SA = SB, goùc SC vaø (ABCD) laø 
0

45 . Tính VS.ABCD 

BT21. Cho hình choùp S. ABCD coù daïng ABC ñeàu  caïnh 3a, SA = A 2 , 

SAB SAC

4


  . Goïi I laø trung ñieåm BC vaø SH laø ñöôøng cao hình choùp  S.ABCD 

a. Chöùng minh H naèm treân AI. Tính theå tích S.ABCD 

b. Tính khoaûng caùch töø I ñeán mp SAB 

BT22.  Cho khoái hình choùp S.ABCD coù daïng ABC vuoâng taïi ACB  = 30
o 

vaø  

SA = SB = SC = BC = 2a. 

Tính theå tích S. ABC vaø khoaûng caùch töø B ñeán mp (SAC) 

BT23.  Cho khoái hình choùp S. ABCD coù ñaùy ABCD vuoâng caïnh a.  SA    mp (ABCD) 

vaø SA = a. Goïi E laø trung ñieåm cuûa CD. Tính theå tích S. ABCD vaø coù khoaûng caùch 

töø S ñeán 

BT24. Cho töù dieän ABCD coù ABC  vuoâng taïi A, AB = a, AC = A 3  BDC vuoâng, 

DA = DB = DC. Goïi  laø goùc cuûa BC vaø mp (ACD). 

Tính theå tích ABCD vaø sin. 
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VAÁN ÑEÀ 2: THEÅ TÍCH KHOÁI LAÊNG TRUÏ 

 

V = Bh 

B: dieän tích ñaùy  

h: chieàu cao 

Daïng 1: LAÊNG TRUÏ ÑÖÙNG ÑAÙY LAØ TAM GIAÙC 

 

Baøi 1. Ñeà döï bò tuyeån sinh ÑH khoái A 2007:  Cho laêng truï ñöùng ABC.A
‘

B
’

C
’

 coù  

AB = a, AC = 2a, AA’ = 2a 5  vaø BAC  = 120
0

. Goïi M laø trung ñieåm CC
’

. 

Chöùng minh MB vuoâng goùc MA’. Tính khoaûng caùch töø A ñeán maët phaúng 

(A’BM). 

Giaûi 

2 2 2 o

ABC BC AB AC 2AB.ACcos120      

2 2 2 2
1

BC a 4a 2a2a 7a

2

 
      

 
 

2 2 2

BCM vuoâng BM BC MC   
2 2 2

7a 5a 12a    

2 2 2

A'B'B vuoâng A'B A'B' BB'   
2 2 2

a 20a 21a    

2 2 2

A'MC' vuoâng A'M A'C MC'   
2 2 2

4a 5a 9a    

Ta coù: 
2

A'B  = 
2

A'M  + 
2

BM = 21a
2

 

Neân  BMA
’

 vuoâng taïi M MB MA'   

Veõ BH AC  

Ta coù BH AC  vaø BHAA’ neân BH  mp AMA'  

 BHA vuoâng 
o

BH a 3
sin60 BH

AB 2

     

Goïi N laø trung ñieåm AA’ MN AA'  

Vaäy dt
2

1 1
( MAA') MN.AA' .2a.2a 5 2a 5

2 2

     

Do ñoù: 

3

2

B.AMA'

1 a 3 a 15
V BH.dt( MAA') a 5

3 3 3

     

Goïi h laø khoaûng caùch töø A ñeán maët phaúng (BMA’) 

Ta coù:
A.BMA' B.AMA'

1
V V h.dt(BMA')

3

   

N 

A’ 

A 

B 

B’ 

H 

M 

C’ 

C 
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 h = 

3 3

B.AMM
3V a 15 2a 15 a

5
1dt( BMA ) 3(2a 3)3a

BM.MA

2

   
 

. 

 

Baøi 2. (Ñeà döï bò ÑH khoái B/07) Cho laêng truï ñöùng ABC.A’B’C’ coù ñaùy laø tam giaùc 

vuoâng AB = AC = a, AA’ = a 2 . Goïi M, N laø trung ñieåm AA’ vaø BC’. Chöùng 

minh MN laø ñöôøng vuoâng goùc chung cuûa AA’ vaø BC’. Tính theå tích khoái choùp  

M. A’BC’. 

Giaûi 

Goïi I, I’ laàn löôït laø trung ñieåm BC, B’C’ 

ABC caân taïi A AI BC (1)     

Maø   BB' (ABC) BB' AI (2)  

Töø (1)&(2) AI (BB'C'C')  AI BC'   

Maët khaùc:  MN // AI MN BC'         (3) 

AA' (ABC) AA' AI    

Maø MN // AI MN AA'        (4) 

Töø (3) vaø (4) MN laø ñöôøng  

vuoâng goùc chung cuûa AA’ vaø BC’ 

. Ta coù A'C' A'B' vaø AA'  

A'C' (A'B'BA)   

Vaäy 
C'.A'MB

1
V A'C'dt( BA'M)

3

   

1 1
A'C'. A'B'.A'M

3 2


3

1 a 2 a 2
.a.a.

6 2 12

  . 

 

Baøi 3. (Tuyeån sinh ÑH khoái D/09) Cho laêng truï ñöùng ABC.A’B’C’ coù tam giaùc ABC 

vuoâng taïi B. AB = a, AA’ = 2a, A’C = 3a. Goïi M trung ñieåm A’C’, I laø giao ñieåm 

AM vaø A’C. Tính theå tích khoái chop I.ABC vaø khoaûng caùch töø A ñeán mp (IBC) 

Giaûi 

Ta coù:  
2 2 2 2

A'AC AC 9a 4a 5a      

2 2 2 2

ABC BC 5a a 4a      

Do   
IA' A'M 1

A'M // AC

IC AC 2

    

Trong mp (A’AC) veõ IH // AA’  

thì IH (ABC)  

Ta coù:
IH CI 2

AA' CA' 3

   

A 

C 

C 

I 

N 

I a 

B 

B 

A 

M 

B 

A M C 

B I 

2a 

A 

a K 

C 
H 
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2 2 4a
IH AA' (2a)

3 3 3

     

Vaäy   
I.ABC

1
V IH.dt( ABC)

3

    
14a1

BA.BC

3 3 2

  
3

4a 4a
a.a

9.2 9

 

Ta coù:   BC  BA vaø  BB
’ 

 BC (ABB'A')      BC BA'   

Veõ IK BC  

Do IK // BA’ neân  
IK CI 2

BA' CA' 3

 

2 2
2 2 2a 5

IK BA' a 4a

3 3 3

      

Ta coù: 
I.ABC A.IBC

V V
1
d(A,(IBC)).dt( IBC)

3

   

1
d(A,(IBC)).IK.BC

6

  

3

4a
6.

6V 2a9
d(A,IBC)

IK.BC 2a 5 5
.2a

3

    . 

 

Baøi 4. (Tuyeån sinh ÑH khoái D/08) Cho laêng truï ñöùng ABC.A’B’C’ coù ñaùy tam giaùc 

ABC vuoâng caân taïi B vôùi BA = BC = a, AA’ = a 2 . Goïi M trung ñieåm BC. Tính 

theå tích khoái laêng truï ABC.A’B’C’ vaø khoaûng caùch cuûa hai ñöôøng thaúng AM vaø 

B’C theo a. 

Giaûi 

Ta coù: 
LT

V AA'.dt( ABC) 
2 3

a a 2
a 2( )

2 2

   

Goïi N trung ñieåm BB’.  

Ta coù: MN // B’C B'C // (AMN)  

Vaäy d(AM,B’C) = d(B’C,(AMN))  

= d(C,(AMN)) 

Maët khaùc:  

BC caét mp (AMN) taïi M 

Ta coù: 
d(C,AMN) MC

1

d(B,AMN) MB

   

B 

C 
M 

a 

A 

A 

C 
B 

N 

a 2

A 

I 

B K C 
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Veõ BH AM  vaø BK NH     (1) 

Ta coù: AM (BNH) AM BK     (2) 

Töø (1) (2) BK (AMN)   

Ta coù 
2 2 2

1 1 1

BK BN BH

   

2 2 2

1 1 1

BN BA BM

 
   

 
 

2 22

1 1 1

a aa 2

22

  
   

  
  

 
2 2 2 2

2 1 4 7

a a a a

     

Do ñoù  BK = d(AM,B’C) =
a

7

 

 

Daïng 2: LAÊNG TRUÏ XIEÂN ÑAÙY TAM GIAÙC 

 

Baøi 1. Cho laêng truï ABC.A’B’C’ coù ABC  ñeàu caïnh a, AA’ = 2a vaø AA’ taïo vôùi 

maët phaúng (ABC) goùc 60
o

. Tính VA.CA’B’ 

Giaûi 

Veõ A’H mp(ABC) o

A'AH 60   

o
A'H 3

sin60

AA' 2

   A'H a 3   

Ta coù:    
A.CA'B' B'.ABC C.A'B'C' ABC.A'B'C' LT

V V V V V  

Maø    
B'.ABC C.A'B'C' LT

1
V V V

3

      

          
A.CA'B' LT

1
V V

3

 

   
2 3

1 1 a 3 a
.A'H.dt( ABC) a 3.

3 3 4 4

 

 

N 

A 

M 

H 

K 

B 

A C 

B 

C A 

H 

B 

2a 

60
o
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Baøi 2. (Ñeà döï bò ÑH khoái B 2006) 

 Cho laêng truï ABC.A’B’C’ coù A’.ABC laø hình choùp tam giaùc ñeàu, AB = a,  

AA’ = b. Goïi   laø goùc cuûa hai maët phaúng (ABC) vaø maët phaúng (A’BC). Tính 

tan  vaø theå tích khoái choùp A’.BB’C’C theo a vaø b. 

Giaûi 

Do A’.ABC laø hình choùp tam giaùc ñeàu. 

Goïi H laø taâm cuûa  ABC thì A’Hmaët phaúng (ABC). 

Goïi E laø trung ñieåm BC thì BC AE A'E BC   

Do ñoù: AEA'    

A AH vuoâng 
2 2 2

A H AA AH     

2
2

2 2 2
2 a 3 a

A'H b . b

3 2 3

 
      

 
 

Ta coù:  HE
1 1 a 3
AE .

3 3 2

       

tan = 

2

2

2 2

a
b

A H 2 3b a3

1HE a
a 3

6


 

   

Ta coù: 
' ' 'A'BB'CC' A'.ABCABC.A BC

V V V    

=      
A'H 2

A'H.dt ABC dt ABC A'H.dt ABC

3 3

      

= 

2 2 2 2 2 2

2 3b a a 3 a 3b a

3 3 4 6

 
 . 

Baøi 3. Tuyeån sinh ÑH A/2008 

 Cho laêng truï ABC.A’B’C’ coù ñaùy ABC vuoâng taïi A, AB = a, AC = a 3 ,  

AA’ = 2a. Hình chieáu vuoâng goùc cuûa A’ leân maët phaúng (ABC) laø trung ñieåm cuûa 

BC. Tính theå tích khoái töù dieän A’ABC vaø cosin cuûa goùc taïo bôûi hai ñöôøng thaúng 

AA’, B’C’. 

Giaûi 

 Goïi H laø trung ñieåm BC 

Ta coù A’H maët phaúng (ABC) 

 vaø AH

2 2

BC a 3a
a

2 2


    

B 

A C 

B 

C A 

E 

H 
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AHA'vuoâng  

     2 2 2 2 2 2

A'H AA' AH 4a a 3a  

Vaäy: 
A'.ABC

1
V A'H.dt( ABC)

3

   

V = 
1
A'H.AB.AC

6

3

2
1 a
(a 3)(a 3)

6 2

   

 Goïi   laø goùc giöõa AA’ vaø B’C’: 

Ta coù: AA’ // BB’ vaø B’C’ // BC neân =

ˆ

B'BC  

A'B'H vuoâng   2 2 2 2

HB' A'B' A'H 4a    

Ta coù: B’B = B’H = 2a neân  BB’H caân taïi B’. 

Goïi I laø trung ñieåm BH thì B’IBH  

 B’IB vuoâng 
IB

cos cosB'BI

BB'

   

a

12
cos

2a 4

    . 

 

  

Baøi 4. (Tuyeån sinh ÑH khoái B/2009) 

 Cho laêng truï ABC.A’B’C’ coù BB’ = a. Goùc cuûa BB
’

 vaø maët phaúng (ABC) baèng 

60
o

, tam giaùc ABC vuoâng taïi C, goùc BAC = 60
o

. Hình chieáu vuoâng goùc cuûa B
’

 leân 

maët phaúng (ABC) truøng vôùi troïng taâm tam giaùc  ABC. Tính theå tích khoái A
’

.ABC 

Giaûi 

Ta coù B’G
o

(ABC) B'BG 60    

Ñaët: AC = x, 

Goïi I trung ñieåm BC 

o
BC

ABC tan60 3

AC

     

BC 3x   

BIC  BI
2

 = 3x
2

 + 

2

x

4

 

2

13x

4

  

2 x 13
BG BI

3 3

    

' o
BG 1

BBG cos60

BB' 2

    BB' 2BG   

A C’ 

B 

A C 

H 

I 

B 

B A 

C 

A 

I 

C 

G 

B 

60
o 
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2x 13
a

3

 
3a

x

2 13

   

2

2 2 2 2
13x

B'BG B'G B'B BG a

9

       

       

2 2

2 2
13 9a 3a

B'G a .

9 4.13 4

     

Ta coù: A’B’ // (ABC) d(A',ABC) D(B',ABC)   

Do ñoù: 
A'.ABC

1
V B'G.dt( ABC)

3

   

1 a 3 1
. . .x.x. 3

3 2 2

 2
1

.3ax

12


2 3

1 9a 9a
a

4 4.13 208

  . 

 

Baøi 5. Cho hình laêng truï ABC.ABC coù ñaùy ABC vuoâng taïi C, 

BC = 2a, AC = a 6 , hình chieáu vuoâng goùc cuûa B leân maët phaúng (ABC) laø 

trung ñieåm cuûa BC, goùc cuûa BB vaø maët phaúng (ABC) baèng 45
o

. 

 a) Tính theå tích khoái laêng truï. 

 b) Tính goùc cuûa hai maët phaúng (ABBA) vaø (CBBC). 

Giaûi 

a) Goïi H laø trung ñieåm BC  

Ta coù:  BH  (ABC)  

vaø  B BH  = 45
o

  

BBH  caân taïi H  

 HB = a, BB = a 2   

Vaäy VLT = BH dt(ABC)  

= a  
1

2

(2a)(a 6 )  

= a
3

6   

b) Veõ AK  BB Do AC  (CCBB) neân CK  BB  

Vaäy AKC  laø goùc cuûa hai mp(ABBA) vaø (CBBC)  

CKB  caân coù BC = a neân CK = KB = 
2a

2

 = a 2   

ACK  taïi C  tan
AC a 6

AKC 3

CK a 2

    AKC

3


 . 

C 

A 

B 

K 

B 

A 

C H 

2a 

a 6

45
o 
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Baøi 6. Cho hình laêng truï ABC.ABC coù ñaùy laø tam giaùc ñeàu. Hình chieáu vuoâng 

goùc cuûa A leân maët phaúng (ABC) laø trung ñieåm cuûa BC, AA = 2a. Hai maët 

beân coù caïnh chung AA vuoâng goùc nhau. Tính theå tích khoái laêng truï theo a. 

Giaûi 

Veõ BH  AA  

Do (AABB)  (AACC)  

 BH  (CAAC)  

 BH  CH   (1)  

Goïi I laø trung ñieåm BC  

Ta coù AI  (ABC)  

Maø IB = IC neân AB = AC  

Ta coù BC  AI vaø AI  

Neân BC  (AAI)  

 BC  HI   (2)  

Töø (1) vaø (2)  HBC  caân taïi H  

Ñaët x baèng caïnh cuûa ABC ñeàu  

Thì AI = 
x 3

2

 vaø HI = 
BC x

2 2

   

Ta coù: AAI  taïi I  AI
2

 = AA
2

 – AI
2

 = 4a
2

 – 

2

3x

4

 

Ta coù: BHA = CHA  CHA BHA 1v     

AA  BC vaø CH  AA  (BHC)  AA  HC  

Do ñoù: Dt(  AIA) = 
1

2

AI.AI = 
1

2

IH.AA 

 

2

2
3x x 3 x

4a . .2a

4 2 2

   

2

2 2
3x

4a 3 4a

4

 
  

 
 

 8a
2

 = 

2

9x

4

  x
2

 = 

2

32a

9

  

Vaäy: VCT = AI.dt(ABC)  

= 

2 2 2

2 2 2
3x x 3 8 8a 3

4a . (4a a )

4 4 3 9

 
   

 
 

= 

2 3

2a 8a 3 16a
.

9 93

 . 

 

 

 

C A 

B 

H 

C 

I 

B 

A 
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Daïng 3: HÌNH HOÄP ÑÖÙNG 

 

Baøi 1. (Ñeà döï bò tuyeån sinh ÑH khoái D/2006) 

 Cho hình laäp phöông ABCD.A’B’C’D’ caïnh a. Laáy K treân caïnh CC
’

 sao cho 

CK = 
2

3

a. Goïi () laø maët phaúng qua A, K vaø song song BD, () chia khoái laäp 

phöông laøm hai khoái ña dieän. Tính theå tích hai khoái ña dieän ñoù theo a. 

Giaûi 

Goïi O vaø O
’

 laø taâm hai hình vuoâng ABCD 

vaø A
’

B
’

C
’

D
’

. AK caét OO
’

 taïi I. 

 ACK coù OI laø ñöôøng trung bình neân 

OI = 
CK a

2 3

  

Maët phaèng () // BD vaäy () caét maët 

phaúng (DBB
’

D
’

) theo giao tuyeán MN 

qua I vaø song song BD. 

Ta coù: BD  AC vaø AA’  

neân BD  mp AA 'C'C' BD AK    

Maø MN // BD  MN   AK 

Maëc khaùc I laø trung ñieåm MN vaø AK neân ANKM laø hình thoi. Ta coù: 

V1 = VAMKN.ABCD = 2VAMK.ABC = 2VA.MKCB 

=    
2 2AB BC

AB.dt MKCB . MB KC

3 3 2

   

= 

2 2

a a 2a a

3 3 3 3

 
  

 
 

Vaäy V2 = VAMKN.A’B’C’D = VABCD.A’B’C’D – V1 = a
3

 – 

3 3

a 2a

3 3

 . 

 
 

Baøi 2. (Ñeà döï bò ÑH khoái A 2006) Cho hình hoäp ñöùng ABCD.A’B’C’D’ coù  

AB = AD = a, 
o

BAD 60 , AA’=
a 3

2

. Goïi M, N laàn löôït laø trung ñieåm cuûa 

A’D’ vaø A’B’. 

 a. Chöùng minh AC’ vuoâng goùc maët phaúng (BDMN). 

 b. Tính theå tích khoái choùp A.BDMN. 

Giaûi 

 

D C 

A 

K 

C 

B A 

M 

O 

D 

N B 

O 

I 
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a/ ABD ñeàu neân AC BD  

Maø: AA ' BD  neân BD   maët 

phaúng (AA’CC’) BD AC'   (1) 

Goïi O vaø O’ laø taâm hai hình thoi 

ABCD vaø A’B’C’D’. Goïi I laø trung 

ñieåm MN.  

Ta coù: 
a 3

OA AA '

2

   

neân AOA’O’ laø hình vuoâng 

Do ñoù: AC' OI  taïi H   (2)  

Töø (1), (2) ta coù: AC'   maët phaúng (BDMN) 

b/  OAK vuoâng 
2

OA AH.AK   

 AH = 

2

2

2 2

3a

OA 3a4

AK 153a 3a

4 16

 



 

Ta coù: BD   maët phaúng (AA’CC’) BD OI   

a 15
OAK OIO ' OI AK

4

       

Do ñoù: 
A.BDMN

1
V AH.dt(BDMN)

3


1 IO

AH. (BD MN)

3 2

   

3

1 3 1 3a a 15 3a
AH.IO. BD . . .a

6 2 4 4 1615

    

 

 

Daïng 4: HÌNH HOÄP XIEÂN 

 

Baøi 1. Cho hình hoäp xieân ABCD.ABCD coù ñaùy ABCD laø hình thoi caïnh a, 

BAD= 60
o

 AA = AB = AD, caïnh beân taïo ñaùy (ABCD) goùc . Tính theå tích 

khoái hoäp ABCD.ABCD theo a vaø . 

Giaûi 

Goïi I laø taâm cuûa  ñeàu ABD ta coù IA = IB = ID  

Maët khaùc: AA = AB = AD  

Vaäy AI laø truïc ñöôøng troøn (ABD)  

B C 

A 

O 

D K H 

B 

N 

I 

M 
A 

D 

C 

O 
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 AI  (ABCD)  

Do ñoù: goùc cuûa AA vaø ñaùy (ABCD)  

laø A AI  =   

Ta coù AI = 
2

3

AO = 
2

3

.
a 3 a 3

2 3

   

AAI   tan = 
A I

AI


  

 AI = AItan = 
a 3

3

tan  

vaø S   = dt(ABCD) = 2dt(ABD)  

          = 2.

2

a 3

4

 = 

2

a 3

2

  

Do ñoù VLT = Bh = AI dt(ABCD) = 
a 3

3

tan.

2

a 3

2

 = 

3

a

2

tan. 

 

Baøi 2. Tuyeån sinh ÑH khoái B/2011 

 Cho laêng truï ABCD.A’B’C’D’ coù ABCD laø hình chöõ nhaät AB = a, 

AD = a 3 . Hình chieáu vuoâng goùc cuûa A’ leân mp(ABCD) truøng vôùi giao ñieåm 

cuûa AC vaø BD. Goùc cuûa hai mp(ADD’A’) vaø mp(ABCD) baèng 60
o

. Tính theå 

tích khoái laêng truï ABCD.A’B’C’D’ vaø khoaûng caùch töø B’ ñeán mp(A’BD’). 

Giaûi 

 

 Goïi O laø giao ñieåm AC vaø BD  

Goïi I trung ñieåm AD Ta coù OI  AD  A’I  AD  

Vaäy A IO  = 60
o

  A’IO   tan60
o

 = 
A O

IO


 = 3  

 AO = 
a

3

2

 

Ta coù VLT = AO.dt(ABCD) = 
a 3

2

.a.a 3  = 

3

3a

2

  

 Ta coù B’C // A’D  B’C // mp(A’BD)  

Vaäy d(B’, (A’BD)) = d(C, (A’BD))  

Veõ CH  BD  

Do A’O  (ABCD)  A’O  CH  

Vaäy CH  (A’BD)  

BCD   CH.BD = CD.CB  

A B 

C 
D 

D 
C a 

B 
H 

O 

I 

A 

B C 

D A 

B 

O 

I 

A D 

C 
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Vaäy CH = d(B’, (A’BD))  

             = 
2 2

a.a 3 a 3

2a 3a




. 
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C. BAØI TAÄP TÖÏ GIAÛI 

BT1. Cho ABC.A’B’C’ laø hình laêng truï ñöùng ñaùy laø  ñeàu caïnh a, AA’ = a 2 . Tính 

A.BCA '
V . 

BT 2. Cho laêng truï ñöùng ABC.A’B’C’, ñaùy laø tam giaùc ñeàu caïnh a; BC’ taïo maët 

beân (ABB’A) maët goùc 30
o

. Tính theå tích laêng truï. 

BT3. Cho laêng truï ñöùng ABC.A’B’C’ ñaùy laø tam giaùc ñeàu caïnh a. Maët phaúng 

(ABC’) taïo vôùi maët beân (BCC’B’) moät goùc  . Goïi I, J laø hình chieáu cuûa A leân 

BC vaø BC’. 

a) Chöùng minh goùc AJI baèng   

b) Tính theå tích khoái laêng truï. 

BT4. Cho khoái laêng truï ABC.A’B’C’ ñaùy ABC laø tam giaùc vuoâng caân ñænh A. Maët 

beân ABB’A’ laø hình thoi caïnh a naèm trong maët phaúng vuoâng goùc vôùi ñaùy. Maët 

beân ACC’A’ taïo vôùi maët ñaùy moät goùc . Tính theå tích hình laêng truï. 

BT5. (DB/B06) Cho laêng truï ñöùng ABC.A’B’C’ coù theå tích V. Caùc maët phaúng 

(ABC’), (A’BC), (AB’C) ñoàng quy taïi O. Goïi H laø hình chieáu vuoâng goùc cuûa O 

leân maët phaúng (ABC). 

a) Chöùng minh H laø troïng taâm ABC . 

b) Tính theå tích töù dieän O.ABC theo V. 

BT6. (D2008) Cho laêng truï töù giaùc ñeàu ABCD.A’C’B’D’ coù ñöôøng cao h, goùc cuûa 

(A’BD) vaø (ABB’A’) laø  . Tính VLT vaø Sxq cuûa laêng truï theo h vaø  . 

(ÑS: 
3 2

V h t an 1     
2 2

S 4h tan 1   ) 

BT7. Cho laêng truï ñöùng ABC.A’B’C’ coù tam giaùc ABC caân taïi A. Goùc cuûa AA’ vaø 

BC’ laø 

6


. Goùc nhò dieän caïnh AA’ laø 

3


. Tính theå tích laêng truï 

BT8. (DBD2007) Cho laêng truï ñöùng ABC.A’B’C’ coù taát caû caùc caïnh ñeàu baèng a. 

Goïi M laø trung ñieåm AA’. Chöùng minh BM vuoâng goùc vôùi B’C vaø tính khoaûng 

caùch giöõa hai ñöôøng thaúng BM, B’C. 

BT9. Cho hình hoäp xieân ABCD.A’B’C’D’ coù ñaùy ABCD laø hình thoi caïnh a. Goùc BAC 

baèng 60
o

. AA’ = A’B = A’D vaø caïnh beân taïo vôùi ñaùy goùc  . 

a) Xaùc ñònh goùc  vaø chaân ñöôøng cao veõ töø A’. 

b) Tính theå tích V cuûa hình hoäp. 

BT10. Cho laêng truï ñöùng ABC.A’B’C’ coù  ABC   taïi B. AB = a, AA’ = 2a,  

A’C = 3a. Goïi M laø trung ñieåm A’C’, I laø giao ñieåm AM vaø A’C. Tính 
IABC

V vaø 

d(A,(IBC).  

BT11. Cho laêng truï tam giaùc ñeàu ABC.A’B’C’ coù maët phaúng  A
’

BC caùch A moät khoaûng 
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a 3

4

 vaø taïo vôùi BC goùc coù sin  = 15 . Tính theå tích laêng truï. 

BT12. Cho laêng truï xieân ABC.A’B’C’ coù ñaùy tam giaùc ABC ñeàu caïnh a, 

 AA’ = A’B = A’C, goùc cuûa hai maët phaúng (ABB’A’) vaø (ABC) laø 60
o

. Tính theå 

tích vaø dieän tích xung quanh cuûa laêng truï. 

BT13. Cho laêng truï xieân ABC.A’B’C’ coù  ABC   taïi C, B= 2a, AC = a 6 . Goïi 

H laø trung ñieåm BC thì B
’

H mp(ABC) goùc cuûa BB
’ 

vaø mp (ABC) baèng /4. 

Tính theå tích khoái laêng truï vaø goùc cuûa hai maët phaúng (ABB
’

A
’

) vaø (CBB
’

C
’

). 

VAÁN ÑEÀ 3: HÌNH TRUÏ 

 

 Hình truï laø hình sinh bôûi hình chöõ nhaät quay moät voøng quanh moät caïnh. 

 Caùc thieát dieän qua truïc  

laø caùc hình chöõ nhaät baèng nhau. 

V = B.h 

Sxq = 2Rh 

B: dieän tích ñaùy 

h: chieàu cao 

R: baùn kính ñaùy 

 

Baøi 1. Beân trong hình truï troøn xoay coù moät hình vuoâng ABCD caïnh a noäi tieáp maø 

hai ñænh lieân tieáp nhau A,B naèm treân ñöôøng troøn ñaùy thöù nhaát cuûa hình truï, hai 

ñænh coøn laïi naèm treân ñöôøng troøn ñaùy thöù hai cuûa hình truï.  Maët phaúng hình 

vuoâng ABCD taïo maët phaúng ñaùy cuûa hình truï moät goùc 45
0

. Tính theo a dieän 

tích xung quanh hình truï ñoù vaø theå tích khoái truï ñoù. 

Giaûi 

Goïi 
'

B  laø hình chieáu vuoâng goùc cuûa B xuoáng maët ñaùy chöùa (O’)  

ABCD hình vuoâng DC CB CD CB'     

Do ñoù: 
0

BCB' 45  vaø DB’ laø ñöôøng kính cuûa (O’). 

'

BBC vuoâng caân neân: BB’ = CB’ = 
a 2

2

 

CDB'  vuoâng neân:  

DB = 2 2

CD CB'
2

2
2a a 6

a

4 2

    

O 

O 

C 

A 

O 

B 

B 

D 
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'

DB a 6
R

2 4

  
 

Do ñoù 

2

a 6 a 2 a 3
Sxq 2 Rh 2 .

4 2 2


       

vaø: 

2 3

2
6a a 2 3 a 2

V R h . .

16 2 16


     . 

Baøi 2. (Tuyeån sinh ñaïi hoïc khoái A naêm 2006) Cho hình truï coù ñaùy laø hai hình 

troøn taâm O vaø 
'

O , baùn kính ñaùy baèng chieàu cao vaø baèng a. Treân ñöôøng troøn 

taâm O laáy ñieåm A, treân ñöôøng troøn taâm 
'

O  laáy ñieåm B sao cho AB = 2a. Tính 

theo a theå tích töù dieän O.O
’

AB. 

Giaûi 

Veõ BC vuoâng goùc maët phaúng ñaùy chöùa ñöôøng 

troøn (O). ABC vuoâng  

  AC
2 

 = AB
2 

 – BC
2

 = 4a
2

 – a
2

 = 3a
2 

Veõ CH OA  

Maø 
'

OO CH  

Neân CH   mp (
'

OO A)  

Ta coù BC // mp (
'OO A)  

Neân CH = d (C, (
'OO A)) = d (B, (

'OO A)) 

2 2 2

AOC AC OA OC 2OA.OCcosAOC      

2 2 2

3a 2a 2a cosAOC

1
cosAOC

2

  

  
 

 AOC
0

120  

 vuoâng COH 
0

CH a 3
sin60 CH

OC 2

   
 

Vaäy: ' '

3

2

O.ABO B.AOO

1 1 a 3 1 a 3
V V CH.dt( OO'A) . a

3 3 2 2 12

 
     

 
 

 

 

Baøi 3. Cho hình truï coù hai hình troøn ñaùy taâm O vaø O’, baùn kính ñaùy R, chieàu cao 

R 2 . Goïi A laø ñieåm treân ñöôøng troøn (O). Tìm B vaø C treân ñöôøng troøn (O’) 

sao cho tam giaùc ABC ñeàu. 

Giaûi 

O 

B 

A C 

O H 
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Töø A veõ AA'// OO' AA ' mp chöùa (O’). 

Veõ ñöôøng kính A 'O'D . 

Do AB = AC neân A’C = A’B. 

Maët khaùc O’B = O’C = R. 

Vaäy O’A’ laø ñöôøng trung tröïc cuûa BC.  

O'A ' BC   taïi trung ñieåm I. 

Ñaët x = A’I (0 x 2R  ) 

A 'BD vuoâng taïi B neân BA’
2

 = A’I.A’D = 2Rx  

vaø IB
2 

= IA’.ID = (2R – x) x 

Vaäy BC = 2BI = 2 x(2R x)  

A 'AB  vuoâng taïi A’  

neân BA
2

 = AA’
2

 + BA’
2 

= 2R
2

 + 2Rx 

Maø ABC  ñeàu  

2 2 2

BA BC 2R 2Rx 4x(2R x)       

2 2

4x 6Rx 2R 0     

 x = R   x = 
R

2

 

Do ñoù ABC  ñeàu khi  

 IA’ = R  BC ñöôøng kính cuûa (O’) maø vuoâng goùc O’A’ 

 IA’ = 
R

2

 BC laø daây vuoâng goùc O’A’ taïi trung ñieåm cuûa O’A’. 

 

Baøi 4. Cho hình truï coù ñaùy laø hai hình troøn taâm O vaø 
'

O  baùn kính R, chieàu cao 

R 2 . Treân hai ñöôøng troøn O vaø 
'

O laáy laàn löôït hai ñieåm A vaø B sao cho goùc 

hai ñöôøng thaúng OA vaø O ' B baèng  khoâng ñoåi. 

a) Tính AB theo R vaø  

b) Chöùng minh khi AB di ñoäng thì trung ñieåm cuûa AB luoân di ñoäng treân moät 

ñöôøng troøn coá ñònh. 

Giaûi 

a/ Veõ O'A ' // OA thì A'O'B  = .  

Veõ O'H A'B HA' HB    

AOA 'O'  laø hình chöõ nhaät  

  AA'// OO' AA ' (O') 
 

 

' '

OAH vuoâng 
A 'H

sin

2 O 'A '


    

A 'B 2A 'H 2Rsin

2


    

O 

A 

C 

A 

B 
D 

O 

I 

R 2
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 A A 'B vuoâng  

2 2 2 2 2 2

AB AA ' A 'B 2R 4R sin

2


      

2

AB R 2 4sin

2


  

 

b/ Goïi K laø trung ñieåm OO'  vaø I trung ñieåm AB 

Ta coù: 
'

1
IH AA

2

  vaø 
' ' '

1 1
KO OO AA

2 2

    

Do 
'

IH KO neân 
'

O HIK laø hình chöõ nhaät  

Do ñoù KI 
'

O H R cos

2


  (khoâng ñoåi). 

Do ñoù I luoân di ñoâng treân ñöôøng troøn taâm K baùn kính 
'

R R cos

2


  naèm 

trong maët phaúng qua K vaø song song vôùi hai ñaùy. 

 

Baøi 5. Cho moät hình hoäp chöõ nhaät ABCD.
' ' ' '

ABCD , BC = b, ñöôøng cheùo 
'

D B cuûa 

hình hoäp taïo vôùi maët phaúng ñaùy moät goùc  vaø taïo vôùi maët phaúng beân CDD
’

C
’

 moät 

goùc . 

a) Tính dieän tích xung quanh cuûa hình truï ngoaïi tieáp hình hoäp ñoù. 

b) Tính theå tích hình hoäp ABCD.ABCD. 

Giaûi 

a/ Ta coù: D BD    vaø BD C   (do BC  (DCC
’ 

D’) 

 

BCD vuoâng taïi C coù BD
b

sin




 

DDB coù DD
bsin

BD sin

sin


  


 

Baùn kính ñaùy R cuûa hình truï  

ngoaïi tieáp hình hoäp: 

'
BD 1 bcos

R BDcos

2 2 2sin


   


 

2

'

2

b sin2
S 2 R.DD

2sin

 
   


 

b/ Ta coù: 
bcos

BD

sin





 

O 

O 

 

A 
B 

H 

I 

K 

A 

D 
C 

A B 

D C 

B A 

 

 

b 
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ABD   AB = 

2 2

2 2 2

2

b cos
BD AD b

sin


  


 = 

2 2
b

cos sin

sin

  


 

 V = 

2

2 2

2

b sin
cos sin

sin


  


 



 

 Hình hoïc  139 

C. BAØI TAÄP TÖÏ GIAÛI 

BT1. Cho hình truï coù baùn kính ñaùy R vaø chieàu cao R laáy hai ñieåm A, B naèm treân 

hai ñöôøng troøn ñaùy sao cho AB = 2R. Tính khoaûng caùch töø AB ñeán truïc hình truï 

theo R. 

BT2. Cho hình truï coù ñaùy laø hai ñöôøng troøn taâm O vaø O’ baùn kính R, ñöôøng cao 

R 2 . Laáy A treân (O), B treân (O’) sao cho OA vuoâng goùc O’B 

a) Chöùng minh caùc maët beân cuûa hình chop OABC’ laø caùc tam giaùc vuoâng. Tính V 

khoái choùp. 

b) Goïi () laø maët phaúng qua AB vaø song song OO’. Tính d(OO’, ) 

BT3. Cho hình truï coù theå tích V khoâng ñoåi. Tính dieän tích ñaùy vaø chieàu cao sao cho 

dieän tích toaøn phaàn ñaït giaù trò nhoû nhaát. 

BT4. Cho hình truï coù thieát dieän qua truïc laø hình vuoâng, dieän tích xung quanh laø 4. 

a) Tính dieän tích toaøn phaàn cuûa hình truï. 

b) Tính theå tích khoái truï. 

BT5. Cho laêng truï ñöùng 
' ' ' '

ABCD.ABCD coù ñaùy ABCD laø ABCD laø hình thang caân 

vôùi ñaùy nhoû AB = a, ñaùy lôùn CD = 4a, caïnh beân 
5a

2

. Chieàu cao laêng truï h. 

a) Chöùng minh coù hình truï noäi tieáp laêng truï ñaõ cho. 

b) Tính dieän tích toaøn phaàn vaø theå tích hình truï ñoù. 
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VAÁN ÑEÀ 4: HÌNH NOÙN 

 

– Hình noùn troøn xoay laø hình sinh ra bôûi moät 

tam giaùc vuoâng quay moät voøng quanh moät 

caïnh goùc vuoâng. 

– Caùc thieát dieän qua truïc  

laø caùc tam giaùc caân baèng nhau. 





xq

2

S = h

1
V = R h

3

l

 

R: baùn kính ñöôøng troøn ñaùy 

l = SM: ñöôøng sinh 

h = SO: ñöôøng cao 

– Hình noùn cuït laø moät phaàn cuûa hình noùn giôùi haïn bôûi maët ñaùy vaø moät thieát dieän 

vuoâng goùc vôùi ñaùy. 

xq

2 2

2 2 2

S (R R ').

1
V h(R R ' RR ')

3

h (R R ')

  

   

  

l

l

 

R, R ' : baùn kính hai ñaùy  

h = OO' : chieàu cao  

l = MM' : ñöôøng sinh 

 

 

 

 

Baøi 1. Cho hình noùn coù chieàu cao h. Goïi ( )  laø maët phaúng qua ñænh hình noùn vaø 

taïo maët ñaùy moät goùc 

4


. Tính theo h dieän tích maët caét cuûa ( )  vaø hình noùn, 

O 

M 

O 

M 

O 

M 

S 
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bieát raèng maët caét chaén treân ñöôøng troøn ñaùy moät cung coù soá ño 
2

3


. 

Giaûi 

Veõ OH  AB thì SH  AB     Ta coù: 


 SHO

4

 SHO vuoâng caân  

  SH = SO 2  = h 2  vaø OH = SO = h 

Ta coù: sñ AB= 120
0

  BOH= 60
0 

OBH vuoâng   tan60
0

 = 
BH

OH

 

  AB = 2BH = 2h 3  

Do ñoù: dt ( SAB) = 
1

2

SH.AB = 
1

2

 (h 2 )(2h 3 )= h
2 

6  

Baøi 2: Cho ABC vuoâng taïi A, coù AB = a vaø ACB    

 Ngöôøi ta quay tam giaùc ñoù moät voøng quanh BC. 

 Tính theå tích khoái troøn xoay taïo thaønh theo a vaø  .  

Giaûi 

Veõ ñöôøng cao AH 

AB aABC sin BC
BC sin

      


   

vaø   
ABtan AC ABcot
AC

      

AHAHC sin
AC

     

 AH = ACsin  

= acost sin = acos 

 

Khi quay ABC quanh BC thì khoái troøn xoay taïo thaønh 

goàm hai hình noùn coù ñaùy laø ñöôøng troøn taâm H baùn kính AH 

Ta coù: V = 
2 2

BH.AH CH.AH

3 3

 
  

2 2

AH (BH CH) AH .BC

3 3

 
    

H 

B 

A 

O 

S 

A 

A 
C 

B 

 

H 
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 
   

 

3 2

2 2
a a cos

(a cos )

3 sin 3 sin

  

 

Baøi 3. Moät hình noùn coù ñöôøng cao 20, baùn kính ñaùy r = 25. 

a) Tính dieän tích xung quanh hình noùn. 

b) Moät thieát dieän qua ñænh vaø caùch taâm cuûa ñaùy laø 12. Tính dieän tích thieát 

dieän ñoù. 

Giaûi 

a)  SOA vuoâng  

  SA
2

 = SO
2

 + OA
2

 = 400 + 625 = 1025      SA = 5 41  

  Vaäy   Sxq = Rl =  .25.5 41  = 125 41 .  

b) Maët phaúng qua ñænh S caét maët noùn theo hai 

ñöôøng sinh SM vaø SN. 

Veõ OH   MN vaø OK   SH 

Ta coù MN   mp (SOH) neân MN OK 

Vaäy OK   mp(SMN)  

  OK = 12 = d(O, mp (SMN)) 

SOH  vuoâng 
2 2 2

1 1 1

OH OK SO

1 1

144 400

256

144.400

  

 



 

12 20
OH 15

16


    

OMH  vuoâng 
2 2 2

MH OM OH 625 225 400       

MN 2MH 40    

SOH  vuoâng 
2 2 2

SH SO OH 400 225 625      SH 25   

Vaäy: dt
1 1

( SMN) SH.MN .25.40 500

2 2

    . 

 

Baøi 4. Cho moät hình choùp töù giaùc ñeàu S.ABCD coù caïnh ñaùy baèng a vaø BSC    

vôùi 0

2


   . Tính theo a vaø  . 

 a) Theå tích khoái choùp theo a vaø  . 

 b) Dieän tích xung quanh hình noùn ngoaïi tieáp hình choùp ñoù. 

Giaûi 

a/ Goïi H laø taâm hình vuoâng ABCD thì SH mp(ABCD)  

K 

S 

M 

O 

H N 

A 

K 
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Goïi M laø trung ñieåm cuûa BC. Ta coù HM   BC  SM  BC 

 SMC vuoâng    SM = 
a

2

 cot 

2


 

 SHM vuoâng  

SH =

2 2

2
a a

cot

4 2 4


 = 

a cos

2sin

2




 

Theå tích khoái choùp: 

3

a cos
V

6sin

2





 

 

b/ Dieän tích xung quanh hình noùn ngoaïi tieáp hình choùp laø: S = HB.SB 

Vôùi: HB = 
a 2

2

 vaø SB = 
a

2sin

2


  

2

a 2
S

4sin

2





. 

 

Baøi 5. Cho hình choùp tam giaùc ñeàu S.ABC, caïnh ñaùy a, goùc ôû ñænh cuûa maët beân 

laø . 

a) Tính theå tích khoái choùp ñaõ cho theo a vaø    

b) Tính dieän tích xung quanh cuûa hình noùn ñænh S noäi tieáp trong hình choùp ñoù 

theo a vaø  . 

Giaûi 

a/ Goïi O laø taâm tam giaùc ñeàu ABC thì SO mp(ABC)  

Goïi I laø trung ñieåm BC. 

Do SBC caân neân SI  BC  

vaø 
1

BSI BSC

2 2


   

Ta coù: OB = 
2

BJ

3

 = 
2 a 3 a 3

.

3 2 3

  

 SBI vuoâng taïi I  


   



BI a
sin BS

2 SB
2sin

2

 

 SOB vuoâng taïi O  

  SO
2

 = SB
2

 – OB
2

  

= 

2 2 2

2 2

a a a 3
4

3 12
4sin sin

2 2

 
 

   
 

 
 

 

2

2
a

3cot 1

12 2

 
  

 
 

S 

A B a 

M 

C 

H 

D 

 

S 

A 

B 

I 

C J 

O 
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Vaäy: VS.ABC = 
1

3

h.dt (ABC) 

2 3

2 2
a a 3 a

V . . 3cot 1 3cot 1

4 2 24 26 3

 
      

b/  SBI
BI

tan

2 SI


 

BI a a
SI .cot

2 2
tan

2

   
   

vaø 
a 3

R OI

6

   

Vaäy 

2

xq

a 3 a a 3
S R cot cot

6 2 2 12 2

  
     . 

Baøi 6. Cho S.ABC laø hình choùùp tam giaùc ñeàu coù caïnh beân laø a vaø goùc cuûa maët 

beân vaø maët ñaùy laø 
0

30 .Goïi hình noùn noäi tieáp hình choùp laø hình noùn ñænh S ñaùy 

laø ñöôøng troøn noäi tieáp tam giaùc ñeàu ABC. Tính dieän tích xung quanh hình noùn 

noäi tieáp hình choùp S.ABC theo a. 

Giaûi 

Goïi J laø trung ñieåm BC, I laø taâm 

ñöôøng troøn noäi tieáp tam giaùc ñeàu 

ABC. Do S.ABC laø hình choùp ñeàu neân 

SI  mp(ABC) vaø AJ  BC 

 SJ  BC. Vaäy 
0

SJA 30 . 

Ñaët r = IJ laø baùn kính ñöôøng troøn noäi 

tieáp  ABC. 

SIJ vuoâng 
0

SI
tan30

IJ

    

vaø 
0

IJ
cos30

SJ

  
r 3

SI

3

    

vaø 
2r

SJ

3

  

SIA vuoâng 
2 2 2

SA AI SI    

2
2 2

2 2 2
r 3 r 13r

a (2r) 4r

3 3 3

 
       

 
 

3
r .a

13

 

Vaäy   
2r 2a

SJ

3 13

 

A 

C 

J 

B 

S 

I 
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Do ñoù: 

2

xq

3 2a 2a 3
S r . a

1313 13

   
        

  
. 

Baøi 7. Cho hình noùn troøn xoay coù chieàu cao 15 cm, baùn kính R = 6 cm. Tìm chieàu 

cao vaø baùn kính ñaùy cuûa hình truï coù dieän tích toaøn phaàn lôùn nhaát noäi tieáp 

trong hình noùn. Tính dieän tích toaøn phaàn hình truï ñoù. 

Giaûi 

Goïi r vaø h laø baùn kính ñaùy vaø chieàu cao cuûa 

hình truï noäi tieáp trong hình noùn vôùi 0 < r < 6 

vaø 0 < h < 15. 

Ta coù: Stp = 2Sñaùy + Sxq = 2 r
2

 + 2 rh 

Do MN // SH 
AN MN 6 r h

AH SH 6 15


     

 
     

 

r 5r
h 15 1 15

6 2

 

Vaäy:   S(r) = 
2

5r
2 r 2 r 15

2

 
    

 
 

S(r) = 
2

2 2

2 r 30 r 5 r 30 r 3 r          vôùi 0 < r < 6 

Ta coù:  S’(r) = 30 6 r   ; S’(r) = 0 r = 5 

r 0  5  6 

s'  + 0 –   

s   75 

CÑ 

   

Do ñoù: Smax = 75

r 5

5
h

2




  




 

S 

M 

A B 

N H 

K 
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C. BAØI TAÄP TÖÏ GIAÛI 

BT1. Cho hình noùn ñænh S, ñöôøng cao SO. Laáy A, B thuoäc ñöôøng troøn taâm O sao 

cho d(O, AB) = a, SAO = 30
0

, SAB= 60
0

. Tính dieän tích xung quanh hình noùn. 

BT2. Cho hình choùp töù giaùc ñeàu S.ABCD coù chieàu cao SH baèng h, goùc SAB baèng 

  vôùi 
0

45  . Tính dieän tích xung quanh hình noùn ñænh S vaø ñaùy laø ñöôøng 

troøn ngoaïi tieáp hình vuoâng ABCD. 

BT3. Cho hình noùn  coù baùn kính ñaùy R, ñöôøng cao SO. Maët phaúng (P) coá ñònh 

vuoâng goùc SO taïi 
'

O caét   theo ñöôøng troøn coù baùn kính ñaùy 
'

R . Maët phaúng (Q) 

thay ñoåi vuoâng goùc SO taïi O1 (O1 naèm giöõa O vaø 
'

O ) caét hình noùn theo thieát 

dieän laø hình troøn coù baùn kính x. Tính x theo R, 
'

R  neáu (Q) chia hình noùn naèm 

giöõa (P) vaø ñaùy hình noùn theo 2 phaàn coù theå tích baèng nhau. 

BT4. Cho hình noùn coù chieàu cao h. Goïi ( ) laø maët phaúng qua ñænh hình noùn vaø taïo 

vôùi ñaùy goùc 

4


. Tính dieän tích maët caét chaén treân ñaùy coù soá ño 

2

3


 

BT5. Trong caùc khoái noùn troøn xoay cuøng coù dieän tích toaøn phaàn baèng   thì khoái 

naøo coù dieän tích lôùn nhaát 

BT6. Cho hình noùn troøn xoay coù chieàu cao h vaø coù baùn kính ñaùy R. Trong caùc maët 

phaúng qua ñænh hình noùn, xaùc ñònh maët phaúng caét hình noùn theo maët caét coù dieän 

tích lôùn nhaát vaø haõy tính dieän tích aáy. 



 

 Hình hoïc  147 

 

 

VAÁN ÑEÀ 5: MAËT CAÀU – THEÅ TÍCH KHOÁI CAÀU 

Maët caàu taâm I baùn kính R, kí hieäu S(I, R) 

S(I, R) =  M/ IM R
       

Hình caàu taâm I baùn kính R, kí hieäu B(I, R) 

B(I, R) =  M/ IM R
 

Theå tích hình caàu B(I, R):  

R3
4

V =

3
 

Dieän tích maët caàu:  

 2

mc
s = 4 R  

 Phöông phaùp xaùc ñònh maët caàu ngoaïi tieáp töù dieän ABCD 

  Tröôøng hôïp 1: Neáu ABC ADC 1v    

Hai ñieåm B vaø D cuøng nhìn ñoaïn AC döôùi 

moät goùc vuoâng neân cuøng naèm treân maët caàu 

ñöôøng kính AC. 

 

 Tröôøng hôïp 2: Neáu AB AC AD a    

– Veõ AH  mp (BCD) thì H laø taâm ñöôøng 

troøn ngoaïi tieáp BCD 

– Treân mp (ABH) veõ ñöôøng trung tröïc 

cuûa AB, ñöôøng naøy caét AH taïi I thì I laø 

taâm maët caàu (ABCD). 

– Do heä thöùc löôïng treân ñöôøng troøn 

(IJBH) ta coù: 

AJ.AB = AI.AH   R = IA = 

2

a

2AH

 

 

 Tröôøng hôïp 3: Neáu AB   mp (BCD) 

Veõ   laø truïc ñöôøng troøn (BCD). 

– Veõ () laø maët phaúng trung tröïc cuûa 

M 

I 

R 

A 

D 

B 

C 
A 

I 

J 

B D 

H 

C 

A 

 

I 

J 

 

B 

C 

H 

D 
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AB. () caét () taïi I thì I laø taâm 

maët caàu (ABCD). 

– R = IB =
2 2

IH HB  

 

Baøi 1. Thieát dieän qua truïc cuûa moät hình noùn laø tam giaùc ñeàu, baùn kính ñaùy hình 

noùn laø R 

a) Tính theå tích khoái noùn ñaõ cho. 

b) Chöùng minh raèng dieän tích ñaùy, dieän tích xung quanh, dieän tích toaøn phaàn 

cuûa hình ñoù tæ leä 1 : 2 : 3. 

c) Chöùng minh raèng dieän tích toaøn phaàn cuûa hình noùn baèng dieän tích maët caàu 

maø ñöôøng kính baèng chieàu cao cuûa hình noùn. 

Giaûi 

SAB ñeàu caïnh 2R neân 
2R 3

SO R 3

2

   

Vaäy Vnoùn = 
1

3

SO.dt.(ñaùy) = 

3

2
R 3 R 3

( R )

3 2


   

Ta coù  Sñaùy = R
2

  

Sxq = R.SA = 2R
2

 

Stp = Sñaùy + Sxq = 3R
2

  

Do ñoù  Sñaùy : Sxq : Stp = 1 : 2 : 3 

Dieän tích xung quanh maët caàu baùn kính 
SO R 3

2 2

  

Vaäy Smc = 4(SO
2

) = 4

2

2

tp

R 3
3 R S

2

 
    

 
 

Baøi 2. (Tuyeån sinh Ñaïi hoïc khoái D 2003) Cho hai maët phaúng (P) vaø (Q) vuoâng 

goùc vôùi nhau theo giao tuyeán (). Treân () laáy hai ñieåm A, B maø AB = a. Laáy 

C treân (P) vaø D treân (Q) sao cho AC vaø BD vuoâng goùc () maø AC = AB = BD. 

Tính baùn kính maët caàu qua 4 ñieåm A, B, C, D vaø khoaûng caùch töø A ñeán maët 

phaúng (BCD). 

Giaûi 

a/ Do hai maët phaúng (P) vaø (Q) 

vuoâng goùc vôùi nhau theo giao 

tuyeán    maø AC  () vaø AC 

naèm treân maët phaúng (P) neân AC  

mp (Q)  AC  AD 

O 

A B 

2R 2R 

S 
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Töông töï: BD  ()  BD  (P)  

  BD  BC 

Ta coù : DBC DAC 1v   

B vaø A cuøng nhìn DC döôùi 1 goùc 

vuoâng neân cuøng naèm treân maët caàu 

ñöôøng kính DC, R = 
DC

2

 

ABC  caân  BC
2

 = 2a
2 

BDC  R=

2 2

CD a 2a a 3

2 2 2


 

 

b) Töø A veõ AK  BC 

Ta coù (P)  (Q)  maø BD   neân DB  (P) BD AK   

Vaäy AK mp(BCD)  

Do ñoù: AK = d(A, BCD) =

 

AC.AB

BC

 = 

2

a

a 2

 = 
a 2

2
 

Baøi 3. Cho töù dieän ñeàu SABC caïnh a. Goïi I laø trung ñieåm cuûa ñöôøng cao SH cuûa 

töù dieän. 

a) Chöùng minh raèng ba ñöôøng thaúng IA, IB, IC vuoâng goùc vôùi nhau töøng ñoâi 

moät. 

b) Xaùc ñònh taâm maët caàu ngoaïi tieáp töù dieän IABC vaø tính baùn kính cuûa noù 

theo a. 

Giaûi 

a/ S.ABC laø töù dieän ñeàu ñöôøng cao SH  

neân H laø taâm cuûa ABC  

SHB  vuoâng taïi H  

 
       

 

2
2

2 2 2 2
2 a 3 2a

SH SB BH a .

3 2 3

 

a 2 a 6
SH

33

    

IHB  vuoâng  

2 2
2

2 2 2
a 6 a 3 a

IB IH HB

6 3 2

   
           

   
 

I SH IA IB IC     

Xeùt IBC coù IB
2 

+ IC
2

 = BC
2

  IB  IC 

Töông töï ta coù IC IA,  IA IB  

b) Vì I vaø H caùch ñeàu A, C, B neân taâm hình caàu ñi qua 4 ñieåm I, A, B, C phaûi 

D 

P 

Q 

 

B 

K 

C 

A 

 

S 

A 

C 

O 

B 

M 

I 

H 
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naèm treân IH.Veõ ñöôøng trung tröïc cuûa ñoaïn IB trong mp(BIH), ñöôøng naøy caét 

IH keùo daøi taïi O 

Ta coù OA OB OC OI   , vaäy O laø taâm hình caàu qua boán ñieåm A, B, C, I. 

Goïi M laø trung ñieåm IB 

Ta coù: 
IB IH

IBH ~ IOM

IO IM

     

2 2

IB.IM IB a a 6
R OI

IH 2IH 4a 6
4

6

     
 
 
 

. 

Baøi 4. Cho töù dieän ABCD coù hai maët beân (ACD) vaø (BCD) vuoâng goùc nhau,  

AB = BC = BD = AC = a, AD = a 2 . 

 a) Chöùng minh ACD vuoâng. 

 b) Tính theo a dieän tích maët caàu xung quanh qua A, B, C, D. 

Giaûi 

a) Goïi M trung ñieåm CD  

BCD caân taïi B  BM  CD  

(ACD)  (BCD)  BM  (ACD)  

Do BC = BD = BA neân MC = MD = MA  

Vaäy ACD vuoâng taïi A  

b) Do BC = BD = BA  

vaø MC = MD = MA  

neân BM laø truïc ñöôøng troøn (ACD)  

Trong (BCD) ñöôøng trung tröïc cuûa BC caét 

BM taïi O thì O laø taâm maët caàu qua B, C, 

D, A. 

ACD vuoâng taïi A  CD
2

 = AC
2

 + AD
2

 = a
2

 + 2a
2

 = 3a
2

  

BCM vuoâng taïi M  BM
2

 = BC
2

 – MC
2

 = a
2

 – 

2
2

a 3 a

2 4

 
 

 
 

BIO  BMC  
BI BO

BM BC

   

 R = BO = 

2

BI.BC BC

BM 2BM

   R = 

2

a

a
2.

2

 = a  

Vaäy Sxq = 4R
2

 = 4a
2

  

 

Baøi 5. Cho hình choùp S.ABCD coù ABCD laø hình vuoâng caïnh a; 

SA = SB = a, hai maët phaúng (SAB) vaø (ABCD) vuoâng goùc vôùi nhau. Tính 

dieän tích xung quanh maët caàu qua S, A, B, D. 

B 

I 
O 

C 

M 

D 

A 

a 2
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Giaûi 

 

Goïi J laø taâm hình vuoâng ABCD  

Goïi   laø ñöôøng thaúng qua 

J vaø (ABCD) thì   laø truïc ñöôøng 

troøn (ABCD) 

Goïi I laø trung ñieåm AB 

 SAB ñeàu SI AB 

Mp(SAB)   (ABCD) SI  (ABCD) 

Do IJ AB  IJ  (SAB) 

Goïi G laø taâm cuûa tam giaùc ñeàu SAB 

Veõ (d)  (SAB) taïi G thì (d)  

laø truïc ñöôøng troøn (SAB) 

Ta coù (d) caét  taïi O 

O    OA = OB = OD 

O  d  OA = OB = OS 

Vaäy OA = OB = OD = OS 

O laø taâm maët caàu qua S, A, B, D 

Vaäy OGIJ laø hình chöõ nhaät  

Ta coù d // IJ vaø SI //   

OSG
 

vuoâng  2 2 2 2

R SO SG OG    

   

 R
2 

= 

2
2

2 2
2 2 a 3 a

SI IJ .

3 3 2 2

    
           

= 

2 2 2

a a 7a

3 4 12

   

Do ñoù Sxqmc = 4

2

2
7a

R

3

   . 

 

Baøi 6. (Tuyeån sinh ÑH khoái B naêm 2010) Cho laêng truï tam giaùc ñeàu 

' ' '

ABC.ABC coù AB = a, goùc cuûa hai maët phaúng (A 'BC)  vaø (ABC)  baèng 

0

60 . Goïi G laø troïng taâm 
'

ABC . Tính theå tích khoái laêng truï vaø baùn kính maët 

caàu ngoaïi tieáp töù dieän G.ABC. 

Giaûi 

 Goïi H laø trung ñieåm BC,  

ABC  ñeàu AH BC   

Maø AA ' mp(ABC) A 'H BC   

 
S 

G 
O d 

A D 

I 

J 

B C 

 

A' 

C' 

B' 

G 
A 

H 

C I 
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Vaäy 
o

A 'HA 60  

o
AA '

A 'AH tan60 3

AH

a 3 3a
AA ' 3

2 2

   

  

 

Vaø cos 60
o

 = 
AH 1

A 'H 2AH a 3

A 'H 2

     

Do ñoù 

2 3

LT

3a a 3 3a 3
V AA '.dt( ABC) .

2 4 8

     

 Trong maët phaúng (GHA) veõ (d) ñöôøng 

trung tröïc cuûa GA caét GI taïi O thì O laø taâm 

maët caàu qua G, A, B, C. 

Goïi M laø trung ñieåm GA. 

Goïi I laø taâm cuûa   ñeàu ABC 

Ta coù: 
HG HI 1

GI // AA '

HA ' HA 3

    

Vaäy: 
GI 1 1 3a a

GI .

AA ' 3 3 2 2

     

GIA   GA
2

 = GI
2

 + IA
2

 = 

2
2

a 2 a 3
.

2 3 2

  
        

2 2 2

a 3a 21a

4 9 36

    

Ta coù: 
G /(OMIA)

2 2

GM.GA GO.GI

GM.GA GA 21a 21a 7a
R GO

aGI 2GI 36 12
36. .2

2

 

      

P  

 

 

 

Baøi 7. Cho hình choùp S.ABCD coù ABCD hình thoi caïnh a; 
o

ABC 60 ,  

SA = SB = SC = a.  

 Goïi M laø trung ñieåm SD; N laø hình chieáu vuoâng goùc cuûa M leân 

mp (ABCD). Tính theå tích khoái S.ABCD. Chöùng minh saùu ñieåm 

S, B, A, C, M, N cuøng thuoäc moät maët caàu. 

Giaûi 

 ABC coù AB = BC = a vaø ABC  = 60
0

 neân ABC laø tam giaùc ñeàu. 

Goïi G laø taâm cuûa ABC do SA = SB = SC, GA = GB = GC  

neân SG  (ABCD) 

Do MN   (ABCD) neân MN // SG vaø N  BD 

G 

M 
d 

A 
C 

O 

H 
I 

B 
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Ta coù:  SBG vuoâng  

  SG
2

 = SB
2

 – BG
2

  

= a
2 

–

2

2 a 3
.

3 2

 
  
 

 

= a
2

 

2

a

3

 = 

2

2a

3

 

Vaäy   VS.ABCD = 
SG

3

.dt (ABCD) 

= 

2 3

1 a 2 2a 3 a 2
. .

3 4 63

  

 Goïi I laø taâm maët caàu qua S, A, B, C 

Thì I  SG laø truïc ñöôøng troøn (ABC) 

Ta coù: IS = IB = R    ISB caân 

Goïi H laø trung ñieåm SB thì IH   SB 

Ta coù: S/(IHBG) SI.SG SH.SB 

  R = SI = 

2

SH.SB SB

SG 2SG



 

2

a a 3 a 6

4a 2 2 2
2.

3

    

Ta coù  IG = SG – SI = 
a 6 a 6 a 6

3 4 12

   

vaø  NG = OG + ON =
2 a 3 a 3

.

3 2 3

  

 IGN vuoâng   IN
2

 = IG
2

 + GN
2

 =

2 2 2 2 2

6a 3a a a 3a

144 9 24 3 8

     

Ta coù IN = 
a 3 a 6

42 2

 = R  N  maët caàu qua SABC 

Ta coù: IG 
a 6

12

; SG  
a 2 a 6

33

  

 IG = 
1

4

 SG maø MN = 
1

2

 SG  MN = 2 IG 

Goïi K laø trung ñieåm MN Do IGNK laø hình chöõ nhaät neân IK   MN 

Vaäy IM = IN = R 

Do ñoù saùu ñieåm S, A, B, C, M, N thuoäc maët caàu taâm I vôùi R = 
a 6

.

4

 

S 

M 

N G 

I 

D 

H 

S 

M 

D 

C 

B 

a 

G 
O 

A 

I 

N 
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C. BAØI TAÄP TÖÏ GIAÛI 

BT1. Cho hình choùp S.ABCD coù ñaùy ABCD hình vuoâng caïnh a, SA vuoâng goùc ñaùy, 

SB = a 3 . 

a) Tính VS.ABCD

 

. 

b) Chöùng minh trung ñieåm cuûa SC laø taâm maët caàu ngoaïi tieáp hình choùp 

S.ABCD. 

BT2. Cho hình choùp tam giaùc ñeàu caïnh ñaùy a, maët beân taïo vôùi ñaùy moät goùc . Tìm 

taâm vaø baùn kính maët caàu ngoaïi tieáp hình choùp 

BT3. Cho töù dieän ABCD vôùi AB = AC = a, BC = b. Hai maët phaúng (BCD) vaø 

(ABC) vuoâng goùc nhau vaø goùc BDC baèng 90
0

. Xaùc ñònh taâm vaø baùn kính maët 

caàu ngoaïi tieáp töù dieän ABCD theo a vaø b. 

BT4. Cho hình caàu ñöôøng kính AB = 2R, laáy H treân baùn kính OB sao cho OH = 
R

3

. 

Maët phaúng () qua H vuoâng goùc AB caét hình caàu theo ñöôøng troøn (C). 

a) Tính dieän tích hình troøn (C) 

b) Goïi CDE laø tam giaùc ñeàu noäi tieáp trong (C). Tính theå tích hình choùp ACDE 

vaø BCDE. 

BT5. Trong maët phaúng cho ñöôøng troøn ñöôøng kính AB = 2R. Laáy M di ñoäng treân ñöôøng 

troøn. Veõ MH vuoâng goùc AB taïi H vôùi AH = x (0 < x < 2R). Döïng ñöôøng thaúng 

vuoâng goùc vôùi mp  taïi M treân ñoù laáy MS = MH. Xaùc ñònh taâm vaø baùn kính maët 

caàu ngoaïi tieáp SABM. Tìm x ñeå baùn kính maët caàu ñoù ñaït giaù trò lôùn nhaát. 

BT6. Cho töù dieän S.ABCD coù SA vuoâng goùc maët phaúng (ABC), nhò dieän caïnh 

SB = a, goùc BSC baèng 

4


, goùc ASB baèng  0

2

 
   

 
 

a) Chöùng minh SB vuoâng goùc BC. Xaùc ñònh taâm vaø baùn kính maët caàu ngoaïi tieáp 

töù dieän SABC. 

b) Tính theå tích töù dieän SABC theo a vaø . Tìm  ñeå theå tích naøy lôùn nhaát. 

BT7. Cho hình choùp S.ABCD coù ABCD vuoâng caïnh a, SA  (ABCD). Maët phaúng 

qua A vuoâng goùc SC caét SB, SC, SD laàn löôït taïi B’, C’, D’. Chöùng minh 7 ñieåm 

A, B, C, D, B’, C’, D’ cuøng thuoäc maët caàu. Tính dieän tích maët caàu ñoù. 

BT8. Cho hình choùp S.ABCD coù ABCD hình vuoâng caïnh a 2  vaø SBD ñeàu. Hình 

chieáu vuoâng goùc cuûa S leân mp(ABCD) laø troïng taâm ABD.  

a) Tính theå tích khoái choùp S.ABCD. 

b) Xaùc ñònh taâm vaø baùn kính maët coøn qua S, A, B, C, D. 

(ÑS: R = 
a 35

26

) 
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BAØI 1 

HEÄ TOÏA ÑOÄ TRONG KHOÂNG GIAN 

A. TOÙM TAÉT LYÙ THUYEÁT 

 Trong khoâng gian (Oxyz) cho hai vectô a



 = (a1, a2, a3), b



 = (b1, b2, b3).  

Ta coù: 

1 1

2 2

3 3

a b

a b a b

a b

 



  

 

 
1 1 2 2 3 3

a b a b ,a b ,a b

 

      

 
1 2 3

k a ka ,ka ,ka



  (k R) 

  a  vaø b  cuøng phöông  [a, b]= 0



k R : a k.b

 

      b 0

 


 

31 2

1 2 3

aa a

b b b

    (b1.b2.b3   0) 

Ñònh nghóa: a .b a . b cos(a, b)

 

  

Ñònh lyù:  a.b  = a1b1 + a2b2 + a3b3  

Heä quaû: 
2 2

a a ; 
2 2 2

1 2 3
a a a a    

a b a .b 0

   

    

 Trong khoâng gian (Oxyz) cho A(xA, yA, zA, ), B(xB, yB, zB), C(xC, yC, zC) 

Ta coù:  AB  = (xB – xA, yB – yA, zB – zA) 

 AB = AB      
2 2 2

B A B A B A
= x - x + y - y + z - z  

Trung ñieåm I cuûa ñoaïn AB: 

A B

I

A B

I

A B

I

x x
x

2

y y
y

2

z z
z

2















 

G troïng taâm ABC 

A B C

G

A B C

G

A B C

G

x x x
x

3

y y y
y

3

z z z
z

3

 



 




 



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 Löu yù:  

Neáu M  (Oxy) thì zM = 0             Neáu M  (Oyz) thì xM = 0 

Neáu M  (Oxz) thì yM = 0             Neáu M  xOx thì yM = zM = 0 

Neáu M  zOz thì xM = yM = 0       Neáu M  yOy thì xM = zM = 0 

 Tính coù höôùng cuûa hai vectô 

Trong khoâng gian (Oxyz) cho 2 vectô: a



 = (a1, a2, a3), b



 = (b1, b2, b3) 

Tích coù höôùng cuûa hai vectô a  vaø b , kyù hieäu a, b 
 

 (hoaëc a b

 

 ), laø 

vectô coù toïa ñoä: 

2 3 3 1 1 2

2 3 3 1 1 2

a a a a a a

[a, b] , ,

b b b b b b

 
   
 

 

Tính chaát: 

1/ Vectô [a, b]vuoâng goùc vôùi caû hai vectô a  vaø b  

2/ a,b b,a

      
      

3/  a,b a b sin a,b

      
   

ÖÙng duïng cuûa tích coù höôùng 

a/ a,b,c  ñoàng phaúèng  [a, b].c   0 

b/ Dieän tích tam giaùc ABC: 
1

S = [AB,AC]

2

 

c/ Dieän tích hình bình haønh ABCD: S [AB,AD]  

d/ Theå tích töù dieän ABCD:   
1 , .
6

V AB AC AD 
 

 

 

e/ Tính theå tích hình hoäp ABCD.ABCD: 
1 , . '
6

V AB AD AA 
 

 

 Caùc daïng toaùn thöôøng gaëp  

 A, B, C, thaúng haøng  AB  cuøng phöông vôùi AC   AB,AC 0   
 

 A, B, C laø 3 ñænh cuûa moät tam giaùc  A, B, C khoâng thaúng haøng. 

 A, B, C, D laø 4 ñænh cuûa 1 töù dieän  
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 AB , AC , AD  khoâng ñoàng phaúng  AB, AC .AD     0 

   Tröïc taâm H cuûa ABC  

Tìm toïa ñoä ñieåm H töø ñieàu kieän: 

AH.BC 0

BH.AC 0

A, B,C, H ñoàng phaúng

 






. 0

. 0

. . 0

AH BC

BH AC

BC AC AH

 


 

   

  

 Chaân ñöôøng cao A cuûa ñöôøng cao AA cuûa ABC  

Tìm toïa ñoä ñieåm A töø ñieàu kieän  

AA .BC 0

BA cuøng phöông BC

  




  

AA .BC 0

BA ,BC 0

  

   

 

 Taâm ñöôøng troøn ngoaïi tieáp I cuûa ABC  

Tìm toïa ñoä ñieåm I töø ñieàu kieän:  

IA IB

IA IC

A, B,C, I ñoàng phaúng








  

2 2

2 2

IA IB

IA IC

AB, AC .AI 0

 




   

  

 Chaân ñöôøng phaân giaùc trong vaø ngoaøi cuûa ABC  

Goïi D, D laø chaân ñöôøng phaân giaùc trong vaø ngoaøi cuûa BAC   

Ta coù: 
DB D B AB

DC D C AC


 


  

Vaäy 
AB

DB .DC

AC

   vaø 
AB

D B .D C

AC

   

 Ñeå tìm taâm cuûa ñöôøng troøn noäi tieáp:  

– Veõ ñöôøng phaân giaùc trong cuûa B  caét 

AD taïi I thì I chính laø taâm ñöôøng 

troøn noäi tieáp ABC. 

– Tìm I töø coâng thöùc:  

IA BA

ID BD

   
BA

IA .ID

BD

    

A 

I 

B D C 
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B. BAØI TAÄP MAÃU 

Baøi 1: Cho ba vectô a  = (1, m, 2), b  = (m + 1, 2, 1), c  = (0, m – 2, 2) 

a. Tìm m ñeå a  vuoâng goùc b . 

b. Tìm m ñeå a, b, c  ñoàng phaúng 

c. Tìm m ñeå a b c   

Giaûi 

a/ Ta coù: 

a b   a.b = 0  m + 1 + 2m + 2 = 0  m = –1 

b/ Ta coù: 

[a, b]  = (m – 4, 2m + 1, –m
2 
– m + 2) 

 [a, b] . c  = (m – 2)(2m + 1) + 2(–m
2 
– m + 2) = –5m + 2 

Do ñoù: 

a, b, c  ñoàng phaúng  [a, b] . c  = 0  –5m + 2 = 0  m = 
2

5

 

c/ Ta coù: a b  = (m + 2, m + 2, 3) 

Do ñoù: a b  = c   

2

a b = 
2

c  

 (m + 2)
2
 + (m + 2)

2
 + 9 = (m – 2)

2
 + 4 

 m
2
 + 12m + 9 = 0  m = –6  3 3  

Baøi 2: Cho a  = (1, –2, 3). Tìm vectô b  cuøng phöông vôùi vectô a , bieát  

raèng b  taïo vôùi truïc tung moät goùc nhoïn vaø b 14 . 

Giaûi 

Goïi b  = (x, y, z); Oy coù vectô ñôn vò j  = (0, 1, 0).  

Ta coù: 

b ka

b. j 0

b 14

 







  

2 2 2

x k, y 2k, z 3k

y 0

x y z 14

    





  

 

 

2 2 2

x k, y 2k, z 3k

y 0

k 4k 9k 14

    





  

  

x k, y 2k, z 3k

y 0

k 1

   



  

 

 
x 1, y 2, z 3

k 1

    


 
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Vaäy b  = (–1, 2, –3) 
 

Baøi 3: Cho ba ñieåm: A (–2, 0, 2), B (1, 2, 3), C(x, y – 3, 7). 

 Tìm x, y ñeå ba ñieåm A, B, C thaúng haøng 

Giaûi 

Ta coù: AB  = (3, 2, 1), AC  = (x + 2, y – 3, 5) 

 Caùch 1: [AB, AC]  = (y – 13, 13 – x, 2x – 3y + 13) 

Ta coù: A, B, C thaúng haøng  [AB, AC]  = 



0   

y 13 0

13 x 0

2x 3y 13 0

 


 
   

  

 x = y = 13 

 Caùch 2: 

A, B, C thaúng haøng  
x 2 y 3 5

3 2 1

 
    x = y = 13 

 Caùch 3: 

A, B, C thaúng haøng  AC  = kAB   

x 2 3k

y 3 2k

5 k

 


 
 

  

x 13

y 13

k 5





 

  

Baøi 4: Cho ba ñieåm: A(1, 1, 1), B(–1, –1, 0), C(3, 1, –1) 

a. Tìm ñieåm M treân truïc Oy caùch ñeàu hai ñieåm B, C 

b. Tìm ñieåm N treân maët phaúng (Oxy) caùch ñeàu ba ñieåm A, B, C. 

 c. Tìm ñieåm P treân maët phaúng (Oxy) sao cho PA + PC nhoû nhaát. 

Giaûi 

a/ Goïi M(0, y, 0)  Oy 

M caùch ñeàu hai ñieåm B, C  MB
2
 = MC

2
 

 1 + (y + 1)
2
 = 9 + (y – 1)

2
 + 1  y = 

9

4

 

Vaäy M(0, 
9

4

, 0) 

b/ Goïi N(x, y, 0)  (Oxy) 

N caùch ñeàu ba ñieåm A, B, C   

2 2

2 2

NA NB

NA NC

 



 

 

2 2 2 2

2 2 2 2

(x 1) (y 1) 1 (x 1) (y 1)

(x 1) (y 1) 1 (x 3) (y 1) 1

        


        
  

x 2

7
y

4





 


  



 

 Hình hoïc  161 

Vaäy N (2, –
7

4

, 0) 

 c/ Goïi P(x, y, 0)  

Nhaän thaáy A vaø C naèm khaùc phía  

ñoái vôùi mp (Oxy) (do zA.zC = –1 < 0) 

Ta coù: PA + PC  AC 

Do ñoù: PA + PC nhoû nhaát 

 PA + PC = AC  P = AC  (Oxy)  A, P, C thaúng haøng 

  Ta coù: AP  = (x – 1, y – 1, –1), AC  = (2, 0, –2) 

A, P, C thaúng haøng  AP  vaø AC  cuøng phöông  AP  = kAC  

 

x 1 2k

y 1 0

1 2k

 


 
  

  

x 2

y 1

1
k

2



 

 


  

Vaäy P(2, 1, 0) 
 

Baøi 5: Cho ABC coù A(0, 0, 1), B(1, 4, 0), C(0, 15, 1) 

a. Tính ñoä daøi ñöôøng cao AK cuûa ABC. 

b. Tìm taâm I cuûa ñöôøng troøn ngoaïi tieáp ABC. 

 c. Tìm tröïc taâm H cuûa ABC. 

Giaûi 

a/ AB= (1, 4, –1), AC  = (0, 15, 0), BC  = (–1, 11, 1) 

[AB , AC ] = (15, 0, 15)  SABC = 
1 15 2

[AB,AC]

2 2

  

Ta cuõng coù: SABC = 
1

2

AK.BC = 
15 2

2

  AK = 
15 2 15 2

BC 123

  

b/ Goïi I(x, y, z). Ta coù: 

IA IB

IA IC

AB, AC, AI ñoàng phaúng

 






 

 

2 2

2 2

IA IB

IA IC

[AB, AC].AI 0

 







 

 

2 2 2 2 2 2

2 2

( 1) ( 1) ( 4)
2 1 2 1 8 16

( 15)

x y z x y z

z x y

y y

        

      


   

P 
 

Oxy 

A 

p 

C 

A 

C 

P Oxy 
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x 4y z 8 0

2y 15 0

x z 1 0

   


 
   

  

21
x

2

15
y

2

23
z

2


 











 

Vaäy  I(–
21

2

, 
15

2

, 
23

2

) 

c/ Goïi H(x, y, z). Ta coù: H laø tröïc taâm ABC 

    

AH.BC 0

BH.AC 0

AB,AC,AH ñoàng phaúng

 






  

AH.BC 0

BH.AC 0

AB, AC .AH 0

 





   

 

x 11y z 1 0

y 4 0

x z 1 0

    


  
   

x 22

y 4

z 21




 
  

 

Vaäy: H(22, 4, –21) 
 

Baøi 6: Cho boán ñieåm: A(1, 0, 1), B(–1, 1, 2), C(–1, 1, 0), D(2, –1, –2) 

a. Chöùng minh raèng A, B, C, D laø boán ñænh cuûa moät töù dieän. 

b. Tính cosin cuûa goùc giöõa hai ñöôøng thaúng AB vaø CD. 

 c. Tính ñoä daøi ñöôøng cao AH cuûa töù dieän ABCD. 

Giaûi 

a/ A, B, C, D laø boán ñænh cuûa moät töù dieän  AB , AC , AD  khoâng ñoàng 

phaúng  [AB,AC ].AD   0 

Ta coù:  AB (–2, 1, 1), AC  = (–2, 1, –1), AD  = (1, –1, –3) 

[ AB , AC ] = (–2, –4, 0)  [AB,AC ].AD  = 2  0 

Vaäy A, B, C, D laø boán ñænh cuûa moät töù dieän. 

b/ Ta coù: CD  = (3, –2, –2), AB.CD = –10 

cos(AB, CD) = |cos(AB,CD )| = 
AB.CD

AB . CD

 = 
10 10

6. 17 102

  

c/ VABCD = 
1 1

[AB,AC].AD

6 3

   

Ngoaøi ra:  VABCD = 
1

3

SBCD.AH =
 

1

3

  AH = 

BCD

1

S
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Töø (0,0, 2), (3, 2, 2)BC CD      

Ta coù:   [BC,CD ] = (–4, –6, 0)  

 SBCD = 
1

[BC,CD]

2

 = 
1

16 36 13

2

   AH = 
1

13

 

 

Baøi 7: Cho ABC coù A(1, 1, 1), B(5, 1, –2), C(7, 9, 1) 

a. Tính cosin cuûa goùc A. 

b. Chöùng minh raèng goùc B nhoïn. 

c. Tính ñoä daøi ñöôøng phaân giaùc trong cuûa goùc A. 

 d. Tìm toïa ñoä chaân ñöôøng cao veõ töø A. 

Giaûi 

a/ Ta coù: AB  = (4, 0, –3), AC  = (6, 8, 0), BC  = (2, 8, 3) 

cosA  = cos(AB , AC ) = 
AB.AC 24 12

5.10 25AB . AC

   

b/ BA  = (–4, 0, 3), BC  = (2, 8, 3) 

 BA .BC  = 1 > 0  goùc B nhoïn. 

c/ Goïi D(x, y, z) laø giao ñieåm ñöôøng phaân giaùc trong cuûa goùc A vôùi caïnh BC. 

Ta coù:  
DB AB 5 1

DC AC 10 2

     DC 2DB   

 

7 x 2(5 x)

9 y 2(1 y)

1 z 2( 2 z)

   


   
     

  

17
x

3

11
y

3

z 1











 

 

Vaäy D(
17 11

,

3 3

, –1) 

 AD = 

2 2

2
17 11 2 74

1 1 ( 1 1)

3 3 3

   
         

   
 

d/ H(x, y, z) laø chaân ñöôøng veõ töø A ñeán BC.  

AH.BC = 0

BH cuøng phöông BC





(*) 

Ta coù: AH  = (x–1, y–1, z–1), BH  = (x–5, y–1, z+2), BC  = (2, 8, 3) 
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Do ñoù: (I)

387
x

77
2(x 1) 8(y 1) 3(z 1) 0

85
yx 5 y 1 z 2

77

2 8 3
151

z

77




     
 

     
  




 


 

Vaäy H
387 85 151

, ,

77 77 77

 
 
 

 

 Trong caùc baøi taäp sau ñaây 

chuùng ta seõ löu yù kyõ naêng 

gaén truïc toïa ñoä ñeà giaûi quyeát 

caùc baøi toaùn Hình khoâng 

gian. Goác toïa ñoä phaûi laø 

ñieåm ñeå coù tam dieän vuoâng. 

Neáu H laø hình chieáu vuoâng goùc cuûa M leân (Oxy) thì xM = xH, yM = yH  

Ñeå bieát toïa ñoä M  (Oxy) ta veõ rieâng hình trong maët phaúng toïa ñoä 

quen thuoäc vaø chuù yù zM = 0  

Vaøi tình huoáng cuï theå khi gaëp töù dieän S.ABC. 

 Neáu SA  (ABC)  

vaø ABC  taïi A  

 

 

 

 

 

 

 Neáu SA  (ABC) vaø ABC taïi B  

Duøng heä thöùc löôïng trong ABC  ta xaùc ñònh ñöôïc toïa ñoä B  

xB = AH       yB = AK      zB = 0 

 

 

 

 

 

 
 

S 

C 

B 

A 

y 

x 
H A 

K 

B 

z 

x 

y 

C 

z 

y 

M 

x 
H 

O 

z 

y 

B 
x 

C 

A 
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 Neáu SA  (ABC) vaø ABC caân taïi A hay ñeàu ta choïn Ox  BA hay 

Ox qua AC 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Neáu S.ABC laø hình choùp ñeàu coù ABC ñeàu caïnh a 

Goïi O laø taâm ñöôøng troøn (ABC) thì SO  (ABC)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Choïn heä truïc toïa ñoä nhö hình veõ 

Ta coù:  xB = xC = OI = 
1

3

.AI = 
a 3

6

  

yB = –yC = IB = 
a

2

  

xA = OA  = –
2

3

AI = –
2

3

a 3

2

 = –
a 3

3

  

Vaäy A
a 3

, 0, 0

3

 
 
 

, B
a 3 a

, , 0

6 2

 
 
 

, C
a 3 a

, , 0

6 2

 
 
 

 

 Neáu S.ABCD laø hình choùp coù ñaùy ABCD hình chöõ nhaät (hay hình 

C 

A 

B 

S 

C 

A 

B 

S 

y 

x 
I 

y z 

x 

y 

A I 

C 

y 

B 

O 

B 

S 

C A O 

I 

x 

y 

z 

x 
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vuoâng) coù SA  (ABCD)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 Neáu S.ABCD laø hình choùp coù (SAB)  (ABCD) vaø ABCD hình chöõ 

nhaät veõ SO  AB thì SO  (ABCD) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Neáu ABCD.ABCD laø hình hoäp chöõ nhaät (hay laäp phöông)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x 

B 

C D 
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Baøi 8. Cho töù dieän N.ABC coù NA vuoâng goùc (ABC), NA = a, tam giaùc 

ABC vuoâng caân taïi A coù AB = AC = a. Töø trung ñieåm M cuûa BC veõ 

ñöôøng vuoâng goùc (ABC) laáy ñieåm I cuøng phía vôùi N sao cho MI = 
a

2

. 

Goïi H laø chaân ñöôøng vuoâng goùc veõ töø A ñeán NC.  

 Chöùng minh: AH vuoâng goùc NI. 

Giaûi 

Gaén truïc toïa ñoä nhö hình veõ  

Ta coù: A(0, 0, 0), B(a, 0, 0), C(0, a, 0), N(0, 0, a)  

Ta coù: M
a a
, , 0

2 2

 
 
 

 trung ñieåm AB  

 I
a a a
, ,

2 2 2

 
 
 

  

ANC vuoâng caân taïi A neân H laø trung ñieåm NC  

Vaäy   H
a a

0, ,

2 2

 
 
 

  

Ta coù  AH  = 
a a

0, ,

2 2

 
 
 

  

vaø   NI  = 
a a a
, ,

2 2 2

 
 

 
 

 AH.NI  = 0 + 

2 2

a a

4 4

  = 0 

 AH  NI  
 

Baøi 9. Ñeà döï bò Ñaïi hoïc khoái A 2006  

Cho hình choùp S.ABCD coù SA vuoâng goùc (ABCD), ñaùy ABCD hình chöõ 

nhaät AB = a, AD = 2a, SB taïo vôùi mp(ABCD) goùc 60
o
. Treân SA laáy M 

sao cho AM = 
a 3

2

, SD caét (BCM) taïi N. Tính theå tích khoái S.BCNM. 

Giaûi 

Ta coù: SAB    tan60
o
 = 

SA

AB

  

 SA = a 3   

Maø AM = 
a 3

2

 vaäy M 

z 

N 

H J 

A 

C y 

M 

B 

x 

I 
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trung ñieåm SA. Mp(SAD) 

chöùa AD // (BCM)  

Neân (SAD) caét (BCM) theo 

giao tuyeán MN // AD  

Gaén truïc toïa ñoä nhö hình 

veõ thì B(a, 0, 0), D(0, 2a, 0), 

C(a, 2a, 0), S(0, 0, 3 a), 

M(0, 0, 
3

2

a), N(0, a, 
3

2

a)  

Ta coù:  SM  = (0, 0, –
3

2

a), 

   SB  = (a, 0, –a 3 )  

SC  = (a, 2a, – 3 a), SN  = (0, a, –
a 3

2

)  

 SM SC  =  

2
2 3( 3, ,0)

2
a

a   

Ta coù:  VS.BCNM = VS.BCM + SS.MNC  

= 
1 1

(SM SC).SB (SM SC).SN

6 6

    

= 

3

3
1 1 a 3

a 3

6 6 2

   = 

 

31 3
4

a  

Baøi 10. Ñeà döï bò Ñaïi hoïc khoái D 2003 

Cho hình choùp S.ABC coù SA vuoâng goùc (ABC), tam giaùc ABC vuoâng taïi 

B, AB = a, BC = SA = 2a. Goïi M trung ñieåm SC. Chöùng minh tam giaùc 

AMB caân taïi M. Tính dieän tích AMB. 

Giaûi 

 

 

 

 

 

 

Gaén truïc nhö hình veõ  

z 

S 

N M 

A 

C 

D y 

x 

B 

60
o 
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x H A 
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S 
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a 
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2a 
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Ta coù: A(0, 0, 0), C(a 5 , 0, 0), S(0, 0, 2a) 

ABC  taïi B  AB
2
 = AH.AC  

 xB = AH = 

2 2

AB a a

AC a 5 5

   vaø BH = yB = 
BA.BC a.2a 2a

AC a 5 5

    

Vaäy B
a 2a

, , 0

5 5

 
 
 

 Trung ñieåm SC laø M
a 5

, 0, a

2

 
 
 

  

Vaäy   MA
2
 = 

2

5a

4

 + a
2
 = 

2

9a

4

  

MB
2
 = 

2

a 5 a 5

5 2

 
 

 
 + 

2

4a

5

 + a
2
  

= 

2 2 2

2 2
45a 9a 9 9 45 9a

a a

100 5 20 5 20 4

 
     

 
 

Vaäy MA = MB neân MAB caân taïi M 

Ta coù:  
a 5

MA , 0, a

2

 
  
 

 vaø 
a 5 2a 5

AB , , 0

5 5

 
  
 

 

 

2 2

2
2a 5 a 5

MA AB , , a

5 5

 
   

 
  

Do ñoù: dt(MAB) = 

4 4

4
1 1 20a 5a

MA AB a

2 2 25 25

     

=  

2
24 1 21

2 5 5 2
a

a    

 

Baøi 11. Ñeà döï bò Ñaïi hoïc khoái D/2007 

Cho laêng truï ñöùng ABC.ABC coù ñaùy laø tam giaùc vuoâng, AB = AC = a, 

AA = a 2 . Goïi M, N laø trung ñieåm cuûa AA, BC. Chöùng minh MN laø 

ñöôøng vuoâng goùc chung cuûa AA vaø BC. Tính theå tích khoái M.ABC. 

Giaûi 

Gaén truïc nhö hình veõ  

Ta coù: B(a, 0, 0), C(0, a, 0), A(0, 0, a 2 ), B(a, 0, a 2 ), C(0, a, a 2 )  

 M(0, 0, 
a 2

2

) vaø N(
a

2

, 
a

2

, 
a 2

2

)  
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Ta coù:  MN  = (
a

2

, 
a

2

, 0), AA  = (0, 0, a 2 )  

BC  = (–a, a, a 2 )  

Ta coù:  MN.AA  = 0  MN  AA  

MN.BC  = 0  MN  BC  

Vaäy MN laø ñöôøng vuoâng goùc chung  

cuûa AA vaø BC  

Ta coù:  BA = d(B, MAC) = a 

Dt(MAC) = 
1

2

MA.AC = 

2

1 a 2 a 2
a

2 2 4

 
 

 
 

Vaäy   VM.ABC = VB.AMC = 
1

3

BAdt(MAA) = 

2 3

a a 2 a 2

3 4 12

 
 

 
 

 

Baøi 12. Tuyeån sinh Ñaïi hoïc khoái B 2003  

Cho hình laêng truï ñöùng ABCD.ABCD coù ñaùy ABCD laø hình thoi 

caïnh a, BAD  = 60
o
. Goïi M vaø N theo thöù töï laø trung ñieåm AA vaø CC. 

Chöùng minh boán ñieåm B, M, D, N cuøng thuoäc moät maët phaúng. Tính ñoä 

daøi AA theo a ñeå töù giaùc BMDN laø hình vuoâng. 

Giaûi 

Gaén truïc toïa ñoä nhö hình veõ  

Ñaët AA = h 

BAD caân taïi A coù BAC  = 60
o
  

neân laø  ñeàu  BD = a vaø OA = 
a 3

2

 

Ta coù:  B(
a

2

, 0, 0), D(–
a

2

, 0, 0),  

C(0, 
a 3

2

, 0), A(0, –
a 3

2

, 0),  

B(
a

2

, 0, h), D(–
a

2

, 0, h), C(0, 
a 3

2

, h), A(0, –
a 3

2

, h)  

    M(0, –
a 3

2

, 
h

2

), N(0, 
a 3

2

, 
h

2

) 

z 

A C 

C 

y N 

A 

B 
M 

B 

x 

z 

A D 

D 

C 

N 

O 

C 

y 
x 

B 

A 

60
o
 

M 

B 
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Ta coù  
a a 3 h

DM , ,

2 2 2

 
  
 

 vaø 
a a 3 h

DN , ,

2 2 2

 
  
 

  

 

2

ah 3 a 3
DM DN , 0,

2 2

 
   

 
 vaø  DB a, 0, h    

Do ñoù: (DM DN ).DB  = 0 

 D, M, N, B ñoàng phaúng  

Ta coù 
a a 3 h

NB , ,

2 2 2

 
   

 
 = DM   

vaø DM = DN = 

2

2
h

a

4

   

Vaäy BMDN laø hình thoi  

Do ñoù: BMDN laø hình vuoâng  DM.DN  = 0 

 

2 2 2

a 3a h

4 4 4

   = 0  

2 2

a h

2 4

   AA = a 2  

 

Baøi 13. (Ñeà Tuyeån sinh Ñaïi hoïc khoái A 2007) Cho hình choùp S.ABCD coù 

ñaùy laø hình vuoâng caïnh a, maët beân SAD laø tam giaùc ñeàu vaø naèm trong 

maët phaúng vuoâng goùc vôùi ñaùy. Goïi M, N, P laø trung ñieåm SB, BC, CD. 

Chöùng minh AM vuoâng goùc BP vaø tính theå tích khoái ña dieän CMNP. 

Giaûi 

Goïi O laø trung ñieåm AD  

SAD ñeàu neân SO   AD  

Maø mp(SAD) vuoâng goùc mp(ABCD)  

neân SO  mp(ABCD)  

Gaén truïc toïa ñoä nhö hình veõ thì   

A
a
, 0, 0

2

 
 
 

, D
a
, 0, 0

2

 
 
 

,  

B
a
, a, 0

2

 
 
 

  

C
a
, a, 0

2

 
 
 

, S
a 3

0, 0,

2

 
 
 

  

     
3( , , ), (0, ,0), ( , ,0)

4 2 4 2 2
a a a a a

M N a D   

a/ Ta coù: 
a a a 3

AM , ,

4 2 4

 
  
 

; 
a

BP a, , 0

2

 
  
 

 

x 

A 

 

B 

C 

y 

D 

O 

S 

z 

N 

M 

P 
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Do AM.BP  = 

2 2

a a

4 4

  + 0 = 0 neân AM  BP 

b/ Ta coù: 
a

CN , 0, 0

2

 
  
 

; 
a

CP 0, , 0

2

 
  
 

 

 

2

a
CN CP 0, 0,

4

 
   

 
 vaø 

3a a a 3
CM , ,

4 2 4

 
  
 

 

Vaäy VCMNP = 

3

1 a 3
(CN CP)CM

6 96

   
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C. BAØI TAÄP TÖÏ GIAÛI 

BT1: 

a) Tìm vectô ñôn vò vuoâng goùc vôùi truïc Ox vaø vuoâng goùc vôùi a  = (3, 6, 8) 

b) Tìm b  cuøng phöông vôùi a  = (2 2 , –1, 4) bieát raèng | b | = 10 

BT2: Cho a  = (1, 1, –2), b  = (1, 0, m). Tìm m ñeå goùc giöõa a  vaø b  

baèng 45
o 

BT3: Cho ba vectô a  = (3, –2, 4), b  = (5, 1, 6), c  = (–3, 0, 2). Tìm vectô x  

thoûa maõn ñoàng thôøi ba ñieàu  kieän: a .x  = 4, b . x  = 35, c  vuoâng goùc x . 

BT4: Cho hai ñieåm A(1, 2, 3), B(2, 0, –1) 

a) Tìm ñieåm M thuoäc truïc Ox caùch ñeàu hai ñieåm A vaø B. 

b) Tìm ñieåm N thuoäc maët phaúng (Oxy) caùch ñeàu hai ñieåm A, B vaø caùch 

goác O moät khoaûng baèng 
3

2

  

BT5: Cho hai ñieåm A(0, 1, 2), B(–1, 1, 0) 

a) Tìm toïa ñoä taâm I cuûa ñöôøng troøn ngoaïi tieáp OAB 

b) Tìm toïa ñoä tröïc taâm H cuûa OAB 

BT6: Cho A(–3; –2; 6), B(–2; 4; 4). O laø goác toïa ñoä  

a) Chöùng minh O, A, B laø 3 ñænh cuûa 1 tam giaùc. 

b) Tính dieän tích OAB vaø ñoä daøi ñöôøng cao haï töø O. 

c) Tìm chaân ñöôøng phaân giaùc trong veõ töø O cuûa OAB. 

BT7: Cho A(0, 0, 3); B(1, 1, 5); C(–3, 0, 0); D(0, –3, 0) 

a) Chöùng minh A, B, C, D laø boán ñænh cuûa töù giaùc. 

b) Tính dieän tích ACD vaø caùc goùc cuûa tam giaùc. 

c) Tính 
2

[(AB,AC)]AD CD .BC  

BT8: Cho hình hoäp ABCD.ABCD vôùi:  

A(1, 0, 1); B(2, 1, 2); D(1, –1, 1); C(4, 5, –5). 

a) Tìm toïa ñoä caùc ñænh coøn laïi. 

b) Tính theå tích cuûa hình hoäp ABCD.ABCD. 

BT9: Cho A(0, 1, 0); B(2, 3, 1); C(–2, 2, 2); D(1, –1, 2)  

a) Chöùng minh ABCD laø töù dieän coù 3 maët vuoâng. 
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b) Tính theå tích töù dieän ABCD vaø ñoä daøi ñöôøng cao haï töø A. 

c) Goïi G laø troïng taâm ABC. Chöùng minh AG vuoâng goùc mp(BCD). 

BT10: Cho A(2, –1, 0); B(–3, 1, 1) 

a) Tìm M treân (Oyz) ñeå MA + MB ngaén nhaát. 

b) Tìm N treân (Oyz) ñeå MA – NB daøi nhaát. 

BT11: Ñeà Cao ñaúng 2009 

Cho hình choùp töù giaùc ñeàu S.ABCD coù AB = a, SA = a 2 . Goïi M, N, 

K laàn löôït laø trung ñieåm SA, SB, CD. Chöùng minh MN vuoâng goùc SK. 

Tính theå tích khoái A.MNK  (ÑS: 

3

a 6

48

)  

BT12: Ñeà Cao ñaúng 2008 

Cho hình choùp S.ABCD coù SA  (ABCD), SA = 2a, ABCD laø hình 

thang coù A B  = 1v, AB = BC = a, AD = 2a. Goïi M, N laàn löôït laø 

trung ñieåm SA, SD. Chöùng minh BCNM laø hình chöõ nhaät.  

Tính VS.BCNM           (Ñaùp soá: 

3

a

3

). 

BT13: Cho hình laäp phöông ABCD.ABCD caïnh a. Goïi M, N laø trung 

ñieåm AD vaø BB. 

a) Chöùng minh MN vuoâng goùc AC. 

b) Treân caùc ñoaïn BB, CD, AD laáy I, J, K sao cho BI = CJ = DK. 

Chöùng minh AC vuoâng goùc (IJK). 
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BAØI 2 

MAËT PHAÚNG 

VAØ CAÙC BAØI TOAÙN LIEÂN QUAN 

 

A. TOÙM TAÉT LYÙ THUYEÁT 

I. VECTÔ PHAÙP TUYEÁN (HAY PHAÙP VECTÔ) CUÛA MAËT PHAÚNG 

Vectô n   


0 goïi laø vectô phaùp tuyeán cuûa maët phaúng  neáu giaù cuûa n  

vuoâng goùc maët phaúng .  

Cho hai vectô a, b  khaùc 0  vaø khoâng cuøng phöông. 

Neáu giaù cuûa a, b  song song hoaëc naèm treân maët phaúng  thì n  = [a, b ] 

laø moät vectô phaùp tuyeán cuûa mp . 

II. PHÖÔNG TRÌNH MAËT PHAÚNG 

coù daïng Ax + By + Cz + D = 0 (vôùi A
2
 + B

2
 + C

2
  0) 

Vôùi n  = (A, B, C) laø vectô phaùp tuyeán) 

 Phöông trình maët phaúng qua ñieåm M(xo, yo, zo) vaø coù vtpt n  = (A, B, C) laø: 

 

A(x – xo) + B(y – yo) + C(z – zo) = 0 

 Neáu maët phaúng  caét caùc truïc Ox, Oy, Oz laàn löôït taïi A(a, 0, 0), B(0, b, 0), 

C(0, 0, c) (a.b.c  0) thì   coù phöông trình: 

x y z
1

a b c

     

Phöông trình caùc maët phaúng toïa ñoä: 

. (Oxy): z = 0   . (Oxz): y = 0   . (Oyz): x = 0 

III. VÒ TRÍ TÖÔNG ÑOÁI GIÖÕA HAI MAËT PHAÚNG 

Cho hai maët phaúng : 

: Ax + By +Cz + D = 0 coù PVT n  = (A, B, C) 

: A’x + B’y + C’z + D’ = 0 coù PVT n   = (A’, B’, C’) 

a/   caét   A : B : C  A’ : B’ : C’  [n , n  ]  0  
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(Kyù hieäu A : B : C = A’ : B’ : C’  
A B C

A B C

 
  

) vôùi ABC  0 

b/  //   
A B C

A B C

 
  

  
D

D
 vôùi ABCD  0 

c/     
A B C

A B C

 
  

 = 
D

D
 vôùi ABCD  0 

d/      n .n   = 0  AA’ + BB’ +CC’ = 0 

IV. KHOAÛNG CAÙCH TÖØ MOÄT ÑIEÅM ÑEÁN MOÄT MAËT PHAÚNG 

Khoaûng caùch töø ñieåm M(xo, yo, zo) ñeán maët phaúng  : Ax + By + Cz + D = 0 

0 0 0

2 2 2

Ax By Cz D
d(M, )

A B C

  
 

 
 

 Löu yù: Cho maët phaúng mp : Ax + By + Cz + D = 0.  

Ñaët f(x, y, z) = Ax + By + Cz + D.  vôùi ( , , ) , ( , , )M M M N N NM x y z N x y z  

Ta coù: f(xM, yM, zM). f(xN, yN, zN) > 0  M vaø N naèm cuøng phía ñoái vôùi 

maët phaúng . 

f(xM, yM, zM). f(xN, yN, zN) < 0  M vaø N naèm khaùc phía ñoái vôùi maët 

phaúng . 

 Tröôøng hôïp ñaëc bieät: 

Khoaûng caùch töø ñieåm M ñeán caùc maët phaúng toïa ñoä: 

d(M, (Oxy)) = |zM|               d(M, (Oxz)) = |yM| 

d(M, (Oyz)) = |xM| 

V. GOÙC GIÖÕA HAI MAËT PHAÚNG 

Cho hai maët phaúng ,  laàn löôït coù vectô phaùp tuyeán laø  

n  = (A, B, C),   n= (A’, B’, C’) 

Goùc  giöõa  vaø  (0    90
o
) 

2 2 2 2 2 2

n.n AA BB CC
cos cos(n,n )

n . n A B C . A B C

  
   

      
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B. BAØI TAÄP MAÃU 
 

Baøi 1: Vieát phöông trình maët phaúng: 

a. Ñi qua ba ñieåm A(2, 0, –1), B(1, –2, 3), C (0, 1, 2) 

b. Ñi qua hai ñieåm A(1, 1, –1), B(5, 2, 1) vaø song song truïc Oz 

c. Ñi qua hai ñieåm A(1, 1, –1), B(5, 2, 1) vaø vuoâng goùc maët phaúng :  

 –x + z + 10 = 0 

d. Qua M(2; –1; –5) vaø vuoâng goùc hai maët phaúng (): x + 3y – z = 0, 

(): 2x + y – 4z – 8 = 0 

e. Ñi qua truïc Ox vaø ñieåm N(3, –1, 2) 

f. Ñi qua ñieåm M(2, –1, 4) vaø song song mp(): 3x – y + 2z = 0 

Giaûi 

a/ Ta coù AB  = (–1; –2; 4) vaø AC  = (–2; 1; 3) 

Goïi (P) laø maët phaúng caàn tìm. 

p
n [AB,AC]  = (–10, –5, –5) = –5(2, 1, 1) 

 (P): 2(x – 2) + y + 1(z + 1) = 0  2x + y + z – 3 = 0 

b/ Goïi (Q) laø maët phaúng caàn tìm.    

Oz coù vtcp k  = (0, 0, 1),  AB  = (4, 1, 2) 

 
Q

n [AB,k] =  (1, –4, 0) 

 (Q): 1(x – 1) – 4(y – 1) = 0  x – 4y + 3 = 0 

c/ Goïi (R) laø maët phaúng caàn tìm. 

Ta coù: n= (–1, 0, 1) 

 
R

n [AB,n ]  = (1, –6, 1) 

 (R): 1(x – 1) – 6(y – 1) + 1(z + 1) = 0  x – 6y + z + 6 = 0 

d/ n = (1, 3, –1), n  = (2, 1, –4)  
p

n  = [n ,n ] = (–11, 2, –5) 

 (P): –11(x – 2) + 2(y + 1) – 5(z + 5) = 0  –11x + 2y – 5z – 1 = 0 

e/ Goïi (T) laø maët phaúng caàn tìm. 

Ta coù: 
ox

a i = (1, 0, 0) 

 
T

n [ON, i] = (0, 2, 1)  (T): 2y + z = 0 

f/ Goïi (S) laø maët phaúng caàn tìm. 

(S) // ()   
s

n  = n  = (3, –1, 2) 

 (S): 3(x – 2) – 1(y + 1) + 2(z – 4) = 0   3x – y + 2z –15 = 0 
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Baøi 2: Vieát phöông trình maët phaúng  qua ñieåm M(4, –1, 1) vaø caét caùc 

tia Ox, Oy, Oz laàn löôït taïi A, B, C sao cho OA = 2OB = 3OC 

Giaûi 

Goïi A(a, 0, 0), B(0, b, 0), C(0, 0, c).  (a.b.c  0)   : 
x y z

1

a b c

    

Ta coù: M    
4 1 1

a b c

   = 1    (1) 

Vaø: OA = 2OB = 3OC  a = 2b = 3c  b = 
a

2

, c = 
a

3

 

Thay vaøo (1): 
4 2 3

a a a

   = 1  a = 5, b = 
5

2

, c = 
5

3

 

 : 
x 2y 3z

5 5 5

   = 1  x + 2y + 3z – 5 = 0 

 

Baøi 3. Tuyeån sinh ÑH khoái B/09 

Cho A(1, 2, 1); B(–2, 1, 3); C(2, –1, 1); D(0, 3, 1) 

Vieát phöông trình maët phaúng () qua A, B vaø khoaûng caùch töø C ñeán 

() baèng khoaûng caùch töø D ñeán (). 

 Tröôøng hôïp 1: C, D naèm cuøng phía ñoái vôùi ()  

Do d(C, ) = d(D, ) neân CD // ()  

Vaäy () coù VTCP AB  = (–3; –1; 2) vaø CD  = (–2; 4; 0)  

Vaäy PVT n  = AB CD = (–8, –4, –14) // (4, 2, 7) 

 Phöông trình (): 4(x – 1) + 2(y – 2) + 7(z – 1) = 0  

 4x + 2y + 7z – 15 = 0  

 Tröôøng hôïp 2: C, D naèm hai phía ñoái vôùi () thì () qua I(1, 1, 1) laø trung 

ñieåm CD thì () qua I(1, 1, 1) laø trung ñieåm CD  

Vaäy () coù VTCP AB  = (–3; –1; 2) vaø AI  = (0, –1, 0) 

 PVT m  = AB AI  = (2, 0, 3)  

Phöông trình () laø: 2(x – 1) + 3(z – 1) = 0  2x + 3z – 5 = 0 

 

 

 

 

  

A 

B 
H K 

C D 

C 

D 

K 

I H 
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Baøi 4: Ñeà tuyeån sinh Ñaïi hoïc khoái B/2008 

 Cho ñieåm A(0, 1, 2); B(2, –2, 1); C(–2, 0, 1) 

a. Vieát phöông trình maët phaúng qua ba ñieåm A, B, C. 

b. Tìm ñieåm M thuoäc maët phaúng (): 2x + 2y + z – 3 = 0 sao cho 

MA = MB = MC  

Giaûi 

a/ Ta coù AB  = (2; –3; –1) vaø AC  = (–2; –1; –1)  

 PVT 
ABC

n  = AB AC  = 2(1, 2, –4)  

Vaäy phöông trình mp(ABC)  

1(x – 0) + 2(y – 1) – 4(z – 2) = 0  

 x + 2y – 4z + 6 = 0  

b/ Goïi M(x, y, z). Ta coù:  

MA = MB = MC  

 

2 2

2 2

MA MB

MA MC

 



  

 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

x (y 1) (z 2) (x 2) (y 2) (z 1)

x (y 1) (z 2) (x 2) y (z 1)

          


        
 

 
4x 6y 2z 4 0 (1)

4x 2y 2z 0 (2)

   


  
  

Maø M  ()  2x + 2y + z – 3 = 0   (3) 

Töø (1) (2) (3)  M(2, 3, –7)  
 

Baøi 5: Cho hai maët phaúng: 

: 2x – y + 2z – 4 = 0; : –4x + 2y – 4z + 9 = 0 

a. Chöùng minh raèng  //  . Tính khoaûng caùch giöõa  vaø  

b. Vieát phöông trình maët phaúng (P) caùch ñeàu  vaø  

Giaûi 

a/ Ta coù: 
2 1 2

4 2 4


 

 
  

4

9


   //  

Laáy A(0, –4, 0)   

d(, ) = d(A, ) = 
8 9

16 4 16

 

 
 = 

1

6
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b/ Ta coù: 

M(x, y, z)  (P)  d(M, ) = d(M, ) 

 
2x y 2z 4 4x 2y 4z 9

3 6

      
  

 

9
2x y 2z 4 2x y 2z

2

9
2x y 2z 4 2x y 2z (loaïi)

2


       


       


 

 2x – y + 2z – 
17

4

 = 0 

 

 

Baøi 6: Cho hai ñieåm A(0, 0, –3), B(2, 0, –1) vaø mp (P): 3x – 8y + 7z – 1 = 0 

 Tìm toïa ñoä ñieåm C  (P) sao cho ABC ñeàu. 

Giaûi 

Goïi C (x, y, z). Ta coù: 

AC AB

AC BC

C (P)





 

  

2 2

2 2

AC AB

AC BC

C (P)

 



 


 

 

2 2 2

2 2 2 2 2 2

x y (z 3) 8

x y (z 3) (x 2) y (z 1)

3x 8y 7z 1 0

    


       
    


 

 

2 2 2

x y (z 3) 8 (1)

x z 1 0 (2)

3x 8y 7z 1 0 (3)

    


  
    

 

Töø: (2) vaø (3)  z = –x – 1,  y = 
x 2

2

 

   

Thay vaøo (1) : 

     

2
2 2( 2) ( 2) 8

4
x

x x


     9x
2
 – 12x – 12 = 0  x = 2  x = –

2

3

 

Vaäy coù hai ñieåm C: C(2, –2, –3) vaø C(
2 2 1

, ,

3 3 3

  
) 
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Baøi 7: Vieát phöông trình maët phaúng (P) qua hai ñieåm A(3, 0, 0), C(0, 0, 1) 

thoûa ñieàu kieän 

a. (P) caét truïc tung taïi ñieåm B sao cho ABC coù dieän tích baèng 
7

2

. 

b. (P) taïo vôùi maët phaúng (Oxy) goùc 30
o
. 

Giaûi 

a/ Goïi B(0, b, 0)  yOy 

Neáu b = 0  B truøng O  SABC = 
3

2

 (traùi giaû thieát). Vaäy b   0 

Do ñoù phöông trình (P) coù daïng 
x y z

1

3 b 1

    

Ta coù: AB  = (–3, b, 0), AC  = (–3, 0, 1)  [AB ,AC ] = (b, 3, 3b) 

  SABC  = 
1

2

[AB ,AC ] = 
2

1
10b 9

2

  

Do ñoù: SABC = 
7

2

  
2

1
10b 9

2

  = 
7

2

  b = 2  

Vaäy phöông trình (P): 
x y z

3 2 1

   = 1 

b/ Goïi B = (P)  Oy  B(0, b, 0)   

(b  0; vì neáu b = 0 thì (P)  (Oxz)  (P)  (Oxy)) 

Vaäy phöông trình (P) daïng (P): 
x y z

1

3 b 1

      bx + 3y + 3bz – 3b = 0 

Ta coù: 
p

n = (b, 3, 3b): (Oxy) coù VTPT k  = (0, 0, 1) 

Vaäy: cos ((P), (Oxy)) = cos30
o
  

 
p

p

n .k

n . k

 = 
3

2

  
2 2

3b 3

2b 9 9b


 

 

 b
2
 = 

9

2

  b = 
3

2

. Vaäy phöông trình (P) laø: 
x 2y z

1

3 3 1

    
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Baøi 8: Ñeà döï bò tuyeån sinh khoái A/2003. 

 Cho hình choùp S.ABC coù ñaùy laø tam giaùc ñeàu ABC caïnh a. SA = 
a 6

2

 vaø 

SA vuoâng goùc mp(ABC). Tính khoaûng caùch töø A ñeán mp(SBC). 

Giaûi 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Goïi I trung ñieåm BC gaén truïc toïa ñoä nhö hình thì  

B
a a 3
; ; 0

2 2

 
 
 

; C
a a 3
, , 0

2 2

 
 
 

; S
a 6

0, 0,

2

 
 
 

 

 SB  = 
a

2

(1, 3 , – 6 ) vaø 
a

SC

2

 (–1, 3 , – 6 )  

Vaäy   

2

a 3
SB SC (0, 2,1)

2

    

Phöông trình mp(SBC) laø: 0(x – 0) + 2 (y – 0) + 1(z – 
a 6

2

) = 0 

 2 y + z – 
a 6

2

 = 0  

Do ñoù: d(A, mp(SBC)) = 

a 6

a 22

23



  

 

Baøi 9: Tuyeån sinh ÑH khoái D/2002 

 Cho töù dieän ABCD coù AD vuoâng goùc mp(ABC), AC = AD = 4cm, 

AB = 3cm, BC = 5cm. Tính khoaûng caùch taïi A ñeán mp(BCD). 

S 

z 

A 

C 

I 

y 

B 

x 

y 

x 

B C 

A 

I 
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Giaûi 

ABC vuoâng taïi A vì BC
2
 = 25 = AB

2
 + AC

2
  

Gaén heä toïa ñoä nhö hình veõ thì  

A(0, 0, 0); B(3, 0, 0); C(0, 4, 0); D(0, 0, 4)  

Phöông trình maët chaén (BCD):  

x y z
1

3 4 4

     4x + 3y + 3z – 12 = 0  

Vaäy: d(A, mp(BCD)) = 
0 12 12

16 9 9 34




 
  

 

Baøi 10: Tuyeån sinh Ñaïi hoïc khoái A/2003 

 Cho hình hoäp chöõ nhaät ABCD.ABCD coù A(0, 0, 0); B(a, 0, 0); D(0, a, 

0); A(0, 0, b) vôùi a, b > 0. Goïi M laø trung ñieåm CC. 

a. Tính theå tích töù dieän BDAM. 

b. Tìm tæ soá 
a

b

 ñeå maët phaúng (ABD) vuoâng goùc maët phaúng (MBD). 

Giaûi 

Ta coù: C(a, a, 0); C(a, a, b)  

Vaäy M
b

a, a,

2

 
 
 

  

a/ Ta coù:  BD  = (–a, a, 0);  

BA  = (–a, 0, b)  

 BD BA  = (ab, ab, a
2
)  

vaø   BM  = 
b

0, a,

2

 
 
 

  

Vaäy VBDAM = 

2

2 2
1 1 a b 1

(BD BA )BM 0 a a b

6 6 2 4

      

b/ Mp(ABD) coù PVT n  = BD BA  = (ab, ab, a
2
)  

Ta coù:    BD  = (–a, a, 0); 

             BM  = 
b

0, a,

2

 
 
 

  

Vaäy: mp(MDB) coù PVT m  = 
2

ab ab
BD BM , , a

2 2

 
   

 
 

Mp(MDB) vuoâng goùc mp(ABD)  m.n 0  

x 

A 

B 
C 

D 

D 

C 

B 

A 

M 

y 

x 

z 

D 

B 

C y 

z 

A 
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 

2 2 2 2

a b a b

2 2

  – a
4
 = 0  

 a
2
b

2
 = a

4
  a

2
 = b

2
  

 
a

b

 = 1 (do a, b > 0) 

 

Baøi 11: Ñeà döï bò Ñaïi hoïc khoái B/2004 

 Cho hình choùp S.ABC coù SA = 3a, SA vuoâng goùc mp(ABC), AB = BC = 2a, 

ABC  = 120
o
. Tính khoaûng caùch töø A ñeán mp(SBC). 

Giaûi 

Gaén heä truïc nhö hình veõ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 vuoâng ABH coù AB = 2a, ABH  = 60
o
  

neân   sin60
o
 = 

AH

AB

  AH = yB = 2a.
3

a 3

2

   

cos60
o
 = 

BH

AB

  BH = xB = 2a.
1

2

 
 
 

 = a  

Vaäy   B(a, a 3 , 0); C(0, 2a 3 , 0); S(0, 0, 3a)  

Ta coù:  SB  = (a, a 3 , –3a) = a(1, 3 , –3)  

SC  = (0, 2a 3 , –3a) = a(0, 2 3 , –3)  

 PVT n SB SC   = a
2
(3 3 , 3, 2 3 ) = a

2
3 (3, 3 , 2) 

Phöông trình mp(SBC) laø: 3(x – 0) + 3 (y – 0) + 2(z – 3a) = 0  

y 

C 

H B 

K A x 

60
o
 

z 

S 

C 

y 

120
o
 

B 

x 

A 
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 3x + 3 y + 2z – 6a = 0  

Vaäy d(A, mp(SBC)) = 
| 0 6 | 6 3

4 29 3 4
a a a

 
 

 

 

Baøi 12: Ñeà döï bò ÑH khoái A/2007 

Cho laêng truï ñöùng ABC.ABC coù AB = a, AC = 2a, AA = 2a 5 , 

BAC  = 120
o
. Goïi M laø trung ñieåm CC. Chöùng minh MB vuoâng goùc 

MA. Tính khoaûng caùch töø A ñeán (ABM).  

Giaûi 

AHB   sin30
o
 = 

HB 1

AB 2

   yB = 
1

2


a 

cos30
o
 = 

AH

AB

  AH = 
3

2

a 

Choïn heä truïc toïa ñoä nhö hình veõ: 

A(0,0,0),  
3( , ,0)

2 2
a

B a   

'(0,0,2 5), (0,2 ,0)A a C a , (0,2 , 5)M a a . 

MA  =  0, 2a, a 5 , 
a 3 5a

MB , , a 5

2 2

 
   
 

  

Ta coù: MA .MB  = 0 + 5a – 5a = 0  MA  MB  

Ta coù: MA  = a(0, –2, 5 ) vaø MB  = 
a

2

( 3 , –5, -2 5 )  

 

2

a
MA MB (9 5, 15, 2 3)

2

     

Phöông trình mp(MAB) qua A  

9 5 (x – 0) + 15 (y – 0) + 2 3 (z – 2a 5 ) = 0  

 9 5 x + 15 y + 2 3 z – 4a 15  = 0  

Vaäy d(A, MAB) = 
4a 15 4a 15 4a 15 4a 15 a 5

3405 15 12 432 432 12 3


   

 
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Baøi 13: Ñeà döï bò Ñaïi hoïc khoái A/2003.  

 Cho laêng truï ñöùng ABC.ABC coù tam giaùc ABC caân vôùi AB = AC = a, 

BAC  = 120
o
, BB = a. Goïi I trung ñieåm CC. Chöùng minh tam giaùc 

ABI vuoâng. Tính cos goùc cuûa hai mp(ABC) vaø (ABI). 

Giaûi 

 Gaén truïc toïa ñoä nhö hình veõ  

 

 

 

 

 

 

 

 

Ta coù  sin60
o
 =

BH

AB
   BH = 

a 3

2

  

cos60
o
 = 

AH

AB
  AH = 

a

2

 

Vaäy:   B
a a 3
, , 0

2 2

 
 
 

, C
a a 3
, ,0

2 2

 
 

 
, C

a a 3
, , a

2 2

 
 

 
, B

a a 3
, , a

2 2

 
 
 

  

 
3, ,

2 2 2
a a a

I
 

  
 

 

Ta coù  AB  = 
3, , (1, 3,2)

2 2 2
a a a

a
 

  
 

  

a a 3 a
AI , ,

2 2 2

 
  
 

 = 
a

2

 (1, – 3 , 1) 

Ta coù:  

2 3 2

a 3a a
AB .AI

4 4 2

     = 0  AB  AI  

Vaäy ABI vuoâng taïi A  

Ta coù: PVT cuûa (ABC) laø i = (0, 0, 1) 

2

a
AB AI (3 3, 1, 2 3)

4

      

y 

B 

H x 

C 

A 

60
o
 

z 

y 

x 

H 
C 

A 

C 

B 

B 

A 

I 
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Vaäy PVT cuûa (ABI) laø n (3 3 , 1, –2 3 )  

Goïi  laø goùc cuûa (ABC) vaø (ABI)  

Ta coù: cos = cos(i,n)  = 
i.n 2 3 30

1040i .n


   

Baøi 14: Ñeà döï bò Ñaïi hoïc khoái A/2006 

 Cho hình hoäp ñöùng ABCD.ABCD coù AB = AD = a, AA = 
a 3

2

, 

BAC  = 60
o
. Goïi M, N laàn löôït laø trung ñieåm AD vaø AB. Chöùng minh 

AC vuoâng goùc mp(BDMN). Tính theå tích khoái choùp A.BDMN. 

Giaûi 

ABCD laø hình thoi coù ABC ñeàu gaén truïc toïa ñoä nhö hình veõ  

Ta coù:  A
a 3

, 0, 0

2

 
 
 

, A
a 3 a 3

, 0,

2 2

 
 
 

, D
a

0, , 0

2

 
 
 

, D
a a 3

0, ,

2 2

 
 
 

  

B
a

0, , 0

2

 
 

 
, B

a a 3
0, ,

2 2

 
 

 
 

C
a 3

,0, 0

2

 
 
 

, C
a 3 a 3

, 0,

2 2

 
 
 

 

Do ñoù:  M
a 3 a a 3

, ,

4 4 2

 
 
 

, N
a 3 a a 3

, ,

4 4 2

 
 

 
 

Mp(BDMN) coù VTCP laø:  

BD  = (0, a, 0) = a(0, 1, 0) 

vaø   DM  =
3 3, ,

4 4 2
a a a 

  
 

  

= 
a
( 3, 1, 2 3)

4

  

 PVT n  = 

2 2

a a
BD DM (2 3, 0, 3) 3(2, 0, 1)

4 4

      

Ta coù:  
a 3

AC a 3, 0,

2

 
   

 
 = 

a 3

2


(2, 0, –1)  

Do n  // AC  vaäy AC  (BDMN)  

Phöông trình mp(NMBD): 2(x – 0) -1.(z – 0) = 0  2x – z = 0  

Vaäy AH = d(A, NMDB) = 
a 3 a 15

55

   

z 

B N A 

M 

D 

O 

C 

B 

C D 

A 

y 

x 
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Ta coù:  
a 3 a a 3

BN ; ;

4 4 2

 
  
 

 = 
a
( 3, 1, 2 3)

4

  

vaø   
a a

MN 0, , 0 (0,1,0)

2 2

 
    
 

  

 

2 2

a a 3
BN MN ( 2 3, 0, 3) (2, 0,1)

8 8

       

Ta coù  dt(NMBD) = dt(NMB) + dt(BMD)  

= 
1 1

BN MN BD DM

2 2

    = 

2 2 2

a 3 a 3 3a
5 5 15

16 8 16

   

Do ñoù  VA.BPMN = 
1

3

AH dt(NMDB) = 

2 2

a 15 3a 15 3a
.

15 16 16

  

Baøi 15:  

Cho A(a, 0, 0); B(0, b, 0); C(0, 0, c) vôùi a, b, c döông thay ñoåi maø 

a
2
 + b

2
 + c

2
 = 3. Tìm a, b, c sao cho khoaûng caùch töø O ñeán maët phaúng 

(ABC) lôùn nhaát.  

Giaûi 

Phöông trình maët phaúng (ABC) daïng: 
x y z

a b c

   = 1 vôùi a
2
 + b

2
 + c

2
 = 3 

Ta coù: d = d(O, mp(ABC)) = 

2 2 2

1

1 1 1

a b c



 

 

Do baát ñaúng thöùc Cauchy: 3

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
3

a b c a b c

       (1)  

Vaø 3 = a
2
 + b

2
 + c

2
  3 3 2 2 2

a b c   

Laáy (1) nhaân (2) veá vôùi veá, ta ñöôïc:  

3
2 2 2

1 1 1

a b c

 
  

 
  9  

2 2 2

1 1 1

a b c

    3  

Vaäy: d  
1

3
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Daáu “=” xaûy ra  

2 2 2

2 2 2

2 2 2

1 1 1

a b c

a b c

a b c 3


 


 


  



  a = b = c = 1 (do a, b, c döông) 

Do ñoù dmax = 
1

3

 khi a = b = c = 1 

C. BAØI TAÄP TÖÏ GIAÛI  

BT1: Vieát phöông trình maët phaúng qua A(1, 2, 3) vaø vuoâng goùc hai maët phaúng 

(P): x – y + z – 7 = 0 vaø (Q): 3x + 2y – 12z + 5 = 0 (Cao Ñaúng 2009) 

BT2: Vieát phöông trình maët phaúng qua I(0, 0, 1); K(3, 0, 0) vaø taïo vôùi 

maët phaúng Oxy moät goùc 30
o
. (Döï bò Ñaïi hoïc khoái B/2003) 

BT3: Cho A(5, 1, 3); B(1, 6, 2); C(5, 0, 4); D(4, 0, 6) vaø maët phaúng  

(): x – 2y + z – 10 = 0. Vieát phöông trình maët phaúng. 

a. Qua A vaø vuoâng goùc BC.    b. Qua A, B, C. 

c. Qua A, B vaø // CD.      d. Qua Oz vaø song song AB  

e. Qua A, B vaø song song Oy   f. Qua A vuoâng goùc () vaø (Oyz). 

BT4: Cho A(3, –2, –2) vaø mp(P) 2x – 2y + z – 1 = 0  

Vieát phöông trình mp(Q) song song (P) maø d(A, (P)) = d((P), (Q))  

BT5: Tìm m, n sao cho hai maët phaúng sau ñaây song song 

3x – 5y + (m – 1)z – 3 = 0 vaø 2x + (n – 1)y – 3z + 1 = 0 

BT6: Tìm treân truïc tung caùc ñieåm caùch ñeàu hai maët phaúng. 

x + y – z + 1 = 0 vaø x – y + z – 5 = 0 

BT7: Cho hình laäp phöông ABCD.ABCD caïnh a. Goïi M, N, P, Q laàn 

löôït laø trung ñieåm AD, DC, CC vaø AA. 

a. Chöùng minh boán ñieåm M, N, P, Q cuøng naèm treân moät maët phaúng. 

b. Tính chu vi vaø dieän tích töù giaùc MNPQ. 

BT8: Tìm taäp hôïp caùc ñieåm trong khoâng gian  

a. Caùch ñeàu hai ñieåm A(1, 2, –3); B(4, 5, 0) 

b. Caùch ñeàu hai maët phaúng song song:  

x – 2y – z = 0 vaø 2x – 4y – 2z + 10 = 0 

c. Caùch ñeàu hai maët phaúng caét nhau:  

2x + 2y – z + 7 = 0 vaø 2x – 4y – 2z + 10 = 0 
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BT9: Vieát phöông trình maët phaúng (P) chöùa truïc Oz vaø laäp vôùi maët 

phaúng (): 2x + y – 5 z = 0 moät goùc 60
o
. 

BT10: Cho hình choùp S.ABCD coù SD  (ABCD), SD = a, ñaùy ABCD hình 

thang vuoâng taïi A vaø D; AB = AD = a, CD = 2a 

a. Chöùng minh SBC vuoâng.   b. Tính d(A, (SBC)). 

BT11: Ñaïi hoïc B/2010 

Cho ba ñieåm A(1, 0, 0), B(0, b, 0), C(0, 0, c) (b > 0, c > 0) vaø maët 

phaúng (P): y – z + 1 = 0. Xaùc ñònh b, c bieát (ABC) vuoâng goùc (P) vaø 

khoaûng caùch töø goác 0 ñeán (ABC) baèng 
1

3

. 

BT12: Ñaïi hoïc D/2010 

Cho hai maët phaúng (P): x + y + z – 3 = 0, (Q): x – y + z – 1 = 0  

Vieát phöông trình maët phaúng (R) vuoâng goùc vôùi (P) vaø (Q) sao cho 

khoaûng caùch töø goác O ñeán (R) baèng 2. 

BT13: A/03 Cho hình hoäp laäp phöông ABCD.ABCD. Tính goùc cuûa hai 

maët phaúng (BAC) vaø (DAC). 

BT14: Cho hình choùp S.ABCD coù SD vuoâng goùc (ABCD) vaø SD = a. Ñaùy 

ABCD laø hình thang vuoâng taïi A vaø D. Bieát raèng AB = AD = a, CD = 2a. 

a. Chöùng minh SBC vuoâng. 

b. Tính khoaûng caùch töø A ñeán (SBC).   (ÑS: 
a

6

) 

BT15: (D/09) Cho laêng truï ñöùng ABC.ABC coù ABC  taïi B, AB = a, 

AA = 2a, AC = 3a. Goïi M trung ñieåm AC. Goïi I giao ñieåm AM vaø 

AC. Tính VI.ABC vaø d(A, (IBC)).   (ÑS: 

3

4a 2a
,

9 5

)  

BT16: (B/04) Cho hình choùp töù giaùc ñeàu S.ABCD coù caïnh ñaùy a, goùc maët beân 

vaø ñaùy laø . Tính tan cuûa goùc hai maët (SAB) vaø (ABCD). Tính VS.ABCD. 

BT17: B/06 

Cho hình choùp S.ABCD coù SA  (ABCD), SA = a, ABCD hình chöõ nhaät. Goïi 

M, N laø trung ñieåm AD vaø SC. AB = a, AD = a 2 . Goïi I laø giao ñieåm MB 

vaø AC. Chöùng minh maët phaúng (SAC)  (SMB). Tính VA.NIB  (ÑS: 

3

a 2

36

) 
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BAØI 3 

MAËT CAÀU 

 Daïng 1: Phöông trình maët caàu taâm I(a, b, c) baùn kính R laø  
 

(x – a)
2
 + (y – b)

2
 + (z – c)

2
 = R

2
 

 Daïng 2: Phöông trình x
2
 + y

2
 + z

2
 – 2ax – 2by – 2cz + d = 0  

vôùi a
2
 + b

2
 + c

2
 – d > 0 laø phöông trình maët caàu taâm I(a, b, c) baùn kính 

R = 
2 2 2

a b c d    

 Löu yù: Cho maët caàu (S) taâm I(a, b, c) baùn kính R vaø maët phaúng () thì  

 (S) tieáp xuùc maët caàu (S)  d(I, ()) = R  

 Neáu d(I, ()) < R thì () caét (S) theo 

giao tuyeán laø ñöôøng troøn coù baùn kính 

r = 
2 2

R IJ  

Phöông phaùp tìm taâm J ñöôøng troøn 

giao tuyeán seõ ñöôïc trình baøy sau baøi 

ñöôøng thaúng  

 

Baøi 1: Ñònh m ñeå caùc phöông trình sau laø phöông trình maët caàu: 

 a. x
2
 + y

2
 + z

2
 – 4mx + 2my – 2(m – 1)z + 5m

2
 + m + 5 = 0  (1) 

 b. x
2
 + y

2
 + z

2
 + 2(m + 3)x – 6my + 4mz + 13m

2
 + 2m + 5 = 0  (2) 

Giaûi 

a/ (1) laø phöông trình maët caàu  4m
2
 + m

2
 + (m – 1)

2
 – 5m

2
 – m – 5 > 0 

 m
2
 – 3m – 4 > 0  m < –1    m > 4 

b/ (2) laø phöông trình maët caàu  (m + 3)
2
 + 9m

2
 + 4m

2
 – 13m

2
 – 2m – 5 > 0 

 m
2
 + 4m + 4 > 0  (m + 2)

2
 > 0  m  –2 

 

Baøi 2: Cho hai ñieåm A(–1, 0, –3), B(1, 2, –1). Vieát phöông trình maët 

caàu (S): 

 a. Coù ñöôøng kính AB. 

 b. Coù taâm I thuoäc truïc tung vaø qua hai ñieåm A, B. 

 

 

 

I 

J 

M 
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Giaûi 

a/ (S) coù taâm I laø trung ñieåm AB vaø baùn kính R = IA = 1 1 1 3    

Vaäy phöông trình (S) laø: x
2
 + (y – 1)

2
 + (z + 2)

2
 = 3 

b/ Caùch 1: 

Goïi I(0, b, 0)  yOy 

(S) qua 2 ñieåm A, B  IA = IB  IA
2
 = IB

2
 

 1 + b
2
 + 9 = 1 + (b – 2)

2
 + 1  b = –1 

Vaäy I(0, –1, 0), R = IA = 11  

Phöông trình (S) laø: x
2
 + (y + 1)

2
 + z

2
 = 11 

Caùch 2: 

I  Oy  I(0, b, 0). Vaäy phöông trình (S) daïng: x
2
 + y

2
 + z

2
 – 2by + d = 0 

Ta coù: 
A (S)

B (S)





  

1 9 d 0

1 4 1 4b d 0

  


    
  

d 10

b 1

 


 
 

Do ñoù: (S): x
2
 + y

2
 + z

2
 + 2y – 10 = 0 

 

Baøi 3: Vieát phöông trình maët caàu (S) qua ba ñieåm A(1, 2, 4), B(1, –3, –1), 

C(2, 2, –3) vaø coù taâm thuoäc maët phaúng (Oxy) 

Giaûi 

Goïi taâm I(a, b, 0)  (Oxy)  

Phöông trình (S) daïng: x
2
 + y

2
 + z

2
 – 2ax – 2by + d = 0 

Ta coù: 

A  (S)  –2a – 4b + d + 21 = 0   (1) 

B  (S)  –2a + 6b + d + 11 = 0   (2) 

C  (S)  –4a – 4b + d + 17 = 0   (3) 

Töø (1), (2), (3) cho a = –2, b = 1, d = –21 

Vaäy (S): x
2
 + y

2
 + z

2
 + 4x – 2y – 21 = 0 

 

Baøi 4: Ñeà döï bò ÑH khoái A/2005 

Cho A(2; 0; 0), C(0; 4; 0), S(0; 0; 4). Goïi B laø ñieåm treân maët phaúng 

(Oxy) sao cho OABC laø hình chöõ nhaät. Vieát phöông trình maët caàu qua 

naêm ñieåm O, A, B, S, C. 

Giaûi 
S 

z 
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Deã daøng thaáy B(2; 4; 0)  

Do ñònh lyù ba ñöôøng vuoâng goùc  

BC  OC  BC  SC  

Vaø AB  OA  AB  SA  

Vaäy SAB  = SCB  = SOB  = 1 vuoâng 

Ba ñieåm A, O, C cuøng nhìn 

SB döôùi 1 goùc vuoâng neân 

cuøng naèm treân maët caàu 

ñöôøng kính SB, taâm I(1, 2, 2) 

laø trung ñieåm SB, baùn kính 

R = OI = 1 4 4   = 3 

Vaäy phöông trình maët caàu qua naêm ñieåm O, A, B, C, S laø:  

(x – 1)
2
 + (y – 2)

2
 + (z – 2)

2
 = 9 

 

Baøi 5: Cho boán ñieåm A(1, 5, 3), B(4, 2, –5), C(5, 5, –1), D(1, 2, 4). 

a. Vieát phöông trình maët caàu (S1) ñi qua ba ñieåm A, B, C vaø coù taâm 

naèm treân maët phaúng (Oxz). 

 b. Vieát phöông trình maët caàu (S2) ñi qua boán ñieåm A, B, C, D. 

Giaûi 

a/ Goïi I laø taâm cuûa (S1). Goïi I(a, 0, c)  (Oxz) 

Phöông trình (S) coù daïng (S1): x
2
 + y

2
 + z

2
 – 2ax – 2cz + d = 0 

Ta coù: 

A  (S1)  35 – 2a – 6c + d = 0       (1) 

B  (S1) 45 – 8a + 10c + d = 0      (2) 

C  (S1) 51 – 10a + 2c + d = 0      (3) 

Töø (1), (2), (3) cho: a = 
11

5

,  c = 
1

5

,  d = –
147

5

 

Vaäy phöông trình (S1): x
2
+ y

2
 + z

2
 – 

22 2 147
x z

5 5 5

   = 0 

b/ Phöông trình (S2) coù daïng: x
2
 + y

2
 + z

2
 – 2ax – 2by – 2cz + d = 0 

A  (S2)  35 – 2a – 10b – 6c + d = 0    (1) 

B  (S2)  45 – 8a – 4b + 10c + d = 0    (2) 

C  (S2)  51 – 10a – 10b + 2c + d = 0   (3) 

D  (S2)  21 – 2a – 4b – 8c + d = 0    (4) 

(1), (2), (3), (4) cho: a = 1, b = 2, c = –1, d = –19 

Vaäy (S1) phöông trình x
2
+ y

2
 + z

2
 – 2x – 4y + 2z – 19 = 0 
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Baøi 6: Vieát phöông trình maët phaúng (P) chöùa truïc Ox vaø caét maët caàu  

 (S): x
2
 + y

2
 + z

2
 – 2x +4y + 2z – 3 = 0  theo moät ñöôøng troøn coù baùn 

kính baèng 3. 

Giaûi 

(S) coù taâm I(1, –2, –1), baùn kính R = 3: baèng baùn kính ñöôøng troøn giao 

tuyeán suy ra (P) caét (S) theo ñöôøng troøn lôùn. Vaäy (P) qua I 

Phöông trình mp(P) daïng: Ax + By + Cz + D = 0 

(P) chöùa Ox  (P): By + Cz = 0  (B
2
 + C

2
  0) 

I  (P)  –2B – C = 0  C = –2B 

Choïn B = 1 thì C = –2 

Vaäy phöông trình (P): y – 2z = 0 

 

Baøi 7: Ñeà döï bò ÑH khoái B/2006 

 Vieát phöông trình maët caàu qua O(0, 0, 0)  

 A(0, 0, 4), B(2, 0, 0) vaø tieáp xuùc maët phaúng (P): 2x + y – z + 5 = 0. 

Giaûi 

Phöông trình maët caàu (S) coù daïng  

x
2
 + y

2
 + z

2
 – 2ax – 2by – 2cz + d = 0  

0  (S)  d = 0        (1)  

A  (S)  –8c + 16  = 0   (2)  

B  (S)   4 – 4a    = 0   (3)  

Töø (1) (2) (3)  d = 0, c = 2, a = 1  

Vaäy taâm I(1, b, 2) vaø R = 
2

1 b 4   

Do (S) tieáp xuùc (P) neân d(I, (P)) = R  

 
2 b 2 5

4 1 1

  

 
 = 

2

b 5  

 |b + 5| = 6 .
2

b 5  

 b
2
 + 10b + 25 = 6(b

2
 + 5) 

 5b
2
 – 10b + 5 = 0  b = 1  

Vaäy I(1, 1, 2), R = 6  

Phöông trình (S): (x – 1)
2
 + (y – 1)

2
 + (z – 2)

2
 = 6.  
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Baøi 8: Vieát phöông trình maët caàu (S) coù taâm thuoäc truïc tung vaø tieáp xuùc 

vôùi hai maët phaúng: (): 2x + y – 3z + 5 = 0 vaø (): 2x + y – 3z – 11 = 0 

Giaûi 

Goïi I laø taâm cuûa (S), I(0, m, 0)  yOy 

(S) tieáp xuùc ,   d(I, ) = d(I, )  
m 5 m 11

14 14

 
  

 m + 5 = | m – 11|  m = 3.  

Vaäy I(0, 3, 0) 

(S) coù baùn kính:  R = d(I, ) = 
8

14

 

Vaäy phöông trình (S): x
2
 + (y – 3)

2
 + z

2
 = 

32

7

 

 

Baøi 9: Cho A(1; 0; –1), B(1; 2; 1), C(0; 2; 0)  

a) Vieát phöông trình maët caàu (S) qua O, A, B, C. 

b) Goïi G laø troïng taâm ABC. Vieát phöông trình caùc maët phaúng 

vuoâng goùc vôùi OG vaø tieáp xuùc (S). 

Giaûi 

a/ Phöông trình (S) daïng: x
2
 + y

2
 + z

2
 – 2ax – 2by – 2cz + d = 0 

O  (S)  d = 0         (1) 

A  (S)  2 – 2a + 2c  = 0     (2) 

B  (S)  6 – 2a – 4b – 2c  = 0   (3)  

C  (S)  4 – 4b + d = 0 (4)  

Töø (1) (2) (3) (4): a = 1, b = 1, c = d = 0 

Vaäy phöông trình (S): x
2
 + y

2
 + z

2
 – 2x – 2y = 0 

b/ (S) coù taâm I(1, 1, 0), R = 2   

Troïng taâm cuûa ABC laø G
2 4
; ; 0

3 3

 
 
 

  

Maët phaúng () caàn tìm nhaän OG  = 
2

3

(1, 2, 0) laø PVT neân coù daïng 

x + 2y + D = 0  

Ta coù: () tieáp xuùc (S)  

 d(I, ()) = R  
1 2 D

2

5

 
   D = –3  10  

Vaäy phöông trình hai maët phaúng () laø x + 2y  10  – 3 = 0 
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Baøi 10: Cho S(0, 0, 1), A(1, 1, 0) vaø hai ñieåm M(m, 0, 0), N(0, n, 0) 

thay ñoåi sao cho m + n = 1 vaø m > 0, n > 0.  

a. Chöùng minh theå tích hình choùp S.OMAN khoâng phuï thuoäc m, n.  

b. Tính khoaûng caùch töø A ñeán maët phaúng (SMN). Töø ñoù suy ra maët 

phaúng (SMN) tieáp xuùc 1 maët caàu coá ñònh. 

Giaûi 

a/ Dt ( vuoâng OMN) = 
1

2

OM.ON = 
mn

2

 

Ta coù:  AM  = (m – 1, –1, 0)  

AN  = (–1, n – 1, 0)  

 [ AM  AN ] = (0, 0, mn – 1)  

Vaäy   S(AMN) = 
1

2

[ AM AN ]  

= 
1

2

|mn – 1| = 
1 mn

2


 (do m, n < 1)  

Do ñoù  SOAMN = S(OMN) + S(AMN) = 
mn 1 mn 1

2 2 2


   

 VS.OAMN = 
1

3

SO.S(OMAN) = 
1 1 1
.1.

3 2 6

  haèng soá 

b/ Phöông trình maët phaúng (SMN) laø:  

x y z
1

m n 1

     nx + my + mnz – mn = 0  Do ñoù  

 

 

 d(A, (SMN)) = 

2 2 2

m n mn

(m n) 2mn m n

 

  
 

= 
2 2 2

1 mn 1 mn

1 2mn m n (1 mn)

 


  
 = 1  

Do ñoù maët phaúng (SMN) luoân tieáp xuùc maët caàu coá ñònh taâm A, baùn 

kính R = 1.  

 

2 2 2

| .1 .1 . .0 . |( , ( ))
( . )

n m m m m n
d a SMN

n m m n

  


 

z 

S 

N 

y 

x 

M 

O 

A 
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BAØI TAÄP TÖÏ GIAÛI  

BT1. Vieát phöông trình maët caàu  

a) (D2008) Qua A (3, 3, 0); B(3, 0, 3); C(0, 3, 3); D(3, 3, 3)  

b) (DB A05) Qua A(2, 0, 0); C(0, 4, 0); O(0, 0, 0), S(0, 0, 4); B(2, 4, 0)  

c) (D/04) Qua A(2, 0, 1); B(1, 0, 0); C(1, 1, 1) vaø taâm I naèm treân  

(P) x + y + z – 2 = 0  

d) Taâm treân Oz vaø vaø tieáp xuùc hai maët phaúng () 2x + y – 3z – 1 = 0, 

() x – 2y + 3z + 5 = 0.  

BT2. B/2005  

Cho laêng truï ñöùng ABC.A’B’C’ coù A(0, –3, 0); B(4, 0, 0); C(0, 3, 0); 

B’(4, 0, 4). Vieát phöông trình maët caàu taâm A tieáp xuùc (BCC’B’).  

BT3. DB/D03  

Cho maët caàu (S) (x – 1)
2
 + (y + 1)

2
 + (z – 1)

2
 = 9 vaø maët phaúng  

(): 2x + 2y + z – m
2
 – 3m = 0. Tìm m ñeå (S) tieáp xuùc ().  

BT4. Cho A(2, 0, 0); B(0, 4, 0); C(0, 0, 6); D(2, 4, 6). Vieát phöông trình taäp 

hôïp caùc ñieåm M trong khoâng gian sao cho MA MB MC MD    = 4.  

BT5. Vieát phöông trình maët caàu (S) coù taâm I(4, –2, 1) bieát:  

a) (S) tieáp xuùc maët phaúng (Oxz)  

b) (S) tieáp xuùc truïc Ox  

c) (S) caét truïc Oy taïi hai ñieåm A, B vôùi AB = 10.  

BT6. Vieát phöông trình caàu (S) qua ñieåm A(1, –1, 4) vaø tieáp xuùc vôùi ba 

maët phaúng toïa ñoä.  

BT7. Cho töù dieän OABC coù A(4, 0, 0), B(0, –2, 0), C(0, 0, 2), 0 laø goác toïa ñoä.  

a) Tìm taâm vaø baùn kính cuûa maët caàu ngoaïi tieáp töù dieän OABC.  

b) Tìm hình chieáu cuûa ñænh O treân maët phaúng (ABC).  

BT8. Cho ba ñieåm A(–2, 1, –2), B(2, 1, 1), C(–1, 0, 5). Vieát phöông trình 

maët caàu coù ñöôøng troøn lôùn laø ñöôøng troøn ngoaïi tieáp ABC.  
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BAØI 4 

ÑÖÔØNG THAÚNG 

VAØ CAÙC BAØI TOAÙN LIEÂN QUAN 

A. TOÙM TAÉT LYÙ THUYEÁT 

I. PHÖÔNG TRÌNH CUÛA ÑÖÔØNG THAÚNG 

Vectô a 0  goïi laø vectô chính phöông cuûa ñöôøng thaúng d neáu giaù cuûa 

a  song song hoaëc truøng d. 

Cho ñöôøng thaúng d ñi qua ñieåm M(xo,yo,zo) vaø coù VTCP 
d

a = (a,b,c) 

   Phöông trình tham soá cuûa d: 

0

0

0

x x at

y y bt

z z ct

 


 
  

 (t: tham soá, t R) 

Phöông trình chính taéc cuûa d: 
0 0 0

x x y y z z

a b c

  
   (a.b.c  0) 

 

VAÁN ÑEÀ 1: VIEÁT PHÖÔNG TRÌNH ÑÖÔØNG THAÚNG 

Phöông phaùp  

1/ Tìm moät ñieåm treân d vaø moät VTCP cuûa d. 

2/ Tìm hai maët phaúng khaùc nhau cuøng qua d thì d chính laø giao tuyeán 

cuûa hai maët phaúng naøy. 

 Caùc löu yù:  

1/ Moät ñöôøng thaúng trong khoâng gian coù 

theå xem laø giao tuyeán cuûa hai maët 

phaúng () vaø (). 

Neáu () vaø () coù PVT laø n  vaø m  

d coù VTCP a  thì n   ()  n   a   

m   ()  m   a   

Vaäy VTCP a  = n   m  

2/ Cho hai vectô khoâng cuøng phöông a  vaø b   

Neáu ñöôøng thaúng d vuoâng goùc vôùi a  vaø b  thì d coù 1 vectô chæ 

phöông laø 
d

a = [a , b ] 

d 

 

 

n

m

a
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3/ Neáu ñöôøng thaúng d1 qua ñieåm A vaø vuoâng goùc ñöôøng thaúng d2 thì d1 

naèm trong maët phaúng qua A vaø vuoâng goùc d2. 

4/ Neáu ñöôøng thaúng d1 qua ñieåm A vaø caét ñöôøng thaúng d2 thì d1 naèm 

trong maët phaúng qua A vaø d2. 

5/ Neáu ñöôøng thaúng d qua ñieåm A vaø song song maët phaúng (P) thì d 

naèm trong maët phaúng qua A vaø song song (P). 
 

Baøi 1. Vieát phöông trình tham soá cuûa ñöôøng thaúng d bieát d laø giao 

tuyeán cuûa hai maët phaúng:  

: 4x – 2y + 3z = 0 vaø  â: 3x + y + 2z – 5 = 0 

Giaûi 

Ta coù: n  = (4, –2, 3), n  = (3, 1, 2)  
d

a  = n ,n 
   = (–7, 1, 10) 

Choïn ñieåm M(1, 2, 0)     

Vaäy phöông trình d: 

x 1 7t

y 2 t

z 10t

 


 
 

 

Baøi 2. Cho hai ñieåm A(2, 0, –3), B(4, –2, –1) vaø maët phaúng  

   (P): x + y + 2z + 4 = 0 

Vieát phöông trình ñöôøng thaúng d naèm treân (P) sao cho moïi ñieåm 

cuûa d caùch ñeàu A vaø B. 

Giaûi 

Goïi (Q) laø maët phaúng trung tröïc cuûa AB  d = (P)  (Q) 

Trung ñieåm cuûa AB laø: I(3, –1, –2), 
Q

n = AB   = (2, –2, 2) = 2(1, –1, 1) 

Vaäy phöông trình (Q): 1(x – 3) – 1(y + 1) + 1(z + 2) = 0  x – y + z – 2 = 0 

Ta coù: 
d P Q

a [n , n ]  = 2(3, 1, –2) 

Choïn ñieåm M(–1, –3, 0)  (P)  (Q) 

Vaäy d: 
x 1 y 3 z

3 1 2

 
 


 

 

Baøi 3. Cho ñöôøng thaúng d: 
x 1 y 2 z

1 4 1

 
 


 vaø maët phaúng  

: 2x – y + 3z – 6 = 0. Vieát phöông trình ñöôøng thaúng  qua giao 

ñieåm A cuûa d vaø  vaø song song ñöôøng thaúng d’: 

x 3 4t

y 2 3t

z 5 t

 


  
  
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Giaûi 

Toïa ñoä ñieåm A laø nghieäm cuûa heä phöông trình: 

x 1 y 2 z

1 4 1

2x y 3z 6 0

 
 


    

  

4x y 6 0

x z 1 0

2x y 3z 6 0

  


  
    

  

x 3

y 6

z 2

 


 
 

 

Vaäy A(–3, –6, 2) 

Do  // d’ 
d '

a a   = (4, –3, 1). Vaäy phöông trình : 

x 3 4t

y 6 3t

z 2 t

  


  
  

 

Baøi 4. Tuyeån sinh Ñaïi hoïc khoái D/2007 

 Cho A(1, 4, 2); B(–1, 2, 4) vaø ñöôøng thaúng : 
x 1 y 2 z

1 1 2

 
 


 

a. Vieát phöông trình ñöôøng thaúng qua troïng taâm G cuûa OAB vaø 

vuoâng goùc mp(OAB). 

b. Tìm M treân  sao cho MA
2
 + MB

2
 nhoû nhaát. 

Giaûi 

a/ Ta coù troïng taâm G(0, 2, 2)  

Maët phaúng (OAB) coù VTCP OA  = (1, 4, 2) vaø OB  = (–1, 2, 4)  

Neân coù PVT n  = OA   OB  = 6(2, –1, 1)  

(d) qua G vaø vuoâng goùc mp(OAB) neân nhaän n  laø VTCP  

Phöông trình (d): 
x y 2 z 2

2 1 1

 
 


 

b/ Phöông trình tham soá ñöôøng thaúng () laø: 

x 1 t

y 2 t

z 2t

 


  
 

 

M   neân t sao cho M(1 – t, t – 2, 2t)  

Ta coù: MA
2
 + MB

2
 = t

2
 + (t – 6)

2
 + (2t – 2)

2
 + (2 – t)

2
 + (t – 4)

2
 + (2t – 4)

2
  

= 12t
2
 - 48t + 76 = 12(t – 2)

2
 + 28  28 

Vaäy (MA
2
 + MB

2
)min = 28  t = 2  M(–1, 0, 4)  

 

Baøi 5. Ñeà döï bò Ñaïi hoïc khoái B/09 

 Cho A(1, 0, –1); B(2, 3, –1); C(1, 3, 1)  

Vieát phöông trình tham soá ñöôøng thaúng qua tröïc taâm ABC vaø 

vuoâng goùc mp(ABC). 
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Giaûi 

Goïi (d) qua tröïc taâm H vaø  mp(ABC)  

Veõ AI  BC, CK  AB  

Laáy S  d  

Mp(SAI) qua A vaø coù PVT BC  = (–1, 0, 2)  

Phöông trình (SAI): –1(x – 1) + 2(z + 1) = 0 

 –x + 2z + 3 = 0  

Mp(SKC) qua C vaø coù PVT AB  = (1, 3, 0)  

Phöông trình (SKC): 1(x – 1) + 3(y – 3) = 0 

 x + 3y – 10 = 0  

Ñöôøng thaúng (d) caàn tìm laø giao tuyeán hai mp(SKC) vaø (SAI)  

Xeùt 
1

n = (–1, 0, 2), 
2

n  = (1, 3, 0)  

Goïi a  laø VTCP cuûa d  

Ta coù a   
1

n  vaø 
2

n  neân a  = 
1

n   
2

n  = (–6, 2, –3)  

Giao ñieåm (d) vaø (Oyz)  

Cho x = 0  y = 
10

3

, z = –
3

2

  

Vaäy (d) qua M
10 3

0, ,

3 2

 
 

 
  

Phöông trình tham soá d 

x 6t

10
y 2t

3

3
z 3t

2


  



 



  


 

Baøi 6. Tuyeån sinh ÑH khoái A/2011 

Cho A(2, 0, 1); B(0, –2, 3)  

Tìm M treân (P): 2x – y – z + 4 = 0 sao cho MA = MB = 3  

Giaûi 

Do MA = MB neân M  () laø maët trung tröïc cuûa AB 

() qua I(1, –1, 2) laø trung ñieåm cuûa AB  

vaø coù PVT n AB  = (–2, –2, 2) // (1, 1, –1)  

Vaäy phöông trình (): 1(x – 1) + 1(y + 1) – 1(z – 2) = 0  

 x + y – z + 2 = 0  

Do M naèm treân giao tuyeán  cuûa (P) vaø ()  

S 

C 

I 

B 

H 

K 

A 
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Goïi a  laø VTCP cuûa   

  (P)  a   
p

n = (2, –1, –1)  

  ()  a   n = (1, 1, –1)  

Vaäy   a  = 
p

n   n  = (2, 1, 3)  

Goïi N(O, y, z) laø giao ñieåm  vaø mp(Oyz) toïa ñoä N nghieäm ñuùng heä 

phöông trình 
y z 4

y z 2

  


  
  

Vaäy N(0, 1, 3)  

Do ñoù phöông trình tham soá  laø 

x 2t

y 1 t

z 3 3t




 
  

 

Vaäy M(2t, 1 + t, 3 + 3t)  

Ta coù MA
2
 = 9 

 (2t – 2)
2
 + (t + 1)

2
 + (3t + 2)

2
 = 9 

 14t
2
 + 6t = 0  t = 0  t = –

3

7

 

Vaäy M1(0, 1, 3), M2(–
6 4 12
, ,

7 7 7

) 
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CAÙC DAÏNG TOAÙN 

VIEÁT PHÖÔNG TRÌNH ÑÖÔØNG THAÚNG THÖÔØNG GAËP  

 

 Daïng 1: VIEÁT PHÖÔNG TRÌNH ÑÖÔØNG THAÚNG  QUA ÑIEÅM A, 

NAÈM TREÂN MAËT PHAÚNG (P) (HAY SONG SONG MAËT PHAÚNG (P)) VAØ 

VUOÂNG GOÙC ÑÖÔØNG THAÚNG d.  

*  Phöông phaùp: 

Do 
(P)

d

 

 

  
p

d

n

a

 

 

   coù vectô chæ phöông laø a  = [
p d

n , a ] 

Vaäy  laø ñöôøng thaúng qua A vaø coù vectô chæ phöông a  

Baøi 7. Cho ñöôøng thaúng d: 
x 1

2


 = 

y z 3

1 3





,  

maët phaúng (P): 2x – 5y – 3z + 8 = 0 vaø ñieåm A(3, –4, 1) 

a) Vieát phöông trình ñöôøng thaúng 1 qua A, naèm treân (P) vaø vuoâng 

goùc d. 

b) Vieát phöông trình ñöôøng thaúng 2 qua A, song song maët phaúng 

(Oxy) vaø vuoâng goùc d. 

Giaûi 

a) Ta coù:   
d

a = (2, –1, 3), 
p

n  = (2, –5, –3) 

1

1

(P)

d

 

 

   
1

p da [n ,a ]   = (–18, –12, 8) = –2(9, 6, –4) 

Vaäy 1: 
x 3 y 4 z 1

9 6 4

  
 


 

b) Maët phaúng (Oxy) coù vectô chæ phöông k = (0, 0, 1) 

2

2

// (Oxy)

d



 

  
2

da [k, a ]   = -(1, 2, 0). Vaäy 2: 

x 3 t

y 4 2t

z 1

 


  
 

 

 

Baøi 8. Tuyeån sinh Ñaïi hoïc khoái A/2005 

 Cho d: 
x 1 y 3 z 3

1 2 1

  
 


 vaø maët phaúng () : 2x + y – 2z + 9 = 0  

a. Tìm I treân d sao cho khoaûng caùch töø I ñeán () baèng 2. 

b. Tìm giao ñieåm A cuûa (d) vaø (). Vieát phöông trình ñöôøng thaúng 
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() ñi qua A, naèm trong () vaø vuoâng goùc (d). 

Giaûi 

a/ I  d neân t: I(1 – t, –3 + 2t, 3 + t)  

Ta coù: d(I, ) = 2   
| 2(1 ) 3 2 2(3 ) 9 | 2

4 1 4
t t t     


 

  

 –2t + 2 = 6  t = –2  t = 4  

Vaäy I(3, –7, 1) hay I(–3, 5, 7)  

b/ Goïi A = d  ()  

A  d  t: A(1 – t, –3 + 2t, 3 + t)  

A  ()  2(1 – t) + (2t – 3) – 2(3 + t) + 9 = 0  t = 1  

Vaäy A(0, –1, 4)  

Goïi b  laø VTCP cuûa ()  

Do  ()  ()  b   n = (2, 1, –2)  

()  (d)  b   
d

a = (–1, 2, 1)  

Vaäy b  = n   
d

a  = 5(1, 0, 1)  

Phöông trình (): 

x t

y 1

z 4 t




 
  

 t  R 

 

 Daïng 2: VIEÁT PHÖÔNG TRÌNH ÑÖÔØNG THAÚNG  ÑI QUA ÑIEÅM A, 

VUOÂNG GOÙC ÑÖÔØNG THAÚNG d1 VAØ CAÉT ÑÖÔØNG THAÚNG d2 

*  Phöông phaùp 1: 

– Tìm maët phaúng (P) qua A vaø  d1 

– Tìm B = (P)  d2 

–  laø ñöôøng thaúng qua hai ñieåm A, B. 

*  Phöông phaùp 2:  

– Goïi B laø giao ñieåm  vaø d2  

– Tìm toïa ñoä ñieåm B töø ñieàu kieän: 
1

d
AB.a

 

= 0 

–  laø ñöôøng thaúng qua hai ñieåm A, B 
 

Baøi 9. Cho hai ñöôøng thaúng d1: 
x 1 y 2 z

3 1 1

 
   vaø d2: 

x 1

y t

z 1 t

 



  

 

Vieát phöông trình ñöôøng thaúng  ñi qua ñieåm A(0, 1, 1), vuoâng goùc 

d2 

d1 

B 
A 

P 
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ñöôøng thaúng d1 vaø caét ñöôøng thaúng d2   

Giaûi 

*  Caùch 1: 

Goïi (P) laø mp qua A vaø   d1  pn  = 
1

da  = (3, 1, 1) 

Phöông trình (P): 3(x – 0) + 1(y – 1) + 1(z – 1) = 0  3x + y + z – 2 = 0 

Goïi B = (P)  d2   B(–1, 2, 3) 

a AB  = (–1, 1, 2). Vaäy phöông trình : 
x y 1 z 1

1 1 2

 
 


 

*  Caùch 2: 

Goïi  B =   d2  B(–1, t, 1 + t) 

AB= (–1, t – 1, t); 
1

da = (3, 1, 1) 

Ta coù:  

   d1    
1

dAB.a = 0  –3 + t – 1 + t = 0  t = 2 

Vaäy a  = AB= (–1, 1, 2) phöông trình : 
x y 1 z 1

1 1 2

 
 


 

Baøi 10. Tuyeån sinh Ñaïi hoïc khoái B/2004 

 Vieát phöông trình ñöôøng thaúng qua A(–4, –2, 4) caét vaø vuoâng goùc  

       d 

x 3 2t

y 1 t

z 1 4t

  


 
   

 

Giaûi 

Goïi I laø giao ñieåm cuûa d vaø ñöôøng thaúng  caàn tìm  

I  d neân t  R: I(2t – 3, 1 – t, 4t – 1) 

Ta coù: AI  = (2t + 1, 3 – t, 4t – 5)  

Do: d   neân AI   a  = (2, –1, 4)  

 2(2t + 1) – 1(3 – t) + 4(4t – 5) = 0 

 21t – 21 = 0  t = 1  

 caàn tìm qua A vaø coù VTCP AI  = (3, 2, –1)  

Phöông trình chính taéc cuûa  laø  

x 4 y 2 z 4

3 2 1

  
 


 

 

Baøi 11. Cho ñöôøng thaúng d laø giao tuyeán cuûa hai maët phaúng: 

: 5x + y + z +2 = 0;   â: x – y + 2z + 1 = 0 

Vieát phöông trình ñöôøng thaúng  ñi qua ñieåm A(2, –1, 0), vuoâng goùc 

vaø caét ñöôøng thaúng d. 
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Giaûi 

 Caùch 1: 

Ta coù:  n = (5, 1, 1),  n = (1,–1, 2)  

 
d

a = [n ,n ] = (3, –9, –6) = 3(1, –3, –2) 

Goïi (P) laø mp qua A vaø   d   
p

n = 
d

a  = 3(1, –3, –2) 

Vaäy phöông trình (P): 1(x – 2) – 3(y + 1) – 2z = 0  x – 3y – 2z – 5 = 0 

Goïi B = (P)  d 

Toïa ñoä ñieåm B laø nghieäm cuûa heä phöông trình: 

x 3y 2z 5 0

5x y z 2 0

x y 2z 1 0

   


   
    

  

x 0

y 1

z 1




 
  

. Vaäy B(0, –1, –1) 

a AB   = (–2, 0, –1). Vaäy phöông trình : 

x 2 2t

y 1

z t

 


 
  

 

 Caùch 2: 

Choïn ñieåm M(0,–1,–1)    . Vaäy phöông trình d: 

x t

y 1 3t

z 1 2t




  
   

 

Goïi B =   d  B(t, –1 – 3t, –1 – 2t)  AB  = (t – 2, –3t, –1 – 2t) 

Ta coù:    d  dAB.a  = 0  t = 0. Vaäy a AB  = (–2, 0, –1) 

Do ñoù phöông trình : 

x 2 2t

y 1

z t

 


 
  

 

 Daïng 3: VIEÁT PHÖÔNG TRÌNH ÑÖÔØNG THAÚNG  ÑI QUA ÑIEÅM A, 

SONG SONG MAËT PHAÚNG (P) VAØ CAÉT ÑÖÔØNG THAÚNG d. 

*  Phöôg phaùp 1: 

– Tìm maët phaúng (Q) qua A vaø song song (P) 

– Tìm B = (Q)  d. 

Thì  laø ñöôøng thaúng qua hai ñieåm A, B. 

*  Phöông Phaùp 2: 

– Goïi B =   d 

– Tìm toïa ñoä ñieåm B töø ñieàu kieän:  

A 

B 

d 

Q 

P 
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pAB.n  = 0 

Thì  laø ñöôøng thaúng qua hai ñieåm A, B. 

 

Baøi 12. Vieát phöông trình chính taéc cuûa ñöôøng thaúng  ñi qua ñieåm 

A(3, –1, –4), caét truïc Oy vaø song song maët phaúng (P): 2x + y = 0 

Giaûi 

 Caùch 1: 

Goïi (Q) laø maët phaúng qua A vaø // (P). Phöông trình (Q) laø:  

2(x – 3) + 1(y + 1) = 0  2x + y – 5 = 0 

Goïi B = (Q)  Oy  B(0, 5, 0) 

  a  = AB  = (–3, 6, 4). Vaäy phöông trình : 
x y 5 z

3 6 4


 


 

 Caùch 2: 

Goïi B =   Oy  B(0, t, 0) 

a  = AB  = (–3, t + 1, 4), pn  = (2, 1, 0) 

Ta coù:   // (P)  AB . pn  = 0  –6 + t + 1 = 0  t = 5 

 a  = (–3, 6, 4). Vaäy phöông trình : 
x 3 y 1 z 4

3 6 4

  
 


 

Baøi 13. Vieát phöông trình ñöôøng thaúng qua A(3; –2; –4) song song 

maët phaúng (P): 3x – 2y – 2z – 7 = 0 vaø caét d: 
x 2 y 4 z 1

3 2 2

  
 


 

Giaûi 

Phöông trình tham soá d laø 

x 2 3t

y 4 2t

z 1 2t

 


  
  

 

Goïi B laø giao ñieåm cuûa  caàn tìm vaø d  

B  d  t: B(2 + 3t, –4 – 2t, 1 + 2t)  

 AB  = (3t – 1, –2t – 2, 2t + 5)  

Do  // (P) neân AB   PVT 
p

n = (3; –2; –2) 

Vaäy 3(3t – 1) – 2(–2t – 2) – 2(2t + 5) = 0  t = 1 

Vaäy AB  = (2, –4, 7)  

Do ñoù phöông trình  laø: 
x 3 y 2 z 4

2 4 7

  
 


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BAØI TAÄP TÖÏ GIAÛI 

BT1: CÑ/09 Cho A(1, 1, 0); B(0, 2, 1) vaø ABC coù troïng taâm G(0, 2, –1). 

Vieát phöông trình ñöôøng thaúng qua C vaø  (ABC). 

BT2: D/2011 Vieát phöông trình ñöôøng thaúng  qua A(1, 2, 3) vuoâng goùc 

d: 
x 1 y z 3

2 1 2

 
 


 vaø caét truïc hoaønh. 

BT3: Vieát phöông trình ñöôøng thaúng  qua A(1, 1, –2) song song  

mp(P): x – y – z – 1 = 0 vaø  (d) 
x 1 y 1 z 2

2 1 3

  
   

BT4: CÑ/2010 Vieát phöông trình maët phaúng chöùa d: 
x y 1 z

2 1 1


 


  

vaø  (P): 2x – y + 2z – 2 = 0. Tìm M  d sao cho M caùch ñeàu O vaø (P). 

BT5: Vieát phöông trình ñöôøng thaúng  qua A(1, 2, 3) caét  

vaø  d: 
x y

2 4

  = z + 3 

BT6: D/06 Vieát phöông trình ñöôøng thaúng  qua A(1, 2, 3), vuoâng goùc  

d1: 
x 2 y 2 z 3

2 1 1

  
 


 vaø caét d2: 

x 1 y 1 z 1

1 2 1

  
 


 

BT7: Vieát phöông trình ñöôøng thaúng vuoâng goùc d: 
x 1 y z 2

2 1 3

 
 


 vaø 

naèm treân (P): 2x + y + z – 2 = 0 

BT8: DB/A06 Cho I(2; 2; 0) vaø (P) 3x – 2y – z + 4 = 0. Tìm K sao cho 

KI  (P) vaø K caùch ñeàu O vaø (P). 

BT9: Cho d1: 
x 2 y 3 z 4

2 3 5

  
 


, d2: 

x 1 y 4 z 4

3 2 1

  
 

 
  

Tìm A treân d1 B treân d2 sao cho AB vuoâng goùc d1 vaø d2. Vieát phöông 

trình maët phaúng caùch ñeàu d1, d2. 

BT10: Cho () 2kx + y – z + 1 = 0 (): x – ky + z – 1 = 0. Tìm k ñeå giao 

tuyeán cuûa hai maët naøy naèm treân (Oyz) 
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VAÁN ÑEÀ 2: VÒ TRÍ TÖÔNG ÑOÁI 

HAI ÑÖÔØNG THAÚNG TRONG KHOÂNG GIAN 

Phöông phaùp: Cho  qua A vaø coù VTCP a   

 qua B vaø coù VTCP b  

  vaø  cheùo nhau  (a   b ). AB   0  

  vaø  ñoàng phaúng  (a   b ). AB  = 0  

  vaø  caét nhau  
(a b) 0

(a b)AB 0

  


 

 

  //   
a b 0

a AB 0

  


 

 

     
a b 0

a AB 0

  


 

  

Baøi 1. Cho hai ñöôøng thaúng d1: 

x 1 mt

y m 2t

z 1 m 3t

 


 
   

; d2: 

x m 2t '

y mt '

z 1 m t '

 



   

.  

Tìm m ñeå d1 vaø d2 cheùo nhau. 

Giaûi 

Choïn   A(1, m, 1 – m)  d1 VTCP cuûa d1 laø 
1

d
a  = (m, 2, –3) 

     B(m, 0, 1 – m)  d2  VTCP cuûa d2  laø 
2

d
a  = (–2, m, 1) 

Ta coù: [
1

d
a ,

2
d

a ]. AB= 4m
2
 – 7m – 2 

Do ñoù: d1 vaø d2 cheùo nhau  [
1

d
a ,

2
d

a ]. AB   0  4m
2
 – 7m – 2  0 

 m  2 vaø m  
1

4


. 

Baøi 2. Ñeà döï bò ÑH khoái B/04 

 Cho A(4, 2, 2); B(0, 0, 7) vaø d: 
x 3 y 6 z 1

2 2 1

  
 


 

a. Chöùng minh d vaø AB cuøng thuoäc 1 maët phaúng. 

b. Tìm C treân d sao cho ABC caân taïi A. 

 

A 

B  

a

b
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Giaûi 

a/ AB qua B(0, 0, 7) vaø coù VTCP AB  = (–4, –2, 5)  

d qua M(3, 6, 1) vaø coù VTCP a  = (–2, 2, 1)  

Ta coù AB   a  = (–12, –6, –12) vaø BM  = (3, 6, –6)  

 ( AB   a ).BM  = –36 – 36 + 72 = 0  

 AB vaø d cuøng thuoäc moät maët phaúng  

b/ Ta goïi C(3 – 2t, 6 + 2t, 1 + t)  d 

ABC caân taïi A  AB
2
 = AC

2
  

 16 + 4 + 25 = (–1 – 2t)
2
 + (2t + 4)

2
 + (t – 1)

2
  

 9t
2
 + 18t – 27 = 0  t = 1  t = –3 

Vaäy C1(1, 8, 2); C2(9, 0, –2) 

 

Baøi 3. Cho d1: 
x 1 y 1 z 3

3 2 2

  
 


 vaø d2: 

x t

y 1 t

z 3 2t




 
   

 

 a) Tìm giao ñieåm cuûa d1 vaø d2. 

 b) Vieát phöông trình maët phaúng chöùa d1 vaø d2. 

Giaûi 

a/ Goïi I laø giao ñieåm d1 vaø d2  

I  d2  I(t, t + 1, 2t – 3)  

I  d1  
t 1 t 2t 6

3 2 2

 
 


 

 
2t 2 3t

2t 4t 12

 

  

  
t 2

t 2





 

  Vaäy I(2, 3, 1)  

  Löu yù: Neáu heä treân voâ nghieäm thì d1 vaø d2 song song hay cheùo nhau. 

Neáu heä treân voâ soá nghieäm thì d1 vaø d2 truøng nhau 

 b/ d1 coù VTCP a  = (3; 2; –2)  

d2 coù VTCP b  = (1; 1; 2)  

Mp(d1, d2) coù PVT n a b   = (6; –8; 1) 

Phöông trình mp(d1, d2) qua I laø  

6(x – 2) – 8(y – 3) + 1(z – 1) = 0  6x – 8y + z + 11 = 0 

 Caùc daïng toaùn thöôøng gaëp 
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 Daïng 1: VIEÁT PHÖÔNG TRÌNH ÑÖÔØNG THAÚNG QUA ÑIEÅM A VAØ CAÉT 

HAI ÑÖÔØNG THAÚNG d1, d2 (d1, d2 cheùo nhau; A  d1, A  d2)  

* Phöông phaùp 1: 

– Goïi  laø maët phaúng qua A vaø d1;  laø maët phaúng qua A vaø d2. Goïi 

 =    

Vaäy  laø ñöôøng thaúng qua A vaø coù vectô chæ phöông a   = [
1

d
a ,

2
d

a ] 

– Chöùng minh a  khoâng cuøng phöông 
1

d
a vaø 

2
d

a  (töùc laø  khoâng song 

song d1 vaø d2) 

 Do ñoù  laø ñöôøng thaúng (duy nhaát)  

thoûa yeâu caàu baøi toaùn 

* Phöông phaùp 2: 

– Vieát phöông trình mp(A, d1)  

– Tìm giao ñieåm I cuûa d2 vaø mp(A, d1)  

– Ñöôøng thaúng caàn tìm laø ñöôøng thaúng AI 

Baøi 4. Cho ñieåm A(1, –1, 1) vaø hai ñöôøng thaúng: 

d1: 

x 1 2t

y t

z 3 t

 



  

; d2: 
x 2 y 3

1 2

 



 = 

z

1

 

a) Chöùng minh d1 vaø d2 cheùo nhau. 

b) Vieát phöông trình ñöôøng thaúng qua A vaø caét hai ñöôøng thaúng d1, d2. 

Giaûi 

a/ Choïn  M(1, 0, 3)  d1 vaø 
1

d
a = (2, 1, –1) 

N(–2, 3, 0)  d2 vaø 
2

d
a = (1, –2, 1) 

Ta coù:  [
1

d
a ,

2
d

a ] = (–1, –3, –5),  

MN  = (–3, 3, –3)  [
1

d
a ,

2
d

a ]. MN  = 9  0  

Vaäy:  d1 vaø d2 cheùo nhau. 

b/ Caùch 1: Goïi  laø maët phaúng qua A vaø d1;  laø maët phaúng qua A vaø d2; 

 =    

Ta coù:  AM = (0, 1, 2), AN  = (–3, 4, –1) 

1
dn [AM, a ]   = (–3,4,–2), n  = [ AN , 

2
d

a ] = (2, 2, 2) 

 a  = [n ,n  ] = (12, 2, –14) = 2(6, 1, –7) 

A 

d1 

d2 

  

I 
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Nhaän thaáy a  khoâng cuøng phöông vôùi 
1

d
a vaø 

2
d

a  

Vaäy  laø ñöôøng thaúng thoûa yeâu caàu baøi toaùn. 

Vaäy: : 
x 1 y 1 z 1

6 1 7

  
 


  

Chuù yù raèng ñieàu kieän a  khoâng cuøng 

phöông vôùi 
1

d
a  vaø  

2
d

a  laø caàn thieát, 

neáu khoâng  chöa chaéc caét caû d1 vaø d2.  

Ta xem ví duï sau: 

Cho ñieåm A(0, –1, 2) vaø 2 ñöôøng thaúng: 

d1:  

x 2 t

y 1 3t

z 2 2t

  


 
  

  ; d2: 
x 1 y 1 z 1

1 2 1

  
   

Choïn  M(–2, 1, 2)  d1, 
1

d
a = (1, 3, 2) 

N(1, –1, 1)  d2, 
2

d
a  = (1, 2, 1) 

     MN= (3, –2, –1), [
1

d
a ,

2
d

a ] = (–1, 1, –1) 

[
1

d
a ,

2
d

a ] . MN= –4  0  d1, d2 cheùo nhau 

Goïi  laø mp qua A vaø d1;  laø maët phaúng qua A vaø d2;  =    

dn [AM,a ]   = (4, 4, –8); n  = [ AN , 
2

d
a ] = (2, –2, 2) 

a  = [n , n  ] = (–8, –24, –16) = –8( 1, 3, 2) = –8
1

d
a  

Ta coù a cuøng phöông 
1

d
a vaø khoâng cuøng phöông 

2
d

a  

  // d1 vaø  caét d2. 

Roõ raøng  khoâng caét caû d1 vaø d2. 

Caùch 2: d2 qua B(–2, 3, 0) vaø coù VTCP a  = (1, –2, 1)  

Mp(A, d2) qua A vaø coù VTCP a  vaø AB  = (–3, 4, –1)  

 PVT n  = a   AB  = (–2, –2, –2) = –2(1, 1, 1)  

Phöông trình mp(A, d2) laø: 1(x + 2) + 1(y – 3) + z = 0  

 x + y + z – 1 = 0  

Goïi I laø giao ñieåm d1 vaø mp(A, d2)  

I  d1  I(1 + 2t, t, 3 – t)  

I  mp(A, d2)  (1 + 2t) + t + (3 – t) – 1 = 0  t = –
3

2

  

d1 A 

 

d2 
 

 
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Vaäy I(–2, 
3 9
,

2 2


) 

 
1 7

AI ( 3, ,

2 2


  ) = –

1

2

(6, 1, –7)  

Hieån nhieân AI  //  
1

d
a = (2, 1, –3). Vaäy : 

x 1 y 1 z 1

6 1 7

  
 


 

 Daïng 2: VIEÁT PHÖÔNG TRÌNH ÑÖÔØNG THAÚNG  SONG SONG ÑÖÔØNG 

THAÚNG d VAØ CAÉT HAI ÑÖÔØNG THAÚNG d1, d2. 

*  Phöông phaùp 1: 

– Goïi  laø maët phaúng qua d1 vaø // d;  laø 

maët phaúng qua d2 vaø // d thì  =   . 

– Nhận xét  laø ñöôøng thaúng qua ñieåm  

M     vaø coù vectô chæ phöông  

a  = 
d

a  (M  d) 

*  Phöông phaùp 2: 

– Goïi M =   d1, N =   d2 

– Tìm toïa ñoä hai ñieåm M, N töø ñieàu kieän:  

MN  cuøng phöông 
d

a . 

–  laø ñöôøng thaúng qua M vaø coù vectô chæ phöông a = 
d

a  (M  d) 

 

Baøi 5: Vieát phöông trình ñöôøng thaúng  song song truïc Ox vaø caét hai 

ñöôøng thaúng: d1: 
x y z 1

1 2 3


  ; d2: 

x 2 y 1 z 1

1 3 2

  
 


 

Giaûi 

 Caùch 1: 

Choïn  A(0, 0, 1)  d1, 
1

d
a   = (1, 2, 3) laø VTCP cuûa d1 

B(2, –1, –1)  d2, 
2

d
a  = (–1, 3, 2) laø VTCP cuûa d2 

Goïi   laø mp qua d1 vaø // Ox 

 laø mp qua d2 vaø // Ox 

Goïi  =   ; Ox coù vectô chæ phöông i = (1, 0, 0) 

a  = [
1

d
a , i ] = (0, 3, –2)  : 3y – 2z + 2 = 0 

a = [
2

d
a , i ] = (0, 2, –3)  : 2y – 3z – 1 = 0 

Choïn ñieåm M(0,
8 7

,

5 5

 
)    ; M  Ox 

d 

d1 

 

 

d2 
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Vaäy  laø ñöôøng thaúng qua M vaø coù  a = i  = (1, 0, 0)  

phöông trình  laø: 

x t

8
y

5

7
z

5





 

 
 


 

 Caùch 2: Phöông trình tham soá cuûa d1, d2:  

d1: 

x t

y 2t

z 1 3t





  

; d2: 

x 2 t '

y 1 3t '

z 1 2t '

 


  
   

 

Goïi   M =   d1, N =   d2  

 M(t, 2t, 1 + 3t), N(2 – t’, –1 + 3t’, –1 + 2t’)   

 MN  = (–t’ – t + 2, 3t’ – 2t – 1, 2t’ – 3t – 2);  

Ox coù vectô chæ phöông i  = (1, 0, 0),  // Ox neân:  MN  cuøng phöông i  

 MN  = k i  

t ' t 2 k

3t ' 2t 1 0

2t ' 3t 2 0

   


  
   

  

k 3

4
t

5

1
t

5


 



 


  

   Vaäy M
4 8 7

, ,

5 5 5

   
 
 

, 

 M  Ox  

Do ñoù phöông trình  laø 

4
x t

5

8
y

5

7
z

5


  




 



 


 

Baøi 6: Tuyeån sinh ÑH khoái A/07 

Cho hai ñöôøng thaúng d1: 
x y 1 z 2

2 1 1

 
 


; d2: 

x 1 2t

y 1 t

z 3

  


 
 

 

a) Chöùng minh d1 vaø d2 cheùo nhau. 

b) Vieát phöông trình ñöôøng thaúng vuoâng goùc mp (P): 7x + y – 4z = 0 

vaø caét hai ñöôøng thaúng d1,d2.  
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Giaûi 

a/ Choïn  A(0, 1, –2)  d1; 
1

d
a  = (2, –1, 1) laø VTCP cuûa d1 

B(–1, 1, 3)  d2; 
2

d
a  = (2, 1, 0) laø VTCP cuûa d2 

Ta coù  [
1

d
a ,

2
d

a ] = (–1, 2, 4); AB  = (–1, 0, 5) 

 [
1

d
a ,

2
d

a ]. AB  = 21  0. Vaäy d1, d2 cheùo nhau. 

b/ Caùch 1: Goïi () laø maët phaúng chöùa d1 vaø  (P)  

() coù VTCP laø 
1

d
a = (2, –1, 1) vaø 

p
n = (7, 1, –4)  

 PVT n = 
1d pa n  = 3(1, 5, 3)  

Phöông trình mp() laø: 1(x – 0) + 5(y – 1) + 3(z + 2) = 0  

 x + 5y + 3z + 1 = 0  

Goïi N laø giao ñieåm d2 vaø ()  

N  d2  t: N(–1 + 2t, 1 + t, 3)  

N  ()  (–1 + 2t) + 5(1 + t) + 9 + 1 = 0  t = –2  

Vaäy N(–5, –1, 3)  

(d) caàn tìm qua N vaø coù VTCP 
p

n  

Phöông trình (d): 
x 5 y 1 z 3

7 1 4

  
 


 

Caùch 2:  

Goïi   M = d  d1, N = d  d2. 

Vaäy  M(2t’, 1 – t’, –2 + t’) vaø N(–1 + 2t, 1 + t, 3) 

 MN= (2t – 2t’ – 1, t + t’, 5 – t’) vaø 
p

n = (7, 1, – 4) 

Ta coù: 

d  (P)  MN   cuøng phöông  
p

n  
2t 2t ' 1 t t ' 5 t '

7 1 4

   
 


 


5t 9t ' 1
4t 3t ' 5
  


  

   
t 2

t ' 1

 



. Vaäy M(2, 0, –1)  

d laø ñöôøng thaúng qua M vaø coù 
d

a  = 
p

n  = (7, 1, –4) 

Do ñoù phöông trình d: 
x 2 y z 1

7 1 4

 
 


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Daïng 3: VIEÁT PHÖÔNG TRÌNH ÑÖÔØNG VUOÂNG GOÙC CHUNG d CUÛA 

HAI ÑÖÔØNG THAÚNG CHEÙO NHAU d1 VAØ d2. 

Phöông phaùp 1: 

– Goïi M = d  d1, N = d  d2. 

– d laø ñöôøng vuoâng goùc chung  

cuûa d1 vaø d2 neân: 
1

2

d

d

MN.a 0

MN.a 0

 




 

– Töø ñieàu kieän treân ta tìm ñöôïc toïa ñoä cuûa M, N thì d laø ñöôøng thaúng 

qua M, N. 

Phöông phaùp 2: 

– d coù vectô chæ phöông  
d

a = [
1 2

d d
a , a ] 

– Goïi  qua A  d1 vaø coù PVT n  = [
1

d d
a , a ] 

 â qua B  d2 vaø coù PVT n  = [
2

d d
a , a ]   thì: d =    

Tröôøng hôïp ñaëc bieät: 

Neáu d1, d cheùo nhau vaø vuoâng goùc nhau thì ñöôøng vuoâng goùc chung d 

laø giao tuyeán cuûa hai maët phaúng: 

Maët phaúng  chöùa d1 vaø  d2. Maët phaúng  chöùa d2 vaø  d1. 

 

 

 

 

 

 

 

Baøi 7. Cho hai ñöôøng thaúng d1:

x 1 t

y 0

z 5 t

 



   

 vaø d2: 

x 0

y 4 2t '

z 5 3t '




 
  

 

a. Chöùng minh d1 vaø d2 cheùo nhau. 

b. Vieát phöông trình ñöôøng vuoâng goùc chung d cuûa d1 vaø d2. Suy ra 

khoaûng caùch giöõa d1 vaø d2. 

d 

# 

 
 1d   

M 

N 

d 

M 
d1 

d2 

N 

d

# 

Error!

  

d1 

d 

d2 

 

 

d 

A 

B 

d2 

d2 

 



 

 Hình hoïc  217 

Giaûi 

a/ Choïn A(1, 0,– 5) d1, 
1

d
a = (1, 0, 1); B(0, 4, 5) d2, 

2
d

a = (0, –2, 3) 

Ta coù: [
1

d
a ,

2
d

a ]. AB  = –34  0  d1 vaø d2 cheùo nhau 

b/ Goïi M = d  d1, N = d  d2. M(1 + t, 0, –5 + t), N(0, 4 – 2t’, 5 + 3t’) 

Ta coù: 
1

d
a = (1, 0, 1), 

2
d

a  = (0, –2, 3), : MN  = (–1 – t, 4 – 2t’, 10 + 3t’ – t) 

d laø ñöôøng vuoâng goùc chung cuûa d1 vaø d2: 

1

2

d

d

MN.a 0

MN.a 0

 




  
1 t 10 3t ' t 0

8 4t ' 30 9t ' 3t 0

     

     

  
t 3

t ' 1




 
 

Vaäy   M(4, 0, –2), N(0, 6, 2), MN  = 2(–2, 3, 2) 

Phöông trình d laø:  
x 4 y z 2

2 3 2

 
 


   Do ñoù d(d1, d2) = MN = 2 17  

 

Baøi 8: Cho hai ñöôøng thaúng d1: 

x 1 t

y 2 t

z 2t

 


 
 

 vaø d2:

x 2 2t '

y 1

z t '

  


 
 

 

a. Chöùng minh d1 vaø d2 cheùo nhau nhöng vuoâng goùc nhau. 

b. Vieát phöông trình ñöôøng vuoâng goùc chung d cuûa d1 vaø d2. 

Giaûi 

a/ Choïn  A(1,2,0) d1,
1

d
a  = (1, –1, 2) laø VTCP cuûa d1 

B(–2, –1, 0)  d2, 
2

d
a  = (–2, 0, 1) laø VTCP cuûa d2 

Ta coù: 
1 2d d[a ,a ] (1,5,2)  ; AB (3,3,0)  

 
1 2

1 2

d d

d d

[a ,a ].AB 18 0

a .a 0

  




. Vaäy d1, d2 cheùo nhau vaø vuoâng goùc nhau. 

b/ Goïi  laø maët phaúng ñi qua d1 vaø vuoâng goùc d2;  laø maët phaúng ñi 

qua d2 vaø vuoâng goùc d1 thì d =    â 

 qua A, 
2

d
n a  = (–2, 0, 1)  : –2x + z + 2 = 0 

 â qua B, 
1

d
n a   = (1, –1, 2)   â: x – y + 2z + 1 = 0 

Ta coù: 
d

a [n ,n ]   = (1, 5, 2) 

Choïn ñieåm M(0, –3, –2)    . Vaäy phöông trình d 
x y 3 z 2

1 5 2

 
   
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BAØI TAÄP TÖÏ LUYEÄN  

BT1: Tìm M treân Oz, N treân mp(Oxy) sao cho MN song song d:  

x 2 y 4 z 6

2 4 3

  
 

 
 vaø MN = 29 . 

BT2: Cho d1: 
x y 1 z

1 2 3


 

 
 vaø d2: 

x y 1 z 2

1 2 1

 
    

Chöùng minh d1, d2 vaø A(1, 1, 1) cuøng thuoäc 1 maët phaúng. 

BT3: DB/B03 Cho d1: 
x y 1 z

1 2 1


 


 vaø d2: 

x y 1 z 1

1 1 3

 
    

a. Chöùng minh d1, d2 cheùo nhau vaø  nhau. 

b. Vieát phöông trình ñöôøng thaúng caét d1, d2 vaø // : 
x 1 y 1 z 4

4 4 2

  
 


 

BT4: DBA08 Cho d1: 
x 3 y 3 z 3

2 2 1

  
   vaø d2: 

x 1 y 1 z 2

6 3 2

  
   

a. Chöùng minh d1 caét d2 taïi I. 

b. Tìm A treân d1, B treân d2 sao cho AIB caân taïi I vaø coù dieän tích 
41

42

. 

BT5: DB/B08 Cho d: 
x 1 y 2 z 3

2 3 1

  
   vaø A(5, 4, 3), B(6, 7, 2)  

a. Chöùng minh d vaø AB cheùo nhau. 

b. Tìm C treân d sao cho dieän tích (ABC) min. 

BT6: DB/BO6 Cho d1: 

x 2 t

y 2 t

z 2

 


  
 

 vaø d2: 
x 3 y 1 z

1 2 1

 
 


 

a. Vieát phöông trình maët phaúng chöùa d vaø // d. 

b. Tìm A treân d1, B treân d2 sao cho AB min. 

BT7: Vieát phöông trình ñöôøng vuoâng goùc chung cuûa hai ñöôøng 

a. d1: 
x 7 y 3 z 9

1 2 1

  
 


, d2: 

x 3 y 1 z 1

7 2 3

  
 


 

b. d1: 

x 1

y 4 2t

z 3 t




  
  

 vaø d2: 

x 3t

y 3 2t

z 2

 


 
  
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VAÁN ÑEÀ 3: BAØI TOAÙN TÍNH KHOAÛNG CAÙCH VAØ GOÙC 

 

Daïng 1: KHOAÛNG CAÙCH TÖØ MOÄT ÑIEÅM ÑEÁN ÑÖÔØNG THAÚNG. 

 

Phöông phaùp  

Cho () qua A vaø coù VTCP a  

Khoaûng caùch töø ñieåm M ñeán ()  

AM a
d(M,D) =

a
 

 Löu yù: Ta coù theå khoâng duøng coâng thöùc treân baèng caùch tìm hình 

chieáu vuoâng goùc H cuûa M leân  (ôû phaàn sau) thì MH = d(M, )  

– Neáu  vaø  song song thì d(, ) = d(A, )  
 

Baøi 1: Tuyeån sinh Ñaïi hoïc khoái B/2003. 

 Cho A(2, 0, 0); B(0, 0, 8); AC  = (0, 6, 0)  

Tính khoaûng caùch töø trung ñieåm I cuûa BC ñeán OA. 

Giaûi 

Ta coù: OC OA AC    

Vaäy C(2, 6, 0) vaø I(1, 3, 4)  

(OA) qua O(0, 0, 0) vaø coù VTCP OA  = (2, 0, 0)  

Ta coù: OI  = (1, 3, 4)  OA   OI  = (0, –8, 6)  

Do ñoù d(I, OA) = 
64 36

2


 = 5 

 

Baøi 2. Ñeà tuyeån sinh Ñaïi hoïc khoái A/09 

 Cho maët phaúng (P): x – 2y + 2z – 1 = 0 vaø ñöôøng thaúng 1:  

x 1 y z 9

1 1 6

 
   vaø 2: 

x 1 y 3 z 1

2 1 2

  
 


.  

Tìm ñieåm M treân 1 sao cho khoaûng caùch töø M ñeán 2 baèng khoaûng 

caùch töø M ñeán mp(P). 

Giaûi 

A H C 

M 

 

I 

O H A 
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Ta coù: M  1  t: M(–1 + t, t, –9 + 6t)  

2 qua A(1, 3, –1) vaø coù VTCP a  = (2, 1, –2)  

Ta coù  AM  = (t – 2, t – 3, 6t – 8)  

 AM   a  = (14 – 8t, 14t – 20, 4 – t)  

Ta coù: d(M, P) = d(M, 2) = 
AM a

a


 

 
(t 1) 2t 2(6t 9) 1

1 4 4

    

 
 = 

2 2 2

(14 8t) (14t 20) (4 t)

4 1 4

    

 
 

 11t – 20 =
2261t 792t 612    

 35t
2
 – 88t + 53 = 0  t = 1  t = 

53

35

 

Do ñoù: M(0, 1, –3)  M
18 53 3

, ,

35 35 35

 
 
 

 

 

Baøi 3. Tuyeån sinh Ñaïi hoïc khoái D/2010 

Cho 1: 

x 3 t

y t

z t

 



 

 vaø 2: 
x 2 y 1 z

2 1 2

 
    

Tìm M treân 1 sao cho khoaûng caùch töø M ñeán 2 baèng 1. 

Giaûi 

Goïi M(t + 3, t, t)  1  

Ta coù 2 qua A(2, 1, 0) coù VTCP a  = (2, 1, 2)  

Ta coù  AM  = (t + 1, t – 1, t)  AM a  = (t – 2, –2, –t + 3)  

Ta coù d(M, 2) = 1 

 
AM a

a


 = 1  

2 2

(t 2) 4 (3 t)

9

   
 = 1  

 2t
2
 – 10t + 8 = 0  t1 = 1  t = 4  

Vaäy M(4, 1, 1)  M(7, 4, 4) 

 

Daïng 2: KHOAÛNG CAÙCH CUÛA HAI ÑÖÔØNG CHEÙO NHAU 

Phöông phaùp:  

Neáu 1 qua M vaø coù VTCP a  
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2 qua N vaø coù VTCP b   

thì khoaûng caùch giöõa 1 vaø 2 laø 



1 2

(a b)MN
d(D ,D ) =

(a b)

 

 

Baøi 4. Cho A(1, 0, 0); B(1, 1, 0); C(0, 1, 0); D(0, 0, 2)  

Tính khoaûng caùch giöõa hai ñöôøng thaúng AC vaø BD. 

Giaûi 

AC qua A(1, 0, 0) vaø coù VTCP AC  = (–1, 1, 0)  

BD qua B(1, 1, 0) vaø coù VTCP BD  = (–1, –1, 2)  

Ta coù  AC   BD  = (2, 2, 2) vaø AB  = (0, 1, 0)  

Vaäy d(AC, BD) = 
(AC BD)AB

AC BD




 = 

2 1

8 2

  

 

Baøi 5: Cho hai ñöôøng thaúng (d): 
x 2 y z 4

3 2 2

 
 


 vaø (d’): 

x 1 3t

y 2 t

z 1 2t

 


 
   

 

a. Chöùng minh hai ñöôøng thaúng (d) vaø (d’) cheùo nhau. Tính khoaûng 

caùch giöõa hai ñöôøng thaúng (d) vaø (d’).  

b. Hai ñieåm A, B vaø coá ñònh treân ñöôøng thaúng (d) sao AB = 117 . 

Khi C di ñoäng treân ñöôøng thaúng d’, tìm giaù trò nhoû nhaát cuûa dieän 

tích ABC. 

Giaûi 

a/ (d) qua M(2, 0, 4) vaø coù VTCP a  = (3, –2, 2) 

Ñöôøng thaúng (d’) qua N(1, 2, –1) vaø coù VTCP b  = (3, 1, 2)  

Ta coù: [a , b ] = 3(–2, 0, 3) vaø MN  = (–1, 2, –5)  

Do ñoù: [a , b ]. MN  = –39  0  

Vaäy d1, d2 cheùo nhau.  

Ta coù d(d1, d2) = HK = 

a, b MN

13

a, b

 
 


 
 

 

b/ Ta coù S = S(ABC) = 
1

2

CI.AB (I laø chaân ñöôøng vuoâng goùc veõ töø C ñeán d)  

 S = 
1

2

CI. 117   
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Maø CI  HK = 13    

Do ñoù S = 
117

2

CI  
117

2

.HK = 
117

2

. 13  = 
39

2

 

Daáu = xaûy ra khi CI laø ñoaïn vuoâng goùc chung cuûa (d) vaø (d’).  

Vaäy: Smin = 
39

2

.  

Baøi 6. Tuyeån sinh ÑH khoái D/08 

 Cho laêng truï ñöùng ABC.A’B’C’ coù ñaùy laø tam giaùc ABC vuoâng caân 

taïi B, AA’ = a 2 , BA = BC = a. Goïi M laø trung ñieåm cuûa BC. Tính 

theå tích khoái laêng truï ABC.A’B’C’ vaø khoaûng caùch giöõa hai ñöôøng 

thaúng AM, B’C.  

Giaûi 

a/ Ta coù: VLT = AA’ dt (ABC)  

= a 2 .

2 3

a a 2

2 2

  

b/ Gaén truïc nhö hình veõ  

Ta coù  B(0, 0, 0); A(a, 0, 0); C(0, a, 0);  

M
a

0, , 0

2

 
 
 

; B’(0, 0, a 2 ) 

Ta coù  AM  = (–a, 
a

2

, 0) B'C  = (0, a, -a 2 ).  Ta coù:  

2
2 2a 2AM B'C ,a 2,a

2

| (AM B'C).AC |d(AM.B'C)
| AM B'C |

 
    

 


 



  vaø AC  = (–a, a, 0)  

=

3 3
3

24
4 4

a 2 a 2a 2 a2 2
a 14 72a 2a a 24



 

 

  

Baøi 7: Ñeà döï bò Ñaïi Hoïc khoái D/2008  

 Cho laêng truï ñöùng ABC.A’B’C’ coù taát caû caùc caïnh baèng a. Goïi M 

trung ñieåm AA’. Chöùng minh MB vuoâng goùc CB’. Tính khoaûng caùch 

giöõa hai ñöôøng thaúng MB vaø CB’. 

z 

y 

x 

A 

C 

M B 

A 

C B 
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Giaûi 

Gaén truïc nhö hình veõ.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ta coù  
a 3 a a

MB , ,

2 2 2

 
   
 

 vaø CB'  = -(0, a, a)  

   

2 2

a a
MB.CB' 0

2 2

   . Vaäy MB  CB’  

Ta coù: MB CB'  =-

2 2

2
a 3 a 3

a , ,

2 2

 
  

 
 vaø BB'  = (0, 0, a)  

Vaäy d(MB, CB’) = 

 MB CB' BB'

MB CB'




 =

3

2 2
4

a 3
a 3 302 a

10103a 3aa
4 4

 

 

  

 

Daïng 3: CAÙC BAØI TOAÙN VEÀ GOÙC. 

 Phöông phaùp:  

Neáu d vaø d laàn löôït coù VTCP a  vaø b . Maët phaúng  coù PVT n   

Goïi  laø goùc cuûa d, d (0    90
o
)  

Thì   
a.b

cos = cos(a b)

a b

 

z 

A C 

C 

x 

B 

A 

M 

y 

(0, 0, a) 
a 3 a

; ; 0

2 2

 
 
 

a 3 a
; ; 0

2 2

 
 
 

a 3 a
; ; 0

2 2

 
 
 

y 

x A H 

C 

B 

a
0; 0;

2

 
 
 

B’ 

a 3 a, ,a
2 2

 
  
 
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Goïi  laø goùc cuûa d vaø  (0    90
o
) 

Thì   
a.n

sin = cos(a n)

a n
 

 

Baøi 8: Tuyeån sinh Ñaïi Hoïc khoái A/2006 

 Cho hình laäp phöông ABCD.A’B’C’D’ coù A(0, 0, 0); B(1, 0, 0); C(1, 1, 0); 

A’(0, 0, 1). Goïi M, N laàn löôït laø trung ñieåm AB vaø CD.  

a. Tính khoaûng caùch giöõa hai ñöôøng thaúng A’C vaø MN.  

b. Vieát phöông trình maët phaúng chöùa A’C vaø taïo vôùi mp (Oxy) moät 

goùc  maø cos = 
1

6

. 

Giaûi 

a/ Ta coù: C(1, 1, 0); M
1

, 0, 0

2

 
 
 

; N
1

, 1, 0

2

 
 
 

 

 A 'C   (1, 1, –1); MN  = (0, 1, 0)  

 A'C MN  = (1, 0, 1)  

Vaäy d(A’C, MN) = 

 A 'C MN A 'M

A 'C MN




  

= 
1

2 2

 

b/ Phöông trình maët phaúng  

(P) daïng ax + by + cz + d = 0  

Ta coù: A’(0, 0, 1)  (P)  c + d = 0    (1)  

C(1, 1, 0)  (P)  a + b + d = 0   (2)  

Maët phaúng (Oxy): z = 0 coù PVT k  = (0, 0, 1)  

Maët phaúng (P) coù PVT n  = (a, b, c)  

Ta coù: cos = 

n.k 1

6n k

  

 |c| 6  = 
2 2 2

a b c   5c
2
 = a

2
 + b

2
 (3)  

Choïn c = 1  

Töø (1)  d = –1  

Töø (2)  b = –a – d = –a + 1  

Thay vaøo (3)  

z 

y 

x 

B C 

N 

D 

D 

C 

A 

B 

A 

N 
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 a
2
 + (1 – a)

2
 = 5  2a

2
 – 2a – 4 = 0  a = –1  a = 2  

Vaäy 

a 1

b 2

c 1

d 1

 






  

   

a 2

b 1

c 1

d 1




 



  

 

Do ñoù phöông trình (P) laø: 
x 2y z 1 0

2x y z 1 0

   


   
 

 

Baøi 9: Tuyeån sinh Ñaïi Hoïc khoái B/2001 

 Cho hình laäp phöông ABCD.A’B’C’D’ caïnh a.  

a. Tính khoaûng caùch giöõa hai ñöôøng thaúng BA’ vaø DB’.  

b. Goïi M, N, P laàn löôït laø trung ñieåm cuûa BB’, CD, A’D’. Tính goùc 

cuûa hai ñöôøng thaúng MP vaø NC’. 

Giaûi 

Gaén truïc toïa ñoä nhö hình veõ  

a/ Ta coù:  BA ' = (–a, 0, a) DB' = (a, –a, a) BB'  = (0, 0, a)  

 BA' DB'  = (a
2
, 2a

2
, a

2
)  

Vaäy  d(BA’, DB’)  

= 

 
 

BA ' DB' .BB'
a

6BA ' DB'





 

b/ Ta coù:  

M
a a

a,0, ; N , a, 0

2 2

   
   
   

; P
a

0, , a

2

 
 
 

 

Ta coù:  MP  = 
a a a

a, , , NC , 0, a

2 2 2

   
    
   

 

 MP.NC'  = –

2 2

a a
0 0

2 2

     (MP, NC) = 90
0
  

Baøi 10: Tuyeån sinh Ñaïi hoïc khoái A/2008 

 Cho laêng truï xieân ABC. A’B’C’ coù ñaùy tam giaùc ABC vuoâng taïi A, 

AB = a, AC = a 3 , AA’ = 2a. Hình chieáu vuoâng goùc cuûa A’ leân 

mp(ABC) laø trung ñieåm H cuûa BC. Tính theå tích khoái A’.ABC vaø cos 

goùc taïo bôûi AA’, B’C’.  

Giaûi 

z 

y 

x 

B(a, 0, 0) C(a, a, 0) 

N 

D(0, a, 0) 

D(0, a, a) 

C 

A(0, 0, a) 

B(a, 0, a) 

A 
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Gaén truïc nhö hình veõ  

Ta coù B(a, 0, 0); C(0, a 3 , 0); H
a a 3

, , 0

2 2

 
  
 

 

Ta coù AH = 

2 2

BC a 3a

2 2


  = a  

A’AH    A’H
2
 = AA’

2
 – AH

2
  

 A’H
2
 = 4a

2
 – a

2
 = 3a

2
  

Do ñoù:  A’
a a 3

, , a 3

2 2

 
  
 

  

VA’.ABC = 

31 1 aa 3. .a.a 3
3 2 2
 

 
 

  

Ñöôøng thaúng B’C’ //  BC coù VTCP  

BC  = (–a, a 3 , 0) = –a(1, – 3 , 0)  

Ñöôøng thaúng AA’ coù VTCP: AA '  = 
a a 3

, , a 3

2 2

 
  
 

a

2

 (1, 3 , 2 3 )  

Goïi  laø goùc cuûa B’C’ vaø AA’ (0    90
0
)  

Ta coù cos =
| BC.AA' | |1.3 | 1

4| BC | . | AA ' | 4. 16
    

Baøi 11: Tuyeån sinh Ñaïi Hoïc khoái B/2008 

 Cho hình choùp S.ABCD coù ñaùy hình vuoâng ABCD caïnh 2a.  

 SA = a, SB = a 3 , mp(SAB) vuoâng goùc (ABCD).  

 Goïi M, N laø trung ñieåm AB vaø BC. Tính theå tích khoái S. BMDN vaø 

cos goùc taïo bôûi SM, DN.  

Giaûi 

SAB  taïi S vì AB
2
 = SA

2
 + SB

2
  

Veõ SH  AB thì SH  (ABCD)  

 SH = 
SA.SB a.a 3 3a

AB 2a 2

   

Ta coù: SA
2
 = AH.AB  AH = 

2

a a

2a 2

  

z 

y 

x 

A D 

C 
N 

B 

M 

H 

S 

x 

z 

K 

A 
C 

y C 

H 

B 

A 

B 
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vaø SB
2
 = BH.AB  BH = 

2

3a 3

2a 2

 a  

Ta coù: VS.BMDN = 
1

3

SH dt (BMND)  

Ta coù MN // AC maø BD  AC  MN  BD  

Do ñoù VS.BMDN = 
SH 1

.

3 2

MN.BD = 
1 a 3

6 2

   a 2 2a 2  = 

3

a 3

3

 

Gaén truïc nhö hình veõ ta coù A
a 3

, 0, 0 ; B a, 0, 0

2 2

   
   

   
 

M
a

,0,0

2

 
 
 

; S
a 3

0,0,

2

 
  
 

;  

C
3

a, 2a, 0

2

 
 
 

; N
3

a, a, 0

2

 
 
 

 

aD ,2a,0
2

 
 
 

 

Ta coù:  MS  = 
a a 3 a

,0,

2 2 2

 
  

 
(1, 0, 3 )  

ND  = (2a, a, 0) = a(2, 1, 0)  

 Vaäy cos(SM, DN) =
| MS.ND | 2 1

| MS | . | ND | 4. 5 5
    

y 

x A 

D 

B 

C 

N 

M 

H 
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BAØI TAÄP TÖÏ LUYEÄN 

BT1: Tính khoaûng caùch töø A(1, 2, 1) ñeán  

a. d: 
x y 1

z 3

3 4


         b. truïc hoaønh  

c. truïc tung          d. truïc cao. 

BT2: DB/B02 Cho hình choùp S.ABCD coù SA  (ABCD), ABCD hình 

vuoâng caïnh a, E trung ñieåm CD. Tính d(S, BE).  

BT3: Cho d: 
x 1 y z

2 1 2


 
 

. Tính goùc cuûa d vaø  

a. Mp(Oxy)       b. Tia Oz.      c. Tia Ox. 

BT4: D/04 Cho laêng truï ñöùng ABC.A’B’C’ coù A(a, 0, 0); B(–a, 0, 0); 

C(0, 1, 0); B’(–a, 0, b) vôùi a, b > 0.  

a. Tính d = d (B’C, AC’)  

b. Cho a, b thay ñoåi maø a + b = 4. Tìm a, b ñeå dmax.  

BT5: A/04 Cho hình choùp S.ABCD coù ABCD laø hình thoi, AC caét BD taïi 

O(0, 0, 0). Bieát A(2, 0, 0); B(0, 1, 0); S(0, 0, 2 2 ). Goïi M laø trung 

ñieåm SC 

a. Tính goùc vaø khoaûng caùch giöõa hai ñöôøng thaúng SA, BM.  

b. SD caét mp(ABM) taïi N. Tính VS.ABMN.  

BT6. Goïi m laø giao tuyeán cuûa hai maët phaúng (): mx + y – mz – 1 = 0 

vaø (): x – my + z – m = 0. Chöùng minh goùc cuûa m vaø Oz khoâng ñoåi 

khoaûng caùch giöõa m vaø Oz khoâng ñoåi. 

BT7: Tính khoaûng caùch vaø goùc cuûa caùc caëp ñöôøng thaúng sau:  

a. d: 
x 2 y 3 z 4

2 3 5

  
 


 vaø d: 

x 1 y 4 z 4

3 2 1

  
 

 
 

b. d: 

x 2 t

y 1 t

z 2t

 


 
 

; d: 

x 2 2t

y 3

z t

 



 

 

BT8: B/07 Cho hình choùp töù giaùc ñeàu S.ABCD coù ñaùy ABCD hình vuoâng 

caïnh a. Goïi E ñoái xöùng D qua trung ñieåm cuûa SA. Goïi M, N laø trung 

ñieåm AE vaø BC. Chöùng minh MN  BD. Tính d(MN, AC).  
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VAÁN ÑEÀ 4: CAÙC BAØI TOAÙN 

LIEÂN QUAN GIÖÕA ÑÖÔØNG THAÚNG VAØ MAËT PHAÚNG 

 

Baøi 1: Vieát phöông trình maët phaúng qua A(0, –1, 3) vaø chöùa 

 (d): 
x 1 y z 2

1 2 2

 
 


. 

Giaûi 

d qua M(–1, 0, 2) vaø coù vectô chæ phöông a  = (1, 2, –2). Mp(A, d) coù 

vectô chæ phöông a  vaø AM  = (–1, 1, –1) 

 Phaùp vectô a   AM  = (0, +3, 3) = 3(0, 1, 1) 

Vaäy phöông trình mp(A, d)  

O(x -0) + 1(y +1) + 1(z – 3) = 0  y + z – 3 = 0  

 

Baøi 2: Ñeà tuyeån sinh Ñaïi Hoïc khoái B/2006 

 Cho A(0, 1, 2) vaø d1: 
x y 1 z 1

2 1 1

 
 


 : d2: 

x 1 t

y 1 2t

z 2 t

 


  
  

 

a. Vieát phöông trình maët phaúng () qua A vaø song song d1, d2.  

b. Tìm M treân d1, N treân d2 sao cho A, M, N thaúng haøng.  

Giaûi 

a/ () coù VTCP laø: a  = (2, 1, –1) vaø b  = (1, –2, 1)  

 PVT n  = a   b  = (–1, –3, –5) = –(1, 3, 5) 

Phöông trình mp () qua A: 1(x – 0) + 3(y – 1) + 5(z – 2) = 0  

 x + 3y + 5z – 13 = 0  

b/ Goïi M  d1 thì t  R sao cho M(2u, 1 + u, –1 – u)  

N  d2 thì t  R sao cho N(1 + t, –1 –2t, 2 + t)  

Ta coù: AM  = (2u, u, –u – 3); AN  = (t + 1, –2 – 2t, t)  

A, M, N thaúng haøng  AM  cuøng phöông AN   k  R: AM kAN  

 

2u k(t 1)

u k( 2 2t)

u 3 kt

 


  
  

  

u 0

t 1

k 3




 
 

 

Vaäy M(0, 1, –1); N(0, 1, 1).  
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 Caùc daïng thöôøng gaëp 

 Daïng 1: Ñöôøng thaúng song song maët phaúng 

Cho d qua A vaø coù vectô chæ phöông a  

Maët phaúng (), coù vectô n  thì phaùp tuyeán d // ()  

 
a n

A




 
 

 Löu yù: d    cuõng suy ra a   n . 
 

Baøi 3: Tuyeån sinh Ñaïi Hoïc khoái D/09 

 Cho A(2, 1, 0); B(1, 1, 2); C(1, 1, 0). Tìm ñieåm D treân ñöôøng thaúng 

AB sao cho CD song song (): x + y + z – 20 = 0.  

Giaûi 

AB qua A vaø coù vectô chæ phöông AB  = (–1, 0, 2)  

Phöông trình tham soá AB laø: 

x 2 t

y 1

z 2t

 



 

 

D  AB  t: D(2 – t, 1, 2t)  CD  = (1 – t, 0, 2t)  

Ta coù:  CD // ()   CD   PVTn  = (1, 1, 1)  

 1 – t + 2t = 0  t = –1  

Vaäy D(3, 1, –2)  

Thöû laïi ta thaáy D  () vì 3 + 1 – 2 – 20  0. 

 Baøi 4: Ñeà döï thi Ñaïi Hoïc khoái D/07 

 Cho d: 
x 1 y 3 z

2 3 2

 
 


;               d’: 

x 5 y z 5

6 4 5

 
 


  

 vaø () x – 2y + 2z – 1 = 0.  

a. Vieát phöông trình maët phaúng chöùa d vaø vuoâng goùc ().  

b. Tìm M treân d, N treân d’ sao cho MN song song  vaø khoaûng caùch 

töø MN ñeán () baèng 2. 

Giaûi 

a/ Goïi  laø maët phaúng caàn tìm vaø m  laø PVT cuûa  

Do d    m   a d = (2, –3, 2)  

Do     m   n  = (1, –2, 2) 

Vaäy m  = a   n   = (–2, –2, –1) 

Ta coù d qua A(1, 3, 0)  
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Vaäy phöông trình () laø 2(x – 1) + 2(y – 3) + z = 0  2x + 2y + z – 8 = 0  

b/ M  d  t: M(1 + 2t, 3 – 3t, 2t)  

N  d’  t’: N(5 + 6t’, 4t’, –5 – 5t’)  

Vaäy MN  = (4 + 6t’ – 2t, 4t’ + 3t – 3, –5 – 5t’ – 2t)  

Do MN // ()  MN   n  = (1, –2, 2)  

 1(4 + 6t’ –2t) – 2(4t’ + 3t – 3) + 2(–5 – 5t’ – 2t) = 0  

 –12t’ – 12t = 0  t = –t 

Do MN // () neân d(MN, ) = d(M, ) = 2  

 
1 2t 2(3 3t) 4t 1

2

9

    
   |12t – 6| = 6  

 12t – 6 = 6  12t – 6 = –6  t = 1  t = 0  

Vaäy 
1

1

M (3,0,2)

N ( 1, 4, 0)




 
  

2

2

M (1, 3, 0)

N (5, 0, 5)





 

 

 Daïng 2: Tìm hình chieáu vuoâng goùc cuûa 

ñieåm M leân mp()  

 –  Vieát phöông trình ñöôøng thaúng  d qua 

M,  

 –  Tìm giao ñieåm H cuûa d vaø  thì  H laø 

hình chieáu  cuûa M leân   

 Löu yù: M, N ñoái xöùng nhau qua   

 H laø trung ñieåm cuûa MN 
 

 

Baøi 5: Cho A(1, 2, –1); ñöôøng thaúng (D): 
x 2 y z 2

1 3 2

 
   vaø maët 

phaúng (P) coù phöông trình: 2x + y – z + 1 = 0.  

a. Tìm ñieåm B ñoái xöùng A qua maët phaúng (P).  

b. Vieát phöông trình ñöôøng thaúng ñi qua A, caét (D) vaø song song 

maët phaúng (P). 

Giaûi 

a/ Phöông trình tham soá ñöôøng thaúng (d) qua A vaø  (P) laø: 

x 1 2t

y 2 t

z 1 t

 


 
   

 

Goïi H hình chieáu  cuûa A leân (P)  

H  d  H(1 + 2t, 2 + t, –1 – t)  

H  (P)  2(1 + 2t) + 2 + t  +1 + t + 1 = 0  

 6t + 6 = 0  t = –1 

M 

N 

H 

 
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Vaäy (d) caét (P) taïi H(–1, 1, 0).  

Do B ñoái xöùng A qua (P)  H laø trung ñieåm AB.  

 

B H A

B H A

B H A

x 2x x 2 1 3

y 2y y 2 2 0

z 2z z 0 1 1

      


    
     

 

Vaäy B(–3, 0, 1).  

b/ Goïi I laø giao ñieåm cuûa ñöôøng thaúng caàn tìm vaø (D). 

Do I  (D) neân t0 ñeå I(2 + t0, 3t0, –2 + 2t0)  

Vaäy AI  = (1 + t0, 3t0 – 2, –1 + 2t0)  

Do ñöôøng thaúng caàn tìm AI // (P)  AI   
P

n  

 2(1 + t0) + 1(3t0 – 2) –1(–1 + 2t0) = 0  3t0 + 1 = 0  t0 = –
1

3

.  

Phöông trình cuûa ñöôøng thaúng caàn tìm qua A vaø coù  

VTCP AI  = 
2 5

, 3,

3 3

 
  

 
 = 

1
(2, 9, 5)

3

   laø: 
x 1 y 2 z 1

2 9 5

  
 

 
.  

 

Baøi 7: Ñeà döï bò Ñaïi Hoïc khoái B/2007 

 Cho A(–3, 5, –5), B(5, –3, 7) vaø (P) x + y + z = 0  

a. Tìm giao ñieåm I cuûa ñöôøng thaúng AB vaø (P).  

b. Tìm ñieåm M treân (P) sao cho MA
2
 + MB

2
 nhoû nhaát.  

Giaûi 

a/ AB qua A vaø coù VTCP AB  = (8, –8, 12) = 4(2, –2, 3)  

Phöông trình tham soá ñöôøng thaúng AB: 

x 3 2t

y 5 2t

z 5 3t

  


 
   

 

I  AB   t: I(2t – 3, 5 – 2t, 3t – 5)  

I  (P)   (2t – 3) + (5 – 2t) + (3t – 5) = 0  

 3t – 3 = 0  t = 1  

Vaäy I(–1, 3, –2).  

b/ Goïi J laø trung ñieåm AB thì J(1, 1, 1)  

MAB  MA
2
 + MB

2
 = 2MJ

2
 + 

2

AB

2

 

Do ñoù: (MA
2
 + MB

2
)min  MJ min 

 M  H chaân ñöôøng vuoâng goùc haï töø J ñeán mp(P)  

J 

H 
M 

P 
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Phöông trình tham soá JH: 

x 1 t

y 1 t

z 1 t

 


 
  

  

H  JH  t: J(1 + t, 1 + t, 1 + t)  

H  (P)  (1 + t) + (1 + t) + (1 + t) = 0  t = –1  

Vaäy H(0, 0, 0).  

Do ñoù (MA
2
 + MB

2
)min  M(0, 0, 0).  

Baøi 7: Tuyeån sinh Ñaïi Hoïc khoái B/2009 

 Cho ñieåm A(–3, 0, 1), B(1, –1, 3) vaø maët phaúng  

():  x – 2y + z – 5 = 0: Trong caùc ñöôøng thaúng  qua A vaø song 

song (), vieát phöông trình  maø khoaûng caùch töø B ñeán () ngaén 

nhaát.  

Giaûi 

Phöông trình maët phaúng () qua A vaø song song ()  

1(x + 3) – 2(y – 0) + 2(z – 1) = 0  

 x – 2y + 2z + 1 = 0  

Goïi H laø hình chieáu vuoâng goùc cuûa B leân ()  

Goïi K laø hình chieáu vuoâng goùc cuûa B leân .  

Ta coù BK = d(B, )  BH  

Do ñoù: d(B, )min = BH   qua A vaø H  

Phöông trình ñöôøng thaúng d qua B vaø vuoâng goùc ()  

x 1 t

y 1 2t

z 3 2t

 


  
  

  

Ta coù: H  d  t: H(1 + t, –1 – 2t, 3 + 2t)  

H    (1 + t) – 2(–1 – 2t) + 2(3 + 2t) + 1 = 0  

 9t + 10 = 0  t = –
10

9

 

Vaäy H
1 11 7

, ,

9 9 9

 
 
 

 

 caàn tìm qua A vaø coù vectô chæ phöông AH  = 
1

9

 (26, 11, –2) phöông 

trình chính taéc  laø: 
x 3 y 0 z 1

26 11 2

  
 


 

 

B 

A 

 

H 

K 

 
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Baøi 8: Ñeà döï bò Ñaïi Hoïc khoái D/2004 

 Cho A(2, 0, 0); B(2, 2, 0); S(0, 0, m).  

a. Khi m = 2 tìm C ñoái xöùng cuûa O qua mp (SAB).  

b. Goïi H laø hình chieáu vuoâng goùc cuûa O leân SA. Chöùng minh dieän 

tích OBH beù hôn 2 vôùi moïi m. 

Giaûi 

a/ Khi m = 2 thì SA  = (2, 0, –2); SB  = (2, 2, –2)  

 PVT n  = SA   SB  = 4(1, 0, 1)  

Phöông trình mp(SAB):  

1(x – 2) + 0 + 1(y – 0) = 0  x + y – 2 = 0  

Phöông trình d qua O vaø  mp (SAB): 

x t

y 0

z t





 

 

Goïi I = d  (SAB)  

I  d  I(t, 0, t)  

I  (SAB)  2t – 2 = 0  t = 1  

Vaäy I(1, 0, 1)  

O vaø C ñoái xöùng qua mp (SAB) neân I trung ñieåm OC.  

Vaäy 

c I o

c I o

c I o

x 2x x 2
y 2y y 0
z 2z z 2

  


  
   

       

Do ñoù C(2, 0, 2)  

b/ Phöông trình tham soá (SA) 

x 2 2t

y 0

z 0 mt

 



  

 

Vì H  SA  H(2 – 2t, 0, mt)  

OH   SA  = (–2, 0, m) neân –2(2 – 2t) + m
2
t = 0  t = 

2

4

m 4
 

Vaäy H

2

2 2

2m 4m
, 0,

m 4 m 4

 
 

  
   Ta coù OH OB  = 

2

4m
( 2,2,m)

4 m




 

Dt(OBH) = 
1

2

4 2

4 2

m 8m
OH OB 2

m 8m 16


 

 
 < 2  m. 
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Baøi 9: Cho A(1, 4, 5); B(0, 3, 1); C(2, –1, 0) vaø (P): 3x – 3y – 2z – 15 = 0. 

Goïi G laø troïng taâm ABC vaø M naèm treân mp (P). Chöùng minh 

(MA
2
 + MB

2
 + MC

2
) ngaén nhaát khi vaø chæ khi M laø hình chieáu 

vuoâng goùc cuûa G treân maët phaúng (P). Xaùc ñònh toïa ñoä ñieåm M ñoù. 

Giaûi 

Ta coù:  MA MG GA   

 MA
2
 = MG

2
 + GA

2
 + 2MG.GA  

Töông töï MB
2
 = MG

2
 + GB

2
 + 2MG .GB   

MC
2
 = MG

2
 + GC

2
 + 2MG .GC  

Vaäy   MA
2
 + MB

2
 + MC

2
  

= 3MG
2
 + GA

2
 + GB

2
 + GC

2
 + 2MG  (GA GB GC)

0

    

= GA
2
 + GB

2
 + GC

2
 + 3MG

2
  GA

2
 + GB

2
 + GC

2
 + 3HG

2
  

vôùi H hình chieáu vuoâng goùc cuûa G treân maët phaúng (P).  

Do ñoù MA
2
 + MB

2
 + MC

2
 ngaén nhaát  M  H.  

Ta coù G(1, 2, 2)  

Phöông trình ñöôøng thaúng (d) qua G  

vaø vuoâng goùc maët phaúng (P):  

x 1 3t

y 2 3t

z 2 2t

 


 
  

 t  R.  

H  d  H(1 + 3t, 2 – 3t, 2 – 2t) 

H  (P)  3(1 + 3t) – 3(2 – 3t) – 2(2 – 2t) – 15 = 0  t = 1  

Vaäy luùc ñoù M(4, –1, 0).  

 

Baøi 10: Ñeà döï bò Ñaïi Hoïc khoái A/2007 

 Cho A(–1, 3, –2), B(–3, 7, –18) vaø mp (P): 2x – y + z + 1 = 0  

 a. Vieát phöông trình maët phaúng chöùa AB vaø vuoâng goùc (P).  

 b. Tìm M  (P) sao cho MA + MB ngaén nhaát.  

Giaûi 

a/ Maët phaúng chöùa AB vaø  (P) coù caëp VTCP laø:  

AB  = (–2, 4, –16) vaø PVT 
P

n  = (2, –1, 1)  

G 

H M 

P 

(d) 
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Vaäy PVT laø AB   n  = –6(2, 5, 1)  

Phöông trình maët phaúng caàn tìm:  

2(x + 1) + 5(y – 3) + 1(z + 2) = 0  

 2x + 5y + z – 11 = 0  

b/ Goïi t1, t2 laø khoaûng caùch ñaïi soá töø A vaø B ñeán mp (P)  

Ta coù: t1.t2 = 
2( 1) 3 2 1 2( 3) 7 18 1

.

4 1 1 4 1 1

       

   
 > 0  

Vaäy A, B naèm cuøng phía ñoái vôùi mp (P)  

Phöông trình ñöôøng thaúng d  

qua A vaø  (P): 

x 1 2t

y 3 t

z 2 t

  


 
   

 (t  R)  

Goïi H laø giao ñieåm d vaø (P)  

H  d  t: H(–1 + 2t, 3 – t, –2 + t)  

H  (P)  2(–1 + 2t) – 3 + t – 2 + t + 1 = 0  t = 1  

Vaäy H(1, 2, –1)  

Goïi A’ laø ñieåm ñoái xöùng cuûa A qua (P)  

Do H laø trung ñieåm AA’ neân A’(3, 1, 0)  

Ta coù: MA + MB = MA’ + MB  A’B = 
2

36 36 18   

Daáu = xaûy ra  M, A’, B thaúng haøng  

Phöông trình tham soá A’B: 

x 3 t

y 1 t

z 3t

 


 
 

 

M  A’B  t: M(t + 3, 1 – t, 3t)  

M  (P)  2(t + 3) – 1 + t + 3t + 1 = 0  t = –1  

Do ñoù: (MA + MB)min = A’B  M(2, 2, –3).  
 

Daïng 3: Tìm hình chieáu vuoâng goùc d
’

 cuûa ñöôøng thaúng d treân maët.  

 

 

 

 

 

 

 

Q 

P 

d 

d' 

B 

d 

d' 

P 

B' 

A 

A 

B 

M 
H 

A 

P 

A B d 

d 

B 
P 
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Phöông phaùp 1: Vieát phöông trình 

maët phaúng (Q) ñi qua d vaø  (P) 

Thì d’ = (P)  (Q). Sau ñoù chuyeån 

phöông trình d’ qua daïng tham soá 

Phöôg phaùp 2:  

 Neáu d caét (P) 

Tìm A = d  (P) 

Tìm hình chieáu B’ cuûa B  d (B khaùc A) treân  

d’ laø ñöôøng thaúng qua hai ñieåm A, B’ 

 Neáu d // (P) thì d’ // d. Vaäy d, d’ coù cuøng VTCP, sau ñoù ta cuøng tìm 

hình chieáu vuoâng goùc cuûa B leân (P). 

 

 

Baøi 11: Cho hai ñieåm A(2, –1, 3), B(3, 0, 2) vaø maët phaúng (P):  

 x – 2y + z – 7 = 0. Vieát phöông trình hình chieáu cuûa ñöôøng thaúng 

AB treân (P).
 

Giaûi 

*  Caùch 1:  

AB= (1, 1, –1), 
p

n  = (1, –2, 1) 

Goïi (Q) laø maët phaúng qua A, B vaø   (P) 

 
Q

n = [ AB,
P

n ] = (–1, –2, –3) = – (1, 2, 3) 

Vaäy phöông trình (Q): x + 2y + 3z – 9 = 0 

Hình chieáu cuûa ñöôøng thaúng AB treân (P) laø ñöôøng thaúng d
’
 = (P)  (Q) 

d '
a =  P Qn ,n 

 
= (8, 2, –4) = 2(4, 1, –2) 

Choïn ñieåm A(2,–1, 3)  (P)  (Q). Vaäy phöông trình d’: 

x 2 4t

y 1 t

z 2 2t

 


  
  

 

*  Caùch 2: Nhaän thaáy ñöôøng thaúng AB caét (P) taïi A vì A  (P). 

Goïi B
’ 
laø hình chieáu cuûa B treân (P) thì ñöôøng thaúng AB

’
 laø hình chieáu 

cuûa ñöôøng thaúng AB treân (P). 

Ta coù:  B
’
  (P)  B

’
 (x, y, –x + 2y + 7)  

 BB'  = (x – 3, y, –x + 2y + 5) 

BB' cuøng phöông 
p

n   
x 3 y x 2y 5

1 2 1

   
 

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

10
x

3

2
y

3





  


  . Vaäy B
’
 

10 2 7, ,
3 3 3

 
 

 
 

Ta coù: AB' = 
4 1 2, ,
3 3 3

 
 

 
= 

1

3

(4, 1, –2). Vaäy phöông trình AB’: 

x 2 4t

y 1 t

z 2 2t

 


  
  

 

 

Baøi 12: Cho d: 
x 1 y 7 z 3

2 1 4

  
   vaø () 3x – 2y – z = 0  

 a. Tính khoaûng caùch töø d ñeán ().  

 b. Vieát phöông trình hình chieáu vuoâng goùc cuûa d leân (). 

Giaûi 

a/ d qua A(1, 7, 3) vaø coù VTCP a  = (2, 1, 4)  

() coù PVT n  = (3, –2, –1)  

Ta coù: a .n  = 6 – 2 – 4 = 0 neân a   n  

Maët khaùc A  () vì 3 – 14 – 3 =-14  0  

Vaäy d // ()  

Do ñoù d(d, ) = d(A, ) = 
3 14 3

14

9 4 1

 


 
 

b/ Phöông trình ñöôøng thaúng A vaø  () laø 

x 1 3t

y 7 2t

z 3 t

 


 
  

 

Goïi H laø hình chieáu  cuûa A leân () H  d’  H(1 + 3t, 7 – 2t, 3 – t)  

H  ()  3(1 + 3t) – 2(7 – 2t) – 3 + t = 0  t = 1  

Vaäy H(4, 5, 2)  

Goïi  laø hình chieáu  cuûa d leân (). Do d // () neân  // d. Vaäy d vaø 

 coù cuøng VTCP.  

Phöông trình  laø
x 4 y 5 z 2

2 1 4

  
  . 

Daïng 4: Tìm hình chieáu vuoâng goùc cuûa ñieåm M leân (d). 

Phöông phaùp 1: Chuyeån ñoåi phöông trình d qua daïng tham soá  

Goïi H laø hình chieáu vuoâng goùc M leân d. 

Tính MH  theo tham soá t 

Cho MH   VTCP 
d

a  töø ñoù tìm ñöôïc t. 

Phöông phaùp 2: Vieát phöông trình maët 

d 

M 

 
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phaúng qua M vaø vuoâng goùc d.  

Hình chieáu vuoâng goùc cuûa M leân d laø 

giao ñieåm cuûa d vaø . 

 Löu yù: M, N ñoái xöùng qua d  H laø trung ñieåm MN. 

Baøi 13: Cho ñöôøng thaúng (d): 

x 1 2t

y 2 t

z 3t

 


 
 

  

 vaø maët phaúng (P): 2x – y – 2z + 1 = 0  

a. Tìm toïa ñoä caùc ñieåm thuoäc (d) sao cho khoaûng caùch töø moãi ñieåm 

ñoù ñeán maët phaúng (P) baèng 3.  

b. Goïi K laø ñieåm ñoái xöùng cuûa I(2, –1, 3) qua ñöôøng thaúng (d). Haõy 

xaùc ñònh toïa ñoä ñieåm K.  

Giaûi 

a/ Goïi M  (d) neân t  R: M(1 + 2t, 2 – t, 3t)  

Ta coù: d(M, P) = 3  
2(1 2t) 2 t 2(3t) 1

4 1 4

    

 
 = 3  

 |–t + 1| = 9  –t + 1 = 9  t = –8  t = 10  

Vaäy M1(21, –8, 30) hay M2(–15, 10, –24)  

b/ Caùch 1: Goïi H laø hình chieáu  cuûa I leân d  

H  d  H(1 + 2t, 2 – t, 3t)  

    IH  = (2t – 1, 3 – t, 3t – 3) 

 IH   
d

a  = (2, –1, 3)  2(2t – 1) – 3 + t + 3(3t – 3) = 0  t = 1  

Vaäy H(3, 1, 3).  

Caùch 2: Phöông trình maët phaúng qua I vaø  (d):  

2(x – 2) – 1(y + 1) + 3(z – 3) = 0  

 2x – y + 3z – 14 = 0 ()  

Thay x, y, z cuûa (d) vaøo phöông trình () ta coù:  

2(1 + 2t) – 2 + t + 3(3t) – 14 = 0  14t – 14 = 0  t = 1  

Do ñoù (d) caét () taïi H(3, 1, 3).  
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H laø trung ñieåm KI  

K H 1

K H 1

K H 1

x 2x x 6 2 4

y 2y y 2 1 3

z 2z z 6 3 3

    


    
     

 

Vaäy K(4, 3, 3).  

Baøi 14. Tuyeån sinh Ñaïi hoïc khoái D/2006 

 Cho A(1, 2, 3): d1: 
x 2 y 2 z 3

2 1 1

  
 


 vaø d2: 

x 1 y 1 z 1

1 2 1

  
 


  

 a. Tìm A ñoái xöùng A qua d1. 

 b. Vieát phöông trình ñöôøng thaúng  qua A, vuoâng goùc d1 vaø caét d2. 

Giaûi 

a/ Phöông trình tham soá (d1): 

x 2 2t

y 2 t

z 3 t

 


  
  

 

Veõ AH  d1  

H  d1 neân t  R: H(2 + 2t, –2 – t, 3 + t)  

 AH  = (1 + 2t, –t – 4, t)  

Do AH  d1 neân AH   a  = (2, –1, 1)  

 2(1 + 2t) + t + 4 + t = 0  

 6t + 6 = 0  t = –1  

Vaäy H(0, –1, 2)  

A vaø A ñoái xöùng qua d1, neân H laø trung ñieåm AA:  

A H A

A H A

A H A

x 2x x 0 1 1

y 2y y 2 2 4

z 2z z 4 3 1







     


      
     

 

Vaäy A(–1, –4, 1)  

b/ Caùch 1: 

Goïi () laø maët phaúng qua A vuoâng goùc (d1)  

phöông trình () laø:  

2(x – 1) – 1(y – 2) + 1(z – 3) = 0  

 2x – y + z – 3 = 0  

Goïi B laø giao ñieåm (d2) vaø ()  

B  d2  u: B(1 – u, 1 + 2u, –1 + u) 

A 

H 

A 

d1 

 

d2 

d1 

A 

B 
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B  ()  2(1 – u) – 1 – 2u – 1 + u – 3 = 0  

 –3u – 3 = 0  u = –1 

Vaäy B(2, –1, –2)  

Ñöôøng thaúng () chính laø ñöôøng thaúng AB coù phöông trình laø:  

x 1 y 2 z 3

1 3 5

  
 

 
 

  Caùch 2: 

Goïi B laø giao ñieåm cuûa  vaø d2  

Do B  d2  B(1 – t, 1 + 2t, –1 + t)  

Ta coù: AB  = (–t, 2t – 1, t – 4)  

Do   d1 neân AB   
1

d
a = (2, –1, 1)  

 –2t – 1(2t – 1) + t – 4 = 0  –3t – 3 = 0  t = –1  

Vaäy AB  = (1, –3, –5)  

Do ñoù phöông trình (): 
x 1 y 2 z 3

1 3 5

  
 

 
 

 

Baøi 15. Tuyeån sinh Ñaïi hoïc khoái A/2008 

 Cho ñieåm A(2, 5, 3) vaø d: 
x 1 y z 2

2 1 2

 
    

a. Tìm hình chieáu vuoâng goùc cuûa A treân d. 

b. Vieát phöông trình mp() chöùa d sao cho khoaûng caùch töø A ñeán 

() lôùn nhaát. 

Giaûi 

a/ Phöông trình tham soá d 

x 1 2t

y t

z 2 2t

 



  

 

Goïi H laø hình chieáu vuoâng goùc cuûa A treân d  

H  d  t: H(1 + 2t; t; 2 + 2t)  

 AH  = (2t – 1; t – 5; 2t – 1)  

Do AH  d neân AH vuoâng goùc VTCP 
d

a = (2, 1, 2)  

 2(2t – 1) + 1(t – 5) + 2(2t – 1) = 0  t = 1  

Vaäy H(3, 1, 4)  

b/ Veõ AK  ()  
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AHK  taïi K  AK  AH = 1 16 1    

Do ñoù AKmax = 3 2   H  K  

 () qua H vaø nhaän AH  laø PVT  

Phöông trình () laø:  

1(x – 3) – 4(y – 1) + 1(z – 4) = 0  

 x – 4y + z – 3 = 0 

 

 

BAØI TAÄP TÖÏ LUYEÄN 

BT1: Cho d: 
x 1 y 6 z 4

1 3 2

  
 


 vaø () x + 2y – 3z – 2 = 0  

Goïi I laø giao ñieåm d vaø (). Vieát phöông trình ñöôøng thaúng () naèm 

treân () sao cho goùc cuûa  vaø d nhoû nhaát. 

BT2: Cho A(1, –2, 0); B(–2, 1, 3); C(4, –2, –3) vaø mp(): x – 2z + 3 = 0. 

Goïi G laø troïng taâm ABC. 

a. Tìm ñieåm ñoái xöùng cuûa G qua (). 

b. Tìm M treân () sao cho 4MA MB MC   coù ñoä daøi nhoû nhaát. 

BT3: Cho d1: 
x 1 y 2

1 2

 
  = 

z

1

 vaø d2: 
x 2 y 1 z 1

2 1 1

  
    

(): x + y – 2z + 5 = 0. Vieát phöông trình ñöôøng thaúng song song () 

vaø caét d1, d2 taïi A, B sao cho AB min. 

BT4: Cho d1: 
x y z

1 1 2

   vaø d2: 
x 1 y z 1

2 1 1

 
 


  

Tìm M treân d1, N treân d2 sao cho MN song song (): x – y + z + 2012 = 0 vaø 

MN = 2 . 

BT5: Cho d1: 
x y 2 z

1 1 1


 


, d2: 

x 2 y 3 z 5

2 1 1

  
 


  

Vieát phöông trình maët phaúng qua d vaø   d. 

BT6: Cho A(2, –3, 1); B(4, 0, 0). Vieát phöông trình maët phaúng chöùa truïc 

tung vaø //AB. 

A 

K d H 

 
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BT7: DB/B05 Tìm M treân d: 
x 1 y z 1

2 1 1

 
 


 

N treân d: 
x y z

1 1 2

   sao cho MN // (): x – y + z = 0 vaø MN = 2 . 

Ñaùp soá: N
4 4 8
, ,

7 7 7

 
 
 

, M
1 4 3
, ,

7 7 7

 
 
 

 

BT8: Cho A(0, 0, –3), B(2, 0, –1) 

Tìm C treân (P): 3x – 8y + 7z – 1 = 0 sao cho ABC ñeàu. 

BT9: DB/B06 A(0, 0, 4); B(2, 0, 0)  

Tìm hình chieáu vuoâng goùc cuûa AB leân (P): 2x + y – z + 5 = 0  

BT10: DB/A06 

Cho laêng truï ñöùng ABC.ABC coù A(0, 0, 0), B(2, 0, 0), C(0, 2, 0), 

A(0, 0, 2). Vieát phöông trình hình chieáu vuoâng goùc cuûa BC leân (ABC). 

Ñaùp soá: 
x 2 y 1 2 1

2 1 1

  
 


 

BT11: DBA03 

Cho A(2, 3, 2); B(6, –1, –2); C(–1, –4, 3); D(1, 6, –5)  

Tìm M treân ñöôøng thaúng CD sao cho chu vi ABM ngaén nhaát. 

Ñaùp soá: M(0, 1, –1) 

BT12: DB/D08 Cho d: 
x 1 y 1 z 7

2 3 4

  
 


 

a. Tìm A ñoái xöùng A qua d. 

b. Tìm B, C treân d sao cho ABC  taïi C vaø BC = 29  

Ñaùp soá: A(1, 5, –2); B1(1, 2, 3); B2(5, 8, –5); C(3, 5, –1) 
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VAÁN ÑEÀ 5: CAÙC BAØI TOAÙN LIEÂN QUAN 

GIÖÕA ÑÖÔØNG THAÚNG VAØ MAËT CAÀU 

Phöông phaùp: 

Cho maët caàu (S) taâm I, baùn kính R maët phaúng (P) vaø ñöôøng thaúng   

 Neáu d(I, (P)) < R thì (P) caét (S) theo  

moät ñöôøng troøn coù:  

Taâm H laø hình chieáu vuoâng goùc cuûa I treân (P)  

Baùn kính: r = 
2 2

R IH  

* Neáu (P) qua taâm I cuûa (S) thì (P) 

caét (S) theo moät ñöôøng troøn goïi laø 

ñöôøng troøn lôùn. 

Taâm vaø baùn kính cuûa ñöôøng troøn 

lôùn cuõng laø taâm vaø baùn kính cuûa 

maët caàu. 

 Neáu d(I, ) < R thì  caét (S) taïi hai ñieåm phaân bieät. 

 Neáu d(I, ) = R thì  vaø (S) chæ coù 1 ñieåm chung M. Khi ñoù  goïi laø 

tieáp tuyeán cuûa (S) taïi M vaø M goïi laø tieáp ñieåm cuûa  vaø (S). 

 Neáu d(I, ) > R thì  vaø (S) khoâng coù ñieåm chung. 

 

Baøi 1. Tuyeån sinh Ñaïi hoïc khoái D/2011 

 Vieát phöông trình maët caàu taâm I treân : 
x 1 y 3 z

2 4 1

 
   baùn kính 

1 vaø tieáp xuùc (P): 2x – y + 2z = 0 

Giaûi 

Goïi I(1 + 2t, 3 + 4t, t)    

(S) tieáp xuùc (P)  d(I, (P)) = R  

 
2(1 2t) (3 4t) 2t

4 1 4

   

 
 = 1  2t – 1 = 3  

 2t – 1 = 3  2t – 1 = –3  t = 2  t = –1  

Vaäy I1(5, 11, 2)  I2(–1, –1, –1)  

Vaäy phöông trình maët caàu:  (S1): (x – 5)
2
 + (y – 11)

2
 + (z – 2)

2
 = 1  

(S2): (x + 1)
2
 + (y + 1)

2
 + (z + 1)

2
 = 1 

P 

I 

R 

H 
r 
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Baøi 2. Tuyeån sinh Ñaïi hoïc khoái B/2007 

 Cho maët caàu (S): x
2
 + y

2
 + z

2
 – 2x + 4y + 2z – 3 = 0 vaø maët phaúng 

(P) 2x – y + 2z – 14 = 0  

a. Vieát phöông trình maët phaúng chöùa Ox vaø caét (S) theo moät ñöôøng 

troøn coù baùn kính baèng 3. 

b. Tìm M treân (S) sao cho khoaûng caùch töø M ñeán (P) lôùn nhaát. 

Giaûi 

a/ (S) coù taâm I(1, –2, –1) vaø R = 3  

Do (Q) caét (S) theo ñöôøng troøn giao tuyeán coù r = 3 neân (Q) qua taâm I  

Vaäy (Q) qua O vaø coù VTCP OI  = (1, –2, –1) vaø i  = (1, 0, 0)  

 PVT n  = OI   i  = (0, –1, 2) Vaäy phöông trình (Q): –y + 2z = 0  

b/ Ta coù d(I, (P)) = 
2 2 2 14

9

  
 = 4 > R = 3 

Vaäy (S)  (P) =  

Phöông trình d qua I vaø  (P): 

x 1 2t

y 2 t

z 1 2t

 


  
   

 

Thay vaøo phöông trình (S):  

(x – 1)
2
 + (y + 2)

2
 + (z + 1)

2
 = 9 

Ta ñöôïc (2t)
2
 + (–t)

2
 + (2t)

2
 = 9  t = 1 

Vaäy d caét (S) taïi A(3, –3, 1) vaø B(–1, –1,-3)  

Maø d(A, (P)) = 1 < d(B, (P)) = 7 

Do ñoù: d(M, (P))max  M(–1, –1,-3) 

 

 

 

Baøi 3. Ñeà tuyeån sinh Ñaïi hoïc khoái D 2008 

 Cho A(3, 3, 0); B(3, 0, 3); C(0, 3, 3); D(3, 3, 3)  

 a. Vieát phöông trình maët caàu qua boán ñieåm A, B, C, D. 

 b. Tìm taâm ñöôøng troøn ngoaïi tieáp tam giaùc ABC. 

B 

A 

P 
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Giaûi 

a/ Phöông trình maët caàu coù daïng  

x
2
 + y

2
 + z

2
 – 2ax – 2by – 2cz + d = 0 

Vôùi a
2
 + b

2
 + c

2
 – d > 0 

A  (S)  18 – 6a – 6b + d = 0    (1)  

B  (S)  18 – 6a – 6c + d = 0    (2)  

C  (S)  18 – 6b – 6c + d = 0    (3)  

D  (S)  27 – 6a – 6b – 6c + d = 0  (4)  

Töø (1) (2) (3) (4)  a = 
3

2

, b = 
3

2

, c = 
3

2

, d = 0  

Vaäy phöông trình maët caàu (S) laø x
2
 + y

2
 + z

2
 – 3x – 3y – 3z = 0 

b/ Ta coù  AB  = (0, –3, 3) vaø AC  = (–3, 0, 3)  

 PVT cuûa (ABC): n  = AB   AC  = –9(1, 1, 1)  

Vaäy phöông trình (ABC): x + y + z – 6 = 0  

Phöông trình d qua taâm I
3 3 3
, ,

2 2 2

 
 
 

 cuûa (S) vaø vuoâng goùc (ABC)  

3
x t

2

3
y t

2

3
z t

2


 




 



 


     Goïi J laø taâm ñöôøng troøn (ABC)  

J  d  t: 
3 3 3

t, t, t

2 2 2

 
   

 
 

Maø J  (ABC)   
3

t

2

 
 

 
 + 

3
t

2

 
 

 
 + 

3
t

2

 
 

 
 – 6 = 0  

 3t – 
3

2

 = 0  t = 
1

2

 

Vaäy taâm cuûa ñöôøng troøn (ABC) laø J(2, 2, 2) 

 

Baøi 4. Cho ñöôøng thaúng (d): 

x t

y 1

z t




 
  

  

 vaø hai maët phaúng (P1): x + 2y + 2z + 3 = 0; (P2): x + 2y + 2z + 7 = 0  

 Vieát phöông trình maët caàu taâm I treân d vaø tieáp xuùc hai maët phaúng 
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(P1), (P2). 

Giaûi 

  Caùch 1:  

Toïa ñoä giao ñieåm A cuûa (d) vaø (P1) 

laø nghieäm heä phöông trình:  

x y z 1

x y z 1

x 2y 2z 3

   


  
    

  

Vaäy A(1, –1, –1) 

Toïa ñoä giao ñieåm B cuûa (d)  

vaø (P2) laø nghieäm  

heä phöông trình:  

x y z 1
x y z 1
x 2y 2z 7

   


  
    

 Vaäy B(5, –1, –5)  

Do (P1) // (P2) neân taâm I laø trung ñieåm AB  I(3, –1, –3) baùn kính 

R = d(I, D1) = 
3 2 6 3 2

39

  
   

Vaäy phöông trình maët caàu laø: (x – 3)
2
 + (y + 1)

2
 + (z – 3)

2
 = 

4

9

 

  Caùch 2: Goïi I(a, b, c) laø taâm maët caàu  

(S) tieáp xuùc (P1), (P2)  d(I, P1) = d(I, P2) = R 

Do ñoù: 
a 2b 2c 3 a 2b 2c 7

9 9

     
   

 
a 2b 2c 3 a 2b 2c 7(voâ nghieäm)

a 2b 2c 3 (a 2b 2c 7)

      


       
 

 a + 2b + 2c + 5 = 0 (1)  

Maø I  (d)  
a b c 1 0 (2)

a b c 1 0 (3)

   


   
  

Töø (1) (2) (3)  a = 3, b = –1, c = –3  

Ta coù: R = d(I, P1) = 
3 2 6 3 2

39

  
  

I 

P2 

P1 

B 

d 

A 
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Do ñoù phöông trình maët caàu (S) laø: (x – 3)
2
 + (y + 1)

2
 + (z + 3)

2
 = 

4

9

 

 

Baøi 5. Cho ñöôøng troøn (C): 

2 2 2

x y z 4x 6y 6z 17 0

x 2y 2z 1 0

       


   
  

a. Tìm taâm vaø baùn kính cuûa (C). 

b. Laäp phöông trình maët caàu chöùa ñöôøng troøn (C) vaø taâm naèm treân 

maët phaúng: x + y + z + 3 = 0. 

Giaûi 

a/ Xeùt (S): x
2
 + y

2
 + z

2
 – 4x + 6y + 6z + 17 = 0  

Taâm maët caàu S laø I(2, –3, –3), R = 4 9 9 17    = 5   

Goïi (d) laø ñöôøng thaúng qua I vaø vuoâng goùc vôùi mp(P): x –2y + 2z + 1 = 0  

Phöông trình (d) laø: 

x 2 t

y 3 2t

z 3 2t

 


  
   

 

Thay vaøo phöông trình (P), ta ñöôïc:  

(2 + t) + 2(3 + 2t) + 2(–3 + 2t) + 1 = 0  

 9t + 3 = 0  t = –
1

3

  

Do ñoù (d) caét (P) taïi J
5 7 11
, ,

3 3 3

 
  

 
  

ñoù laø taâm ñöôøng troøn (C). 

Goïi r laø baùn kính (C). Ta coù:  

IJ
2
 = 

1 4 4

9 9 9

   = 1  

r
2
 = R

2
 – IJ

2
 = 4  r = 2 

b/ Taâm I maët caàu (S) caàn tìm chính laø  

giao ñieåm (d) vaø maët phaúng (Q): 

x + y + z + 3 = 0 

Ta coù: 2 + t – 3 – 2t – 3 + 2t + 3 = 0  t = 1  

Vaäy taâm I(3, –5, –1)  

Ta coù: IJ
2
 =

2 2 25 7 113 5 1
3 3 3

     
           

     
  = 16 

Vaäy R baùn kính cuûa (S): R
2
 = IJ

2
 + r

2
 = 16 + 4 = 20  

(d) 

P 

Q 

I 

J 

M 

I 
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Phöông trình (S): (x – 3)
2
 + (y + 5)

2
 + (z + 1)

2
 = 20 

 

Baøi 6: Vieát phöông trình maët caàu (S) taâm I(1, –2, 3) vaø tieáp xuùc ñöôøng 

thaúng : 

x 3t

y 3 4t

z 6 2t

 


 
  

 

 Tìm toïa ñoä tieáp ñieåm cuûa (S) vaø . 

Giaûi 

Choïn A(0, 3, 6)   vaø a = (–3, 4, 2)  

AI  = (1, –5, –3), [ AI ,a ] = (2, 7, –11) 

Baùn kính cuûa (S): R = d(I, ) = 
[AI,a ] 4 49 121

6

9 16 4a

  
 

 
 

Vaäy phöông trình (S): (x – 1)
2
 + (y + 2)

2
 + (z – 3)

2
 = 6 

Tìm toïa ñoä tieáp ñieåm cuûa (S) vaø : 

*  Caùch 1: 

Goïi M laø tieáp ñieåm cuûa (S) vaø ; M    M(–3t, 3 + 4t, 6 + 2t)  

IM  = (–3t – 1, 4t + 5, 2t + 3)  

IM    IM .a  = 0  t = –1. Vaäy M(3, –1, 4)  

*  Caùch 2:  

M  (S)  (–3t – 1)
2
 + (5 + 4t)

2
 + (3 + 2t)

2
 = 6 

 29t
2
 + 58t + 29 = 0  t = –1. Vaäy M(3, –1, 4) 

 

Baøi 7. Tuyeån sinh Ñaïi hoïc khoái A 2011 

 Cho maët caàu (S): x
2
 + y

2
 + z

2
 – 4x – 4y – 4z = 0 vaø A(4, 4, 0). Vieát 

phöông trình maët phaúng (OAB) bieát B thuoäc (S) vaø OAB ñeàu. 

Giaûi 

(S) coù taâm I(2, 2, 2) vaø R = 4 4 4   = 2 3   

OAB ñeàu coù caïnh a = OA = 4 2   

Goïi r laø baùn kính ñöôøng troøn qua O, A, B  

Ta coù: dt(OAB) = 

3 2

a a 3

4r 4

   r = 
a 4 2 4 6

33 3

   

Goïi h laø khoaûng caùch töø I ñeán mp(OAB) 
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Ta coù h
2
 = R

2
 – r

2
 = 12 – 

96 12

9 9

   

Phöông trình mp(OAB) coù daïng: ax + by + cz + d = 0 vôùi a
2
 + b

2
 + c

2
  0 

O  (OAB)  d = 0       (1) 

A  (OAB)  4a + 4b + d = 0   (2)  

Töø (1) (2)  d = 0  b = –a 

Ta coù h = d(I, (OAB)  
2 2 2

2 2a 2b 2c d

3 a b c

  


 
  

Töø (1) (2)  
2 2

2 2c

3 2a c




  2a
2
 + c

2
 = 3c

2
  c = a  

Choïn a = 1 thì b = –1, c = 1  

Phöông trình maët phaúng (OAB) laø x – y  z = 0 

Baøi 8: Cho maët caàu (S): (x + 2)
2
 + (y – 1)

2
 + z

2
 = 26 vaø ñöôøng thaúng 

(d): 

x 1

y 2 5t

z 4 5t




 
   

 

 a. Tìm toïa ñoä giao ñieåm A, B cuûa (d) vaø (S). 

 b. Vieát phöông trình caùc maët phaúng tieáp xuùc (S) taïi A vaø B. 

Giaûi 

a/ Thay x, y, z cuûa phöông trình (d) vaøo phöông trình (S), ta ñöôïc:  

3
2
 + (1 – 5t)

2
 + (5t – 4)

2
 = 26  50t

2
 – 50t = 0 

 t = 0  t = 1  Vaäy (d) caét (S) taïi A(1, 2, –4); B(1, –3, 1)  

b/ (S) coù taâm I(–2, 1, 0)  Maët phaúng () tieáp xuùc (S) taïi A neân vuoâng 

goùc IA taïi A. Vaäy () qua A vaø coù PVT IA  = (3, 1, –4). 

Phöông trình () laø: 3(x – 1) + 1(y – 2) – 4(z + 4) = 0  

 3x + y – 4z – 21 = 0  

Töông töï maët phaúng tieáp xuùc maët caàu taïi B coù phöông trình:  

3x – 4y + z – 16 = 0  

. 

Baøi 9: Tuyeån sinh khoái ÑH A/2010 

 Cho A(0, 0, –2) vaø : 
x 2

2


 = 

y 2 z 3

3 2

 
  

 Tính khoaûng caùch töø A ñeán . Vieát phöông trình maët caàu taâm A caét 



 

 Hình hoïc  251 

 taïi B vaø C maø BC = 8. 

Giaûi 

Ta coù  qua M(–2, 2, –3) vaø coù VTCP a  = (2, 3, 2)  

AM  = (–2, 2, –1)  a   AM  = (–7, –2, 10)  

Vaäy d(A, ) = 
| a AM| 49 4 100

| a | 4 9 4
  


 

 = 3 

Veõ IH   thì HB = HC = 
BC

2

 = 4  

IBH   IB
2
 = R

2
 = IH

2
 + HB

2
 = 9 + 16 = 25  

Vaäy phöông trình maët caàu (S):  

x
2
 + y

2
 + (z + 2)

2
 = 25 

 

Baøi 10: Cho maët caàu (S): (x + 1)
2
 + (y – 1)

2
 + (z + 1)

2
 = 

16

9

 

 a. Vieát phöông trình maët phaúng () tieáp xuùc (S) vaø vuoâng goùc 

    (d): 
x y z 1

1 2 2


   

b. Vieát phöông trình ñöôøng thaúng () tieáp xuùc (S). Bieát () vuoâng 

goùc Oz vaø qua A
1

0, 0,

3

 
 
 

. 

Giaûi 

a/ Do ()  (d) neân () nhaän VTCP 
d

a = (1, 2, 2) laøm PVT. Phöông 

trình () daïng: x + 2y + 2z + D = 0  

() tieáp xuùc (S)  d (I, ()) = R  
1 2 2 D 4

39

   
   

 D – 1 = 4  D = 5  D = –3 

Vaäy phöông trình () laø: x + 2y + 2z + 5 = 0  

hay x + 2y + 2z – 3 = 0  

b/ Goïi v  = (v1, v2, v3) laø VTCP cuûa   

Do   Oz  v   k  = (0, 0, 1)  v3 = 0  

(S) coù taâm I(–1, 1, –1), R = 
4

3

 

 IA  = (–1, 1, 
4

3

) vaø v  = (v1, v2, 0)  

B 

I 

C 

H 
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Vaäy IA   v  = (–
4

3

v2, 
4

3

v1, –v2 – v1)  

Ta coù  tieáp xuùc (S)  d(I, ) = R 

 
IA v 4

v 3


   

2 2 2 2 2

2 1 1 2 1 2

16 16 4
v v (v v ) v v

9 9 3

      

 
2 2

1 2

16
(v v )

9

  + (v1 + v2)
2
 = 

2 2

1 2

16
(v v )

9

   v1 + v2 = 0  

Choïn v1 = 1 thì v2 = –1  

Vaäy phöông trình : 

x t

y t

1
z

3


 


 

 


  

BAØI TAÄP TÖÏ GIAÛI  

BT1: Cho A(2, 4, –1); B(2, 4, 3); C(1, 4, –1); D(2, 2, –1). Vieát phöông trình  

a. Maët caàu (S) qua A, B, C, D. 

b. Maët phaúng tieáp xuùc (S) vaø song song mp(ABD). 

BT2: DB/A08 Cho A(4, 0, 3); B(–1, –1, 3); C(3, 2, 6)  

a. Vieát phöông trình maët caàu (S) qua A, B, C vaø taâm I treân ()  

2x + 3y – 3z + 1 = 0  

b. Vieát phöông trình maët phaúng chöùa d 
x 3 y

2 9


  = z + 5 vaø caét (S) 

theo ñöôøng troøn coù baùn kính lôùn nhaát. 

BT3: DB/008 Vieát phöông trình maët caàu taâm I naèm treân d:  

x 1 y 1 z

1 2 2

 
 


 tieáp xuùc mp(Oxy) vaø () 2x – y + 2z + 1 = 0 

BT4: Vieát phöông trình maët caàu taâm I(2, –3, –3) vaø caét  

mp(P): x – 2y + 2z + 1 = 0 theo ñöôøng troøn coù baùn kính baèng 2. 

BT5: Döï bò khoái D 2003 

Cho maët caàu (S): (x – 1)
2
 + (y + 1)

2
 + (z – 1)

2
 = 9 vaø  

mp(): 2x + 2y + z – m
2
 – 3m = 0 

Tìm m ñeå () tieáp xuùc (S). Tìm tieáp ñieåm. 

BT6: Döï bò khoái B 2006 

Cho A(0, 0, 4); B(2, 0, 0), mp(P): 2x + y – z + 5 = 0 
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a. Vieát phöông trình hình chieáu vuoâng goùc cuûa AB leân mp(P). 

b. Vieát phöông trình maët caàu qua O, A, B vaø tieáp xuùc mp(P). 

 

BT7: Tìm toïa ñoä taâm vaø baùn kính cuûa ñöôøng troøn:  

a. 

2 2 2

(x 2) (y 3) (z 3) 5

x 2y 2z 1 0

      


   
 

b. 

2 2 2

x y z 2x 4y 6z 11 0

2x 2y z 4 0

       


   
 

BT8: Cho hình choùp töù giaùc ñeàu S.ABC vôùi S(3, 2, 4); B(1, 2, 3); D(3, 0, 3). 

a. Laäp phöông trình ñöôøng vuoâng goùc chung cuûa AC vaø SD. 

b. Goïi I laø taâm maët caàu ngoaïi tieáp hình choùp S.ABCD. Laäp phöông 

trình maët phaúng qua BI vaø song song AC. 

c. Goïi H laø trung ñieåm BD, G laø tröïc taâm SCD. Tính ñoä daøi HG. 

BT9: Cho A(0, 0, 4); B(2 3 , 2, 0); C(0, 4, 0). Goïi H laø tröïc taâm BCO vaø 

K laø hình chieáu vuoâng goùc cuûa H xuoáng maët phaúng (ABC). 

a. Chöùng minh OBC ñeàu vaø vieát phöông trình maët caàu ngoaïi tieáp töù 

dieän OABC. 

b. Chöùng minh K laø tröïc taâm ABC. 

c. Goïi N laø giao ñieåm cuûa 2 ñöôøng thaúng HK vaø OA. Tính tích soá 

OA.ON. 

BT10: Cho (S) x
2
 + y

2
 + z

2
 + 2my – 4z + m

2
 – 13 = 0 vaø  

   (): 
x 1 y 1 z 3

5 1 4

  
 


. Tìm m ñeå hình chieáu vuoâng goùc cuûa  leân (Oxy) 

tieáp xuùc (S). 



 

 254  Trung Taâm Luyện Thi CLC VĨNH VIỄN 

 

BAØI TAÄP OÂN TOÅNG HÔÏP 

Baøi 1. Cho hai ñöôøng thaúng   d1: 
x y 2 z 4

1 1 2

 
 


;  

 d2: 
x 8 y 6 z 10

2 1 1

  
 


 

a. Vieát phöông trình ñöôøng thaúng 1 song song Ox vaø caét hai ñöôøng 

thaúng d1, d2. 

b. Vieát phöông trình ñöôøng thaúng 2 vuoâng goùc maët phaúng (Oxz) vaø 

caét hai ñöôøng thaúng d1, d2. 

c. Vieát phöông trình ñöôøng thaúng 3 naèm treân maët phaúng  

: 25x – 3y + 11z = 0 vaø caét hai ñöôøng thaúng d1, d2.  

d. Goïi AB laø ñöôøng vuoâng goùc chung cuûa d1 vaø d2 (A  d1, B  d2). 

Vieát phöông trình maët caàu (S) ñöôøng kính AB. 

Giaûi 

a/ Phöông trình tham soá cuûa d1, d2 

d1: 

x t

y 2 t

z 4 2t




 
   

 ; d2:

x 8 2t

y 6 t

z 10 t

  


 
  

  

Goïi M = 1  d1, N = 1  d2  M (t, 2 – t, –4 + 2t), N (–8 + 2t, 

6 + t, 10 – t) 

MN  = (2t – t – 8, t + t + 4, –t – 2t + 14); Ox coù vtcp i = (1, 0, 0)  

Vì 1 // Ox neân: 

MN  cuøng phöông i  MN  = k. i  

2t t 8 k

t t 4 0

t 2t 14 0

   

   

    

   

k 70

t 18

t 22

 



   

 

 M (18, –16, 32); 
1

a  = i = (1, 0, 0); M  Ox  1: 

x 18 t

y 16

z 32

 


 
 

 

b/ Goïi C = 2  d1, D = 2  d2  C (t, 2 – t, –4 + 2t),  

D (–8 + 2t, 6 + t, 10 – t),CD  = (2t – t – 8, t + t + 4, –t – 2t + 14); 

(Oxz) coù VTPT j  = (0, 1, 0) 

Ta coù: 
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2 vuoâng goùc (Oxz)  CD  cuøng phöông j   

 CD  = m j   

2t t 8 0

t t 4 m

t 2t 14 0

   

   

    

  

 

t 4

t 6

m 14



 

 

 C (4, –2, 4); 
2

a  = j  = (0, 1, 0).  

Vaäy phöông trình 2: 

x 4

y 2 t

z 4




  
 

  

c/ Goïi E =   d1, F =   d2  3 laø ñöôøng thaúng qua hai ñieåm E, F. 

Toïa ñoä ñieåm E laø nghieäm cuûa heä phöông trình:  

x 1x y 2 z 4
y 11 1 2

25x 3y 11z 0 z 2

 
  

  
      

 

Vaäy E (1, 1, –2) 

Toïa ñoä ñieåm F laø nghieäm cuûa heä phöông trình:  

25x 3y 11z 0

x 8 y 6 z 10

2 1 1

  

   

 


 

x 2

y 9

z 7

 



 

. Vaäy F (–2, 9, 7) 

3 laø ñöôøng thaúng qua E vaø coù vtcp EF  = (–3, 8, 9)  

Vaäy 3: 
x 1 y 1 z 2

3 8 9

  
 


 

d/ Ta coù: A  d1   A(t, 2 – t, –4 + 2t);  

 B  d2   B(–8 + 2t, 6 + t, 10 – t) 

AB  = (2t – t – 8, t + t + 4, – t – 2t + 14) 

1
d

a = (1, –1, 2), 
2

d
a = (2, 1, –1) 

Ñöôøng thaúng AB laø ñöôøng vuoâng goùc chung cuûa d1 vaø d2 neân: 

1

2

d

d

AB.a 0 6t t 16 0 t 2

t 6t 26 0 t 4AB.a 0

      
   

      

 

Vaäy A(2, 0, 0), B(0, 10, 6) 

(S) coù taâm I(1, 5, 3), baùn kính R = IA = 1 25 9 35    

Vaäy (S): (x – 1)
2
 + (y – 5)

2
 + (z – 3)

2
 = 35 
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Baøi 2. Cho hai maët phaúng: : 2x – y + z + 2 = 0; : x + y + 2z – 1 = 0 

a. Chöùng minh raèng  vaø  caét nhau. Tính goùc giöõa  vaø . 

b. Tìm ñieåm M thuoäc truïc Ox sao cho khoaûng caùch töø M ñeán  baèng 

ba laàn khoaûng caùch töø M ñeán . 

c. Vieát phöông trình ñöôøng thaúng d ñi qua A(3, 2, –2) vaø song song 

vôùi hai maët phaúng  vaø . 

d. Vieát phöông trình maët phaúng (P) ñi qua B(0, 4, –1) vaø vuoâng goùc 

vôùi hai maët phaúng  vaø . 

Giaûi 

a/ Ta coù: 
2 1

1 1


     vaø  caét nhau. 

n = (2, –1, 1); n= (1, 1, 2) 

Vaäy cos(, ) = 

n .n 3 1

2n . n 6. 6

 

 

   0

( , ) 60    

b/ M  Ox   M(m, 0, 0) 

Ta coù: d(M, ) = 3d(M, )  

2m 2 m 1 1
3 2m 2 3 m 1 m 5 m

56 6

 
           

Vaäy coù hai ñieåm M: M(5, 0, 0) vaø M
1

,0,0

5

 
 
 

 

c/ d //  vaø d //    
d

a n ,n 
   = (–3, –3, 3) = –3(1, 1, –1) 

  d: 
x 3 y 2 z 2

1 1 1

  
 


 

d/ (P)  vaø (P)     
p

n  = n , n 
    = –3(1, 1, –1) 

Vaäy (P): 1(x – 0) + 1(y – 4) – 1(z + 1) = 0  x + y – z – 5 = 0 
 

Baøi 3. Cho hai ñieåm A(0, 0, –3), B(2, 0, –1) vaø maët phaúng  

(P): 3x – 8y + 7z – 1 = 0 

a. Tìm ñieåm C treân (P) sao cho ABC vuoâng caân taïi C 

b. Tìm ñieåm D treân (P) sao cho ABD nhaän ñieåm G
7 7 4

, ,

9 3 3

 
 
 

 laøm 

troïng taâm. 
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c. Tìm ñieåm E thuoäc giao tuyeán cuûa hai maët phaúng (P) vaø (Oxz) sao 

cho ABE coù dieän tích baèng 4.  

d. Tìm ñieåm F  (P) sao cho ñöôøng thaúng IF song song ñöôøng thaúng  

d: 
x 3 y 4 z 5

1 1 1

  
   bieát I laø trung ñieåm cuûa AB. 

Giaûi 

a/ Ta coù: C  (P)  3x – 8y + 7z –1 = 0        (1) 

AC  = (x, y, z + 3); BC  = (x – 2, y, z + 1) 

ABC vuoâng caân taïi C  

AC BC

AC.BC 0





  

2 2

AC BC

AC.BC 0

 




 

 
2

x z 1 0

x(x 2) y (z 3)(z 1) 0 (3)

  


     
 

(1) vaø (2) cho: z = – x – 1, y = 
x 2

2

 
 

Thay vaøo (3): 

x(x – 2) + 

2

x 2

2

 
 
 

 + (– x + 2)(–x) = 0 

 9x
2
 – 12x + 4 = 0  x = 

2

3

  y = –
4

3

, z = –
5

3

 

Vaäy C (
2

3

, –
4

3

, – 
5

3

) 

b/ Ta coù: D  (P)  D (x, y, 
3x 8y 1

7

  
) 

G laø troïng taâm ABD neân:  

A B D G

A B D G

A B D G

x x x 3x

y y y 3y

z z z 3z

  


  
   

 

7
0 2 x

3

0 0 y 7

3x 8y 1
3 1 4

1


  


  

   
   


  

1
x

3

y 7





 

 

Vaäy D (
1

3

, 7, 8) 

c/ Ta coù: E  (P)  (Oxz)  E (x, 0, 
1 3x

7


) 

AB  = (2, 0, 2); AE  = (x, 0, 
22 3x

7


) 
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 AB, AE 
 

 = (0, 
20x 44

7


,0) 

Ñieàu kieän x  
11

5

  SABE = 
1

2

AB, AE 
 

 = 
10x 22

7


 

Do ñoù: SABE = 4  
10x 22

7


 = 4  x = 5 vaø x = –  

Vaäy coù 2 ñieåm E: E (5, 0, –2) vaø E (– 
3

5

, 0, 
2

5

) 

d/ Ta coù: F  (P)  F (x, y, 
3x 8y 1

7

  
) 

I(1, 0, –2), 
d

a  = (1, 1, 1); IF  = 
3x 8y 15

x 1, y,

7

   
 

 
 

IF // d  IF  cuøng phöông 
d

a    

3x 8y 15

x 1 y 7

1 1 1

  


   

         
x y 1

3x y 15

 


 
  

x 7

y 6





      Vaäy F(7, 6, 4) 

 

Baøi 4. Cho hai ñöôøng thaúng: 

d: 
x 1 y z 2

2 3 1

 
 


; d: 

x 2 t

y 1 t

z 3 t

 


 
   

 

Vieát phöông trình ñöôøng thaúng  qua giao ñieåm M cuûa d vaø d, bieát 

 taïo vôùi truïc Ox goùc 60
o
 vaø taïo vôùi truïc Oz goùc 45

o
 

Giaûi 

Deã daøng tìm ñöôïc M (1, 0, –2) 

Goïi u  = (a, b, c) laø 1 vtcp cuûa  (a
2
 + b

2
 + c

2
  0) 

Vtcp cuûa Ox, Oz laàn löôït laø i  = (1, 0, 0), k  = (0, 0, 1) 

Ta coù:  

o

o

cos( ,Ox) cos60

cos( ,Oz) cos45

  


 
  

1
cos(u, i)

2

2
cos(u,k)

2





 

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 

(u, i)
1

2u i

(u, k)
2

2u k


 









  

2 2 2

2 2 2

a 1

2a b c

c 2

2a b c




 






 

  

2 2 2

2 2 2

3a b c 0 (1)

c a b (2)

   


 
 

Thay (2) vaøo (1): 3a
2
 – b

2
 – (a

2
 + b

2
) = 0  a

2
 = b

2
  a= ±b. 

 a = –b  c
2 
= 2b

2
  c = ±b 2   

 u  = (–b, b, ±b 2 ) = b(–1, 1, ± 2 ) 

(ta phaûi coù b  0 vì neáu b = 0  a = c = 0: maâu thuaån vì a
2
 + b

2
 + c

2
  0) 

Vaäy : 
x 1 y z 2

1 1 2

 
 

 
  

 a = b  c
2 
= 2b

2
  c = ±b 2   u = (b, b, ±b 2 ) = b(1, 1, ± 2 ) 

Vaäy : 
x 1 y z 2

1 1 2

 
 


 

 

Baøi 5. Cho ñöôøng thaúng d: 
x y z 1

1 1 1


 


 vaø ñieåm A (–1, 0, 2) 

Vieát phöông trình ñöôøng thaúng  qua A, caét d vaø taïo vôùi d goùc 30
o
 

Giaûi 

Goïi   B =   d  B (t, –t, 1 + t) 

a  = AB  = (t + 1, –t, t – 1), 
d

a = (1, –1, 1) 

Ta coù: cos(, d) = cos 30
o
 

d

d

AB.a
3

2AB a

   


2

| 3t | 3
23t 2. 3




   2t= 
2

3t 2   t = ± 2  

 t = 2 : AB  = ( 2  + 1, – 2 , 2  – 1) 

Vaäy : 
x 1 y z 2

2 1 2 2 1

 
 

  
 

 t = – 2 : AB  = (1 – 2 , 2 , – 2  – 1) 

Vaäy : 
x 1 y z 2

1 2 2 2 1

 
 

  
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Baøi 6. Cho hai maët phaúng:  

: x + y + z + 4 = 0; : x + y + 1 = 0 

Vieát phöông trình maët phaúng (P) qua ñieåm M (–1, 1, 1), vuoâng goùc 

maët phaúng  vaø hôïp vôùi maët phaúng  goùc 60
o
 

Giaûi 

Goïi: 
p

n  = (a, b, c)            (a
2
 + b

2
 + c

2
  0) 

Ta coù: n  = (1, 1, 1), n  = (1, 1, 0) 

(P)     
p

n .n  = 0  a + b + c = 0  c = –a –b 

cos (P, ) = cos60
o
  

p

p

n .n

n n





 = 
1

2

  
2 2 2

| a b | 1
22. a b c




 
 

 a
2
 + b

2
 – c

2
 + 4ab = 0  a

2
 + b

2
 – (a + b)

2
 + 4ab = 0 

 ab = 0  a = 0 v b = 0 

 a = 0  c = –b  
p

n = (0, b, –b) = b(0, 1, –1) 

Vaäy (P): 1(y – 1) – 1(z – 1) = 0  y – z = 0 

 b = 0  c = –a  
p

n = (a, 0, –a) = a(1, 0, –1) 

Vaäy (P): 1(x + 1) – 1(z – 1) = 0  x – z + 2 = 0 

 

Baøi 7. Cho maët phaúng (P): x + 2y – z + 5 = 0 vaø ñöôøng thaúng  

d: 
x 1 y 1 z 3

2 1 1

  
  . 

Vieát phöông trình maët phaúng (Q) ñi qua d vaø taïo vôùi (P) moät goùc 

nhoû nhaát. 

Giaûi 

Choïn A (–1, –1, 3)  d, 
d

a = (2, 1, 1), 
p

n  = (1, 2, –1) 

Goïi 
Q

n  = (a, b, c)           (a
2
 + b

2
 + c

2
  0) 

Ta coù:
d

a .
Q

n  = 0  2a + b + c = 0  c = – 2a – b 

cos (P, Q)= 
p Q

p Q

n .n

n n

 =
2 2 2

| a 2b c |
6. a b c

 

 
 =

2 2

| 3a 3b |
6. 5a 2b 4ab



 
   

Hai tröôøng hôïp: 
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1. a = 0  b  0: cos (P, Q) = 
2

3 b 3 b 3

22 3 b6 2b

    

2. a  0: cos (P, Q)= 
2

2

b
3 3

a

b b
6 5 2 4

a a



 

 = 
2

3 3t

6 5 2t 4t



 
  (t = 

b

a

) 

 cos
2
(P, Q) = 

2 2

2 2

9(t 1) 3 t 2t 1
.

6(2t 4t 5) 2 2t 4t 5

  


   
 

Xeùt haøm soá: f(t) =  

2

2

3 t 2t 1
.

2 2t 4t 5

 

 
  f(t) = 

2 2

3 6t 6
.

2 (2t 4t 5)



 
  

f(t) = 0  t = –1 

 

t –  –1  + 

f(t)  – 0 +  

f(t) 

3

4

    

3

4

 

   0   

 O  f(t) < 
3

4

  O  cos
2
(P, Q) < 

3

4

  O  cos(P, Q) < 
3

2

 

Hai tröôøng hôïp treân cho: O  cos(P, Q)  
3

2

 

Do ñoù: (P, Q) nhoû nhaát  cos (P, Q) lôùn nhaát  cos (P, Q) = 
3

2

 

 a = 0  c = –b  
Q

n  = (0, b, –b) = b(0, 1, –1) 

Vaäy (Q): 1(y + 1) – 1(z – 3) = 0  y – z + 4 = 0 

 

Baøi 8. Cho maët phaúng (P): x – 2y + z – 1 = 0 vaø hai ñieåm A (1, 0, 2), B(–1, 2, 0) 

a. Tìm ñieåm C treân (P) sao cho ñöôøng thaúng OC qua trung ñieåm I 

cuûa AB (O laø goác toïa ñoä) 

b. Tìm ñieåm D treân (P) sao cho ñöôøng thaúng ID vuoâng goùc ñöôøng 

thaúng d: 
x 3 y 1 z 6

1 1 2

  
 

 
 vaø ID = 11  

c. Tìm ñoä daøi nhoû nhaát cuûa vectô MA  + MB  khi M di ñoäng treân 

maët phaúng (P) 

d. Tìm giaù trò nhoû nhaát cuûa MA + MB khi M di ñoäng treân maët phaúng (P) 
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Giaûi 

a/ C  (P)  C (2y – z + 1, y, z)  OC  = (2y – z + 1, y, z)  

I(0, 1, 1)  OI  = (0, 1, 1) 

Ñöôøng thaúng OC qua I  O, C, I thaúng haøng  OC  = kOI   

 

2y z 1 0

y k

z k

  



 

 

k 1

y 1

z 1

 


 
  

 

Vaäy C (0, –1, –1) 

b/ D  (P)  D (2y – z + 1, y, z)  

 ID  = (2y – z + 1, y – 1, z – 1); 
d

a  = (1, –1, –2) 

Ta coù: 

ID d

ID 11





   

d

2

ID a 0

ID 11

  




  

 

     
2 2 2

2y z 1 y 1 2z 2 0

2y z 1 y 1 z 1 11

      


      

 


     

2 2 2

y 3z 4

5z 7 3z 5 z 1 11

 


     

 

 
2

y 3z 4

35z 102z 64 0

 


  
 

44
y

y 2 35

z 2 32
z

35


  

 
  



 

Vaäy coù hai ñieåm D: D (3, 2, 2) vaø D
17 44 32

, ,

7 35 35

 
  
 

 

c/ Ta coù: MA MB 2MI    MA MB = 2MI 

MI nhoû nhaát  IM  (P) 

Vaäy giaù trò nhoû nhaát cuûa MA MB  laø: d (I, (P)) = 
2 6

36

  

d/ Ñaët: f(x, y, z) = x – 2y + z –1 

 f(xA, yA, zA). f(xB, yB, zB) = 2(– 6) = –12 < 0  A vaø B naèm khaùc 

phía ñoái vôùi (P) 

Ta coù: MA + MB  AB (khoâng ñoåi) 

Daáu “=” xaûy ra khi M = AB  (P) 

 Giaù trò nhoû nhaát cuûa MA + MB laø AB = 4 4 4 2 3  
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Baøi 9: Cho ñöôøng thaúng d: 
x 1 y 2 z 1

2 3 1

  
 

 
 vaø hai ñieåm A(1, 1, 1), 

B(1, –5, –2) 

a. Chöùng minh hai ñöôøng thaúng AB vaø d cuøng naèm treân moät maët phaúng 

 b. Tìm toïa ñoä ñieåm M treân d sao cho MA – MB lôùn nhaát. 

Giaûi 

a/ Ta coù d: 

x 1 2t

y 2 3t

z 1 t

  


 
  

 

Choïn M(–1, 2, 1) vaø N (1, –1, 0)  d; 
d

a  = (2, –3, –1) 

Ta coù: AM  = (–2, 1, 0), AN (0, –2, –1), AB  = (0, –6, –3) 

 AM,AN 
 

 = (–1, –2, 4) 

 AM,AN 
 

. AB  = 12 – 12 = 0 

 A, B, M, N ñoàng phaúng  AB vaø d cuøng naèm treân moät maët phaúng 

Caùch khaùc: Pt ñöôøng thaúng AB: 

x 1

y 1 6t

z 1 3t




 
  

 

Xeùt heä phöông trình: 

x 1 y 2 z 1

2 3 1

x 1

y 1 6t

z 1 3t

  
   

 
  


 

    

1
t

3

x 1

y 1

z 0




 
  




 

Heä naøy coù nghieäm duy nhaát  d caét AB taïi ñieåm I(1, –1, 0)  d vaø 

AB cuøng naèm treân moât maët phaúng. 

b/ Ta coù: IA  = (0, 2, 1), IB  = (0, –4, –2) = –2 IA   

 A, B naèm khaùc phía ñoái vôùi d 

 

 

 

 

 

 

d 
M 

A 

M0 H 

A 

B 
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Goïi A laø ñieåm ñoái xöùng cuûa A qua d.  

Ta coù: MA = MA  MA – MB = MA – MB  AB 

Do ñoù: MA – MB lôùn nhaát  MA – MB lôùn nhaát  Daáu “=” 

xaûy ra  M  Mo = d  AB 

Goïi  H = AA  d  H(–1 + 2t, 2 – 3t, 1 – t) 

AH  = (–2 + 2t, 1 – 3t, –t) 

AH .
d

a  = 0  –4 + 4t – 3 + 9t + t = 0  t = 
1

2

  H(0, 
1

2

, 
1

2

) 

H laø trung ñieåm AA  A(–1, 0, 0) 

Mo  d  Mo (–1 + 2t, 2 – 3t, 1 – t) 

0
A M  = (2t, 2 – 3t, 1 – t),  A B  = (2, –5, –2) 

Mo, A, B thaúng haøng  
0

A M  cuøng phöông A B    

 
2t 2 3t 1 t

2 5 2

 
 

 
  t = –1 

 Mo(–3, 5, 2). Vaäy M(–3, 5, 2) 
 

Baøi 10. Cho maët caàu (S): x
2
 + y

2
 + z

2
 + 4x – 6y + m = 0 vaø ñöôøng 

thaúng d laø giao tuyeán cuûa hai maët phaúng:  

: 2x – 2y – z + 1 = 0, : x + 2y – 2z – 4 = 0 

Tìm m ñeå d caét (S) taïi ñieåm M, N sao cho MN = 9 

Giaûi 

(S) coù taâm I(–2, 3, 0), baùn kính R = 13 m  (m < 13) 

d
a  = n ,n 

    = (6, 3, 6) = 3(2, 1, 2) 

Choïn A(–2, 0, –3)     

Phöông trình d: 

x 2 2t

y t

z 3 2t

  



   

  

Goïi H laø hình chieáu cuûa I treân d 

 H(–2 + 2t, t, –3 + 2t), HM = 
MN

2

 = 
9

2

  

IH  = (2t, t – 3, –3 + 2t) 

IH .
d

a  = 0  t = 1  H(0, 1, –1)  IM
2
 = IH

2
 + HM

2
 = 

117

4

 

Maø: R = IM  R
2
 = IM

2
  13–m = 

117

4

  m = 
65

4


 (thoûa ñk m < 13) 

I 

R 

d M H N 
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Baøi 11. Cho ba ñieåm A(1, –1, 2), B(2, 0, 3), C(3, 2, –1). Vieát phöông 

trình maët caàu (S) coù taâm thuoäc maët phaúng (Oyz) vaø tieáp xuùc maët 

phaúng (ABC) taïi A. 

Giaûi 

Goïi I  (Oyz) laø taâm cuûa (S)  I(0, y, z) 

Ta coù: AI  = (–1, y+1, z–2), AB  = (1, 1, 1), AC  = (2, 3, –3) 

(S) tieáp xuùc maët phaúng (ABC) taïi A neân: 

AI.AB 0

AI.AC 0

 




  
y z 2

3y 3z 7

 


  
    

1
y

6

13
z

6





 


  I(0, 
1

6


, 

13

6

) 

AI  = (–1, 
5

6

, 
1

6

)  R = AI = 
31

18

 

Vaäy (S): 
2x  + (y + 

1

6

)
2
 + (z – 

13

6

)
2
 =  

31

18

  

 

Baøi 12. Cho hai ñieåm A(2, 1, –2), B (0, 2, –2) vaø maët phaúng  

: x + 3y + 2z – 1 = 0 

a. Vieát phöông trình maët phaúng (P) ñi qua ñöôøng thaúng AB vaø 

vuoâng goùc  

b. Vieát phöông trình maët phaúng (Q) ñi qua ñöôøng thaúng AB vaø hôïp 

vôùi maët phaúng (Oxy) goùc 45
o
. 

 

Giaûi 

a/ Ta coù:  AB  = (–2, 1, 0), n  = (1, 3, 2) 

p
n  = [ AB ,n ] = (2, 4, –7) 

Vaäy (P): 2x + 4(y – 2) – 7(z + 2) = 0  2x + 4y – 7z – 22 = 0 

b/ Goïi 
Q

n  = (a, b, c)    (a
2
 + b

2
 + c

2
  0), 

Oxy
n  = K  = (0, 0, 1) 

(Q) ñi qua AB  
Q

n . AB  = 0  –2a + b = 0  b = 2a 

Ta coù cos((Q), (Oxy)) = cos45
o
  

Q

Q

n .K
1

2n K

   
2 2 2

c 1

2a b c


 

  

 2c
2
 = a

2
 + b

2
 + c

2
  c

2
 = a

2
 + b

2
 

    c
2
 = 5a

2
  c = ±a 5   

 c = a 5   
Q

n  = (a, 2a, a 5 ) = a(1, 2, 5 ) 
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Vaäy (Q): x + 2(y – 2) + 5 (z + 2) = 0 

 x + 2y + 5 z – 4 + 2 5  = 0 

 c = –a 5   
Q

n  = (a, 2a, – a 5 ) = a(1, 2, – 5 ) 

Vaäy (Q) x + 2y – 5 z – 4 – 2 5  = 0 

 

Baøi 13. Cho hai ñieåm A(1, –1, 0), B(2, 0, –1) vaø maët phaúng (P):  

2x + y + z + 1 = 0. Tìm toïa ñoä ñieåm C treân (P) sao cho mp(ABC) 

vuoâng goùc mp(P) vaø ABC coù dieän tích baèng 14 . 
 

Giaûi 

Ta coù: C  (P)  C(x, y, –2x – y – 1) 

AB  = (1, 1, –1), AC  = (x – 1, y + 1, –2x – y – 1), 
p

n  = (2, 1, 1) 

ABC
n  = [ AB , AC ] = (–2x, x + y + 2, –x + y + 2) 

(ABC)   (P)  
ABC

n .
p

n  = 0  y = 2x – 2 

Ta coù: SABC = 
1

2

[ AB , AC ] 

= 
1

2

2 2 2

4x (x y 2) ( x y 2) 14          

 4x
2
 + (x + y + 2)

2
 + (–x + y + 2)

2
 = 56 

 14x
2
 = 56  x

2
 = 4  x = 2 

Vaäy coù hai ñieåm C: C(2, 2, –7) vaø C(–2, –6, 9) 

 

Baøi 14. Cho boán ñieåm: A(3, –1, 0), B(0, –7, 3) vaø C(–2, 1, –1), D(5, 4m –1, m
2
) 

a. Tìm m ñeå boán ñieåm A, B, C, D taïo thaønh 1 töù dieän coù theå tích 

nhoû hôn 8. 

b. Tìm toïa ñoä ñieåm M  maët phaúng (Oxz) sao cho ñoä daøi cuûa vectô 

MA  + 2MB  + 3 MC  nhoû nhaát. 

Giaûi 

a/ Boán ñieåm A, B, C, D taïo thaønh 1 töù dieän 

 A, B, C, D khoâng ñoàng phaúng  [ AB , AC ]. AD   0 

Ta coù:  AB  = (–3, –6, 3), AC  = (–5, 2, –1), AD  = (2, 4m, m
2
) 

[ AB , AC ] = (0, –18, 24) 

 [ AB . AC ]. AD  = –72m + 24m
2
  0  m  0 vaø m  3 

VABCD = 
1

6

 [ AB , AC ]. AD  = 4m
2
 – 12m 
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Do ñoù: VABCD < 8  4m
2
–12m < 8  –8 < 4m

2
 –12m < 8  

 

2

2

m 3m 2 0

m 3m 2 0

   


  
  

3 17

2


 < m < 1  2 < m <  

3 17

2


  

Do ñieàu kieän m  0 vaø m  3 neân:  

m  (
3 17

2


, 1)  (2, 

3 17

2


)\{0, 3} 

b/ M  (Oxz)  M(x, 0, z) 

Ta coù: MA  + 2MB  + 3MC  = (–3 – 6x, –12, 3 – 6z) 

 MA  + 2MB  + 3MC =  
2 2

(3 6x) 144 (3 6z)      12  x, z 

Do ñoù: MA  + 2 MB  + 3MC nhoû nhaát  daáu “=” xaûy ra  

 
3 6x 0

3 6z 0

 


 
  

1
x

2

1
z

2





 


 

Vaäy: M(
1

2


, 0, 

1

2

) 

 

Baøi 15. Vieát phöông trình chính taéc cuûa ñöôøng thaúng  qua A(3, –1, –4), 

caét truïc Oy vaø song song maët phaúng : 2x + y = 0 
 

Giaûi 

 Caùch 1: 

Goïi  laø mp qua A vaø //  vaø B =   Oy 

  laø ñöôøng thaúng qua A, B 

Ta coù:   //   : 2x + y + D = 0   (D  0) 

A    6 – 1 + D = 0  D = –5  : 2x + y – 5 = 0 

B =   Oy  B(0, 5, 0) 

a  = AB  = (–3, 6, 4)  : 
x 3 y 1 z 4

3 6 4

  
 


  

 Caùch 2:  

Goïi B =   Oy  B(0, y, 0) 

a  = AB  = (–3, y + 1, 4), a  = (2, 1, 0) 

Ta coù:  //   a .a  = 0  –6 + y + 1 = 0  y = 5  a  = (–3, 6, 4) 

Vaäy :  
x 3 y 1 z 4

3 6 4

  
 


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Baøi 16. Cho ñöôøng thaúng d: 
x 8 y 3 z 1

7 3 2

  
 


 vaø hai maët phaúng: 

(): 5x – 4y + z – 6 = 0; (): 2x – y + z + 7 = 0 

a. Goïi A laø giao ñieåm cuûa d vaø (). Tìm toïa ñoä ñieåm M treân () sao 

cho ñöôøng thaúng AM vuoâng goùc () 

b. Vieát phöông trình maët caàu (S) taâm A, bieát () caét (S) theo moät 

ñöôøng troøn coù chu vi baèng  5  

Giaûi 

a/ Toïa ñoä ñieåm A laø nghieäm cuûa heä phöông trình: 

x 8 y 3 z 1

7 3 2

5x 4y z 6 0

  
 


    

  

x 1

y 0

z 1





 

. Vaäy A(1, 0, 1) 

M  ()  M(x, y, –2x + y – 7) 

AM  = (x – 1, y, – 2x + y – 8), n = (5, –4, 1) 

Vì AM  () neân:  

AM  cuøng phöông n   
x 1 y 2x y 8

5 4 1

   
 


  

 
4x 5y 4

11x 5y 39

 


  
 

7
x

3

8
y

3





 


 

Vaäy M 
7 8 1

, ,

3 3 3

 
 
 

 

b/ Goïi r laø baùn kính cuûa ñöôøng troøn giao tuyeán 

Ta coù:  2r =  5   r = 
5

2

  

h = d(A, ) = 
10

6

  

Goïi R laø baùn kính cuûa (S): R
2
 = r

2
 + h

2
 =  

5 100 215

4 6 12

    

Vaäy (S): (x – 1)
2
 + y

2
 + (z – 1)

2
 = 

215

12
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Baøi 17. Cho ba ñöôøng thaúng: 

d: 
x 3 y 2 z 6

1 1 1

  
 


; d1: 

x 1 2t

y t

z t

 



  

; d2: 

x t

y 1 2t

z 3t




  
 

 

Vieát phöông trình ñöôøng thaúng  song song ñöôøng thaúng d vaø caét 

hai ñöôøng thaúng d1, d2. 
 

Giaûi 

 Caùch 1: 

Choïn  A(1, 0, 0)  d1 vaø 
1

d
a  = (2, 1, –1) 

B(0, –1, 0)  d2 vaø 
2

d
a  = (1, –2, 3) 

Goïi  laø maët phaúng qua d1 vaø // d;  laø maët phaúng qua d2 vaø // d thì 

 =    

 // d  a  = 
d

a  = (1, –1, 1) 

a  = [
d

a ,
1

d
a ] = (0, 3, 3) = 3(0, 1, 1) 

a  = [
d

a ,
2

d
a ] = (–1, –2, –1) = –(1, 2, 1) 

: y + z = 0 

: x + 2(y+1) + z = 0  x + 2y + z + 2 = 0 

Choïn M(0, –2, 2)    , M  d. 

  qua M vaø coù vtcp a  = (1, –1, 1).  

Vaäy phöông trình : 
x y 2 z 2

1 1 1

 
 


  

 Caùch 2: 

Goïi M =   d1, N =   d2  

 M(1 + 2t, t, –t), N(t, –1 – 2t, 3t) 

 MN  = (t – 2t – 1, –2t – t – 1, 3t + t) 

Vì  // d neân: 

MN  cuøng phöông 
d

a  

 
t ' 2t 1 2t ' t 1 3t ' t

1 1 1

     
 


  

3t t 2

t 1

  

 

  









1
1

t

t
 

 M(–1, –1, 1) vaø MN  = (2, –2, 2) = 2(1, –1, 1); M  d 

Vaäy :  
x 1 y 1 z 1

1 1 1

  
 


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Baøi 18. Cho maët caàu (S): x
2
 + y

2
 + z

2
 + 2my – 4z + m

2
 –13 = 0 vaø 

ñöôøng thaúng :  

x 1 5t

y 2 t

z 3 4t

 


 
   

 

Goïi  laø hình chieáu cuûa  treân maët phaúng (Oyz). Tìm m ñeå  tieáp 

xuùc (S). 
 

Giaûi 

(S) coù taâm I(0, –m, 2), baùn kính R = 
2 2

m 4 m 13 17     

Laáy hai ñieåm treân : A(1, 2, –3) vaø B(–4, 3, 1) 

A vaø B coù hình chieáu treân mp(Oyz) laàn löôït laø A(0, 2, –3) vaø B(0, 3, 1) 

 chính laø ñöôøng thaúng qua hai ñieåm A, B   coù vtcp A B   = (0, 1, 4) 

Ta coù: d(I, ) = 

A I,A B

A B

  

 
 = 

4m 13

17


  

Do ñoù:  tieáp xuùc (S)  d(I, ) = R  

4m 13
17

17


   

 m = 1  m = 
15

2


  

Baøi 19. Cho maët caàu (S): (x – 1)
2
 + (y + 1)

2
 + z

2
 = 11 vaø hai ñöôøng thaúng: 

d1: 

x t

y 1 t

z 1 2t




  
  

; d2: 
x 1 y z

1 2 1


   

a. Vieát phöông trình maët phaúng (P) tieáp xuùc (S) vaø song song vôùi 

hai ñöôøng thaúng d1, d2 

b. Vieát phöông trình ñöôøng thaúng  qua taâm cuûa (S) vaø caét hai 

ñöôøng thaúng d1, d2. 

Giaûi 

a/ (S) coù taâm I(1, –1, 0), baùn kính R = 11  

Choïn  A(0, –1, 1)  d1 vaø 
1

d
a  = (1, 1, 2) 

B(–1, 0, 0)  d2 vaø 
2

d
a  = (1, 2, 1) 

Ta coù: 
p

n  = [
1

d
a , 

2
d

a ] = (–3, 1, 1)  (P): –3x + y + z + D = 0 
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(P) tieáp xuùc (S)  d(I, (P)) = R  

D 4

11


  = 11   D = 15  D = –7 

Vaäy coù hai maët phaúng (P): –3x + y + z + 15 = 0 vaø –3x + y + z – 7 = 0 

b/ Goïi  laø maët phaúng qua I vaø d1;  laø maët phaúng qua I vaø d2  

  =     

Ta coù: n  = [ IA ,
1

d
a ] = (–1, 3, –1); n  = [ IB ,

2
d

a ] = (1, 2, –5) 

 n  = [n ,n ] = (–13, –6, –5); n  khoâng cuøng phöông 
1

d
a vaø 

2
d

a  

Vaäy : 
x 1 y 1 z

13 6 5

 
 

  
 

 

Baøi 20. Cho maët phaúng (P): 3x + 5y – z + 31 = 0, ñöôøng thaúng 

 d: 
x 5 y 1 z 1

2 4 1

  
   vaø ñieåm A(1, 0, –1) 

a. Vieát phöông trình ñöôøng thaúng d1 qua A, song song (P) vaø vuoâng 

goùc d. 

b. Vieát phöông trình ñöôøng thaúng d2 qua A, song song (P) vaø caét d. 

 c. Tìm toïa ñoä ñieåm B sao cho (P) laø maët phaúng trung tröïc cuûa ñoaïn AB 

Giaûi 

a/ Ta coù: 
1

1

d //(P)

d d




  

 
1 p

1 d

d n

d a





  

 d1 coù 1 vectô cuøng phöông laø 
1

d
a  = [

p
n , 

d
a ] 

p
n  = (3, 5, –1), 

d
a  = (2, 4, 1)  

1
d

a  = (9, –5, 2) 

Vaäy d1: 
x 1 y z 1

9 5 2

 
 


  

b/ Caùch 1: 

Goïi (Q) laø maët phaúng qua A vaø // (P); M = (Q)  d 

 d2 laø ñöôøng thaúng qua hai ñieåm A, M 

Ta coù: (Q) // (P)  (Q): 3x + 5y – z + D = 0 (D  31) 

A  (Q)  3 + 1 + D = 0  D = –4 

Vaäy (Q): 3x + 5y – z – 4 = 0 

Toïa ñoä ñieåm M laø nghieäm cuûa heä phöông trình: 
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3x 5y z 4 0

x 5 y 1 z 1

2 4 1

   

   

 


  

x 3

y 3

z 2

 



 

. Vaäy M(–3, 3, 2) 

2
d

a  = AM  = (–4, 3, 3). Vaäy d2: 
x 1 y z 1

4 3 3

 
 


  

Caùch 2: 

d coù phöông trình tham soá: 

x 5 2t

y 1 4t

z 1 t

  


  
  

 

Goïi  M = d2  d  M(–5 + 2t, –1 + 4t, 1 + t) 

 AM  = (2t – 6, 4t – 1, t + 2); 
p

n  = (3, 5, –1) 

Ta coù: d2 // (P)  AM .
p

n = 0  

 6t – 18 + 20t – 5 – t – 2 = 0  t = 1  
2

d
a  = AM  = (–4, 3, 3) 

Vaäy d2: 
x 1 y z 1

4 3 3

 
 


 

c/ Goïi H laø hình chieáu cuûa A treân (P)  H laø trung ñieåm cuûa AB 

Ta coù H  (P)  H(x, y, 3x + 5y + 31)  AH  = (x – 1, y, 3x + 5y + 32)  

AH  cuøng phöông 
p

n    
x 1 y 3x 5y 32

3 5 1

  
 


 

 

x 2

y 5

z 0

 


 
 

   H (–2, –5, 0) 

H laø trung ñieåm cuûa AB  B (–5, –10, 1)  
 

Baøi 21. Cho hai ñöôøng thaúng d: 

x 1 at

y t

z 1 2t

 



   

; d: 

x 1 t

y 2 2t

z 3 t

 


 
  

 

a. Tìm a ñeå d vaø d caét nhau 

b. Goïi A laø giao ñieåm cuûa d vaø d. Vieát phöông trình ñöôøng thaúng 

MN (M  d, N  d) sao cho ñieåm H (0, 2, –2) laø hình chieáu 

vuoâng goùc cuûa A treân ñöôøng thaúng MN. 
 

Giaûi 
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a/ Xeùt heä phöông trình: 

1 at 1 t

t 2 2t

1 2t 3 t

  


 
    

  

a 0

t 2

t 0





  

 

Heä naøy coù nghieäm duy nhaát neân d, d caét nhau  a = 0 

b/ Ta coù: A (1, 2, 3); d: 

x 1

y t

z 1 2t





   

 

M  d, N  d  M (1, t, –1 + 2t), N (1– t, 2 + 2t, 3 – t) 

Ta coù MN  = (–t’, 2t–t + 2, –t – 2t + 4),  

HM  = (1, t – 2, 2t + 1), AH  = (–1, 0, –5) 

Ta coù 
MN cuøng phöông HM

AH.HM 0






  

t 2t t 2 t 2t 4

1 t 2 2t 1

1 10t 5 0

       
 

 
   

 

 

13
t

3

3
t

5


 


  


 

Vaäy 
3 11

M 1, ,

5 5

 
  

 
; MN  

13 169 13 13
, , ( 5,  13,  1)

3 15 15 15

 
   
 

 

Phöông trình MN: 

x 1 5t

3
y 13t

5

11
z t

5


  



  



 

 

 

Baøi 22. Cho hai maët phaúng: :  2kx + y – z + 1 = 0; : x – ky + z – 1 = 0 

a. Chöùng minh raèng hai maët phaúng  vaø  luoân caét nhau vôùi moïi k 

b. Goïi d laø giao tuyeán cuûa  vaø . Tìm k ñeå d naèm treân maët phaúng (Oyz) 

Giaûi 

a/ n  = (2k, 1, –1), n  = (1, –k, 1) 

Ta coù: [n ,n ]  = (1 – k, –1 – 2k, –2k
2 
– 1)  0   k (vì –2k

2
–1  0  k) 

  vaø  luoân caét nhau  k 

b/ * Caùch 1: 
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d naèm treân (Oyz)  
2kx y z 1 0

x ky z 1 0

   


   
 voâ soá nghieäm 

 
y z 1 0

ky z 1 0

  

   

 voâ soá nghieäm  

z y 1

(1 k)y 0

z 0

 


 
 

voâ soá nghieäm  k = 1 

* Caùch 2: 

Nhaän thaáy ñieåm A (0, 0, 1)      d vaø (Oyz) coù ñieåm chung laø 

A  k 

Ta coù: 
d

[n ,n ]   , 
Oyz

n  = i  = (1, 0, 0) 

Do ñoù: d naèm treân (Oyz)  
d

a . i  = 0  1– k = 0  k = 1 

 

Baøi 23. Cho hai maët phaúng : x + mz – m = 0; : (1 – m)x – my = 0. 

Tìm m ñeå  vaø  caét nhau. Trong tröôøng hôïp ñoù chöùng toû giao tuyeán 

d cuûa  vaø  luoân naèm treân 1 maët phaúng coá ñònh khi m thay ñoåi. 

Giaûi 

Ta coù:  n  = (1, 0, m), n  = (1 – m, – m, 0) 

 [n .n ] = (m
2
, m – m

2
, –m) 

Do ñoù:  vaø  caét nhau  [n ,n ]  0   m  0 

Ta coù: d =      
d

  =[n n ] = (m
2
, m – m

2
, –m) 

Nhaän thaáy ñieåm A (0, 0, 1)      A  d 

Goïi (P) laø maët phaúng coá ñònh qua A vaø coù 
p

n  = (a, b, c)     (a
2
 + b

2
 + c

2
  

0) 

Ta coù: D   (P)   m  0  
d p
.n  = 0  m  0  

 am
2
 + b(m – m

2
) – cm = 0    m  0  

 (a – b)m
2
 + (b – c)m = 0    m  0  

 
a b 0

b c 0

 


 
  a = b = c 

 
p

n  = (a, a, a) = a(1, 1, 1) (Ta phaûi coù a  0. Vì neáu a = 0  a = b = 

c = 0: maâu thuaãn) 

Vaäy (P): x + y + 1(z – 1) = 0  x + y + z – 1 = 0 
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BAØI TAÄP TÖÏ OÂN LUYEÄN 

Baøi 1.  

a) Cho ba ñieåm A = (2; 5; 3), B = (3; 7; 4), C = (x; y; 6). Tìm x, y ñeå 

A, B, C thaúng haøng. 

Ñaùp soá: x = 5, y = 11 

b) Cho hai ñieåm A (–1; 6; 6); B (3; –6; –2). Tìm ñieåm M thuoäc maët 

phaúng (Oxy) sao cho MA + MB nhoû nhaát. 

Ñaùp soá: M(2, –3, 0) 

Baøi 2. Chöùng toû boán ñieåm sau ñaây laø 4 ñænh cuûa moät hình bình haønh vaø 

tính dieän tích cuûa hình bình haønh ñoù: (1; 1; 1), (2; 3; 4), (6; 5; 2), (7; 7; 5). 

   Ñaùp soá: 2 83  

Baøi 3.  

a) Tìm treân truïc Oy ñieåm caùch ñeàu hai ñieåm A(3; 1; 0), B(–2; 4; 1). 

b) Tìm treân maët phaúng Oxz ñieåm caùch ñeàu 3 ñieåm A(1; 1; 1), B(–1; 1; 0), 

C(3; 1; –1) 

   Ñaùp soá: 
11 5 7

0, ,0 ; , 0,

6 6 6

   
   

   
 

Baøi 4. Cho hai ñieåm A(2; –1; 7), B(4; 5; –2). Ñöôøng thaúng AB caét maët 

phaúng (Oyz) taïi ñieåm M. Ñieåm M chia ñoaïn thaúng AB theo tyû soá naøo? 

Tìm toaï ñoä ñieåm M.  

    Ñaùp soá: k = 
1

2

, M(0, –7, 16) 

Baøi 5.  

a) Cho vectô a  (1; –2; 3). Tìm b  cuøng phöông vôùi a , bieát raèng b  taïo 

vôùi Oy moät goùc nhoïn vaø b  = 14  

b) Vectô u  coù ñoä daøi baèng 2, taïo vôùi vectô a (1; 1; 1) goùc 30
0
, taïo vôùi 

vectô b  (1; 1; 0) goùc 45
0
. Tìm toaï ñoä vectô u . 

c) Vectô u  vuoâng goùc vôùi vectô a (1; 1; 1) vaø vectô b (1; –1; 3), u  taïo 

vôùi truïc Oz moät goùc tuø vaø u  = 3. Tìm toaï ñoä vectô u .  

Baøi 6. Trong khoâng gian toaï ñoä Oxyz cho boán ñieåm: A(1; 1; 0), B(0; 2; 1), 

C(1; 0; 2), D(1; 1; 1). 

a) Chöùng minh boán ñieåm A, B, C, D khoâng ñoàng phaúng. Tính theå tích 

töù dieän ABCD. 

b) Tìm toaï ñoä troïng taâm cuûa tam giaùc ABC, troïng taâm töù dieän ABCD. 
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c) Tính dieän tích caùc maët cuûa töù dieän. 

d) Tính ñoä daøi caùc ñöôøng cao cuûa khoái töù dieän. 

e) Tính goùc giöõa hai ñöôøng thaúng AB vaø CD. 

f) Vieát phöông trình maët caàu ngoaïi tieáp töù dieän ABCD. 

Baøi 7. Trong khoâng gian toaï ñoä Oxyz cho ba ñieåm A(1; 0; 0), B(0; 0; 1), 

C(2; 1; 1) 

a) Chöùng minh A, B, C laø ba ñænh cuûa 1 tam giaùc. 

b) Tính chu vi, dieän tích tam giaùc ABC. 

c) Tìm toaï ñoä ñieåm D ñeå ABCD laø hình bình haønh. 

d) Tính ñoä daøi ñöôøng cao hA cuûa tam giaùc ABC. 

e) Tính caùc goùc cuûa tam giaùc ABC. 

f) Xaùc ñònh toaï ñoä tröïc taâm tam giaùc ABC. 

g) Xaùc ñònh toaï ñoä taâm ñöôøng troøn ngoaïi tieáp tam giaùc ABC. 

Baøi 8. Trong khoâng gian toaï ñoä Oxyz, cho tam giaùc ABC coù  

A(1; 2; –1), B(2; –1; 3), C(–4; 7; 5) 

a) Tính ñoä daøi ñöôøng cao hA cuûa tam giaùc keû töø ñænh A. 

b) Tính ñoä daøi ñöôøng phaân giaùc trong cuûa tam giaùc veõ töø ñænh B. 

Baøi 9. Vieát phöông trình maët phaúng ñi qua ñieåm M(1; 2; 4), caét caùc truïc 

toaï ñoä Ox, Oy, Oz taïi caùc ñieåm A, B, C sao cho OA = OB = OC. 

Baøi 10. Vieát phöông trình maët phaúng ñi qua ñieåm M(1; 1; 1), caét caùc tia 

Ox, Oy, Oz taïi caùc ñieåm A, B, C sao cho theå tích cuûa töù dieän OABC coù 

giaù trò nhoû nhaát. 

   Ñaùp soá: x + y + z – 3 = 0 

Baøi 11. Cho hai ñieåm A(0; 0; –3), B(2; 0; –1) vaø maët phaúng (P):  

3x – 8y + 7z – 1 = 0 

a) Tìm toaï ñoä giao ñieåm I cuûa ñöôøng thaúng AB vôùi maët phaúng (P). 

b) Tìm toaï ñoä ñieåm C naèm treân maët phaúng (P) sao cho tam giaùc ABC 

laø tam giaùc ñeàu. 

Baøi 12.  

a) Vieát phöông trình maët phaúng (P) chöùa truïc Oz vaø taïo vôùi maët 

phaúng (): 2x + y – 5z 0  moät goùc 60
0
.  

b) Vieát phöông trình maët phaúng (Q) qua A(3; 0; 0), C(0; 0; 1) vaø taïo 

vôùi maët phaúng (Oxy) moät goùc 60
0
. 

Baøi 13. Cho töù dieän ABCD vôùi A(3; 5; –1), B(7; 5; 3), C(9; –1; 5), D(5; 3; –3). 

Vieát phöông trình maët phaúng (P) qua ñöôøng thaúng AB vaø chia töù dieän 
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ABCD laøm hai phaàn coù theå tích baèng nhau. 

Baøi 14. Vieát phöông trình hình chieáu vuoâng goùc cuûa ñöôøng thaúng d: 

x 1 2t

y 2 3t

z 3 t

 


  
  

 laàn löôït treân caùc maët phaúng (Oxy), (Oxz), (Oyz) vaø maët 

phaúng : x + y + z – 7 = 0 

Baøi 15.  

a) Tìm taäp hôïp caùc ñieåm trong khoâng gian caùch ñeàu ba ñieåm  

   A(1; 1; 1), B(–1; 2; 0), C(2; –3; 2). 

b) Tìm quyõ tích caùc ñieåm M caùch ñeàu hai truïc toaï ñoä Ox, Oy vaø ñieåm 

A(1; 1; 0). 

Baøi 16. Cho ñöôøng thaúng d: 

x t

y t

z 1 3t





  

 vaø maët phaúng (): 2x + y – z + 5 = 0. 

Chöùng toû d song song vôùi (). Tìm khoaûng caùch töø d ñeán () 

Baøi 17.  

a) Tìm goùc giöõa ñöôøng thaúng 
x 3 y 1 z 2

2 1 1

  
   vaø moãi truïc toaï ñoä. 

b) Tìm goùc giöõa moãi caëp ñöôøng thaúng: 

) 

x 1 2t

y 1 t

z 3 4t

 


  
  

 vaø 

x 2 t

y 1 3t

z 4 2t

 


  
  

 

) 
x 1 y 2 z 2

3 1 4

  
   vaø 

x 2y z 1 0

2x 3z 2 0

   


  
 

Baøi 18. Tìm goùc giöõa ñöôøng thaúng   vaø maët phaúng () trong caùc tröôøng 

hôïp sau: 

a) : 

x 1 2t

y 1 3t

z 2 t

 


  
  

 vaø (): 2x – y + 2z – 1 = 0 

b) : 
x 3 y 5 z

4 5 1

 
 

 
 

vaø (): 3x – y + z – 1 = 0 
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Baøi 19.  

a) Tìm toaï ñoä hình chieáu vuoâng goùc cuûa ñieåm M(1; –1; 2) treân maët 

phaúng (): 2x – y + 2z + 12 = 0. 

b) Cho boán ñieåm A(4; 1; 4), B(3; 3; 1), C(1; 5; 5), D(1; 1; 1). Tìm toaï ñoä 

hình chieáu cuûa D treân maët phaúng (ABC). 

c) Cho ba ñieåm A(1; 1; 2), B(–2; 1; –1), C(2; –2; –1). Tìm toaï ñoä hình 

chieáu cuûa goác O treân maët phaúng (ABC). 

Baøi 20. Tìm toaï ñoä ñieåm ñoái xöùng cuûa M(2; –3; 1) qua maët phaúng 

 ():  x + 3y – z + 2 = 0. 

Baøi 21.  

a) Cho hai ñieåm A(3; 1; 0), B(–9; 4; 9) vaø maët phaúng (): 2x – y + z + 1 = 0. 

Tìm toïa ñoä ñieåm M treân () sao cho MA – MB ñaït giaù trò lôùn nhaát. 

b) Cho hai ñieåm A(3; 1; 1), B(7; 3; 9) vaø maët phaúng (): x + y + z + 3 = 0. 

Tìm M treân () ñeå MA MB  ñaït giaù trò nhoû nhaát. 

Baøi 22.  

a) Cho ba ñieåm A(–1; 3; 2), B(4; 0; –3), C(5; –1; 4). Tìm toaï ñoä hình 

chieáu H cuûa ñieåm A treân ñöôøng thaúng BC. 

b) Cho ñöôøng thaúng d: 
x 2 y 2 z

3 2 1

 
 


 vaø ñieåm M(4; –3; 2). Tìm 

toaï ñoä hình chieáu H cuûa ñieåm M treân ñöôøng thaúng d. 

Baøi 23. 

a) Tìm toaï ñoä ñieåm ñoái xöùng cuûa M(2; –1; 1) qua ñöôøng thaúng d:  

x 1 2t

y 1 t

z 2t

 


  
 

 

b) Tìm toïa ñoä ñieåm ñoái xöùng cuûa M(–3, 1, –1) qua ñöôøng thaúng d laø 

giao tuyeán cuûa hai maët phaúng 4x – 3y – 13 = 0 vaø y – 2x + 5 = 0 

Baøi 24. Vieát phöông trình ñöôøng vuoâng goùc chung cuûa caùc caëp ñöôøng 

thaúng sau: 

a) d: 
x 2 y 3 z 4

2 3 5

  
 


 vaø d: 

x 1 y 4 z 4

3 2 1

  
 

 
 

b) d: 

x 2 t

y 1 t

z 2t

 


 
 

 vaø giao tuyeán cuûa 2 maët phaúng x + 2z – 2 = 0, y – 3 = 0 

c) d laø giao tuyeán 2 maët phaúng x + y + z – 3 = 0, y + z – 1 = 0 vaø d laø 

giao tuyeán cuûa 2 maët phaúng x – 2y – 2z + 9 = 0, y – z + 1 = 0 
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Baøi 25. Trong khoâng gian vôùi heä toaï ñoä Oxyz cho hai ñöôøng thaúng:  

d: 

x 1 2t

y 1 t

z 2 t

 


  
  

 vaø d laø giao tuyeán cuûa hai maët phaúng  

3x – z – 7 = 0, 3x + 3y – 2z – 17 = 0. 

a) Chöùng minh d vaø d cheùo nhau vaø vuoâng goùc nhau. 

b) Vieát phöông trình maët phaúng (P) qua d vaø vuoâng goùc vôùi d. Tìm 

toaï ñoä giao ñieåm H cuûa d vaø (P). 

c) Vieát phöông trình ñöôøng vuoâng goùc chung cuûa d vaø d 

Baøi 26. Trong khoâng gian toaï ñoä Oxyz cho hai ñöoøng thaúng: d 1  
laø giao 

tuyeán cuûa hai maët phaúng x – 8z + 23 = 0, y – 4z + 10 = 0 vaø d2 laø giao 

tuyeán cuûa hai maët phaúng x – 2z – 3 = 0, y + 2z + 2 = 0. 

a) Vieát phöông trình caùc maët phaúng P1, P2 laàn löôït ñi qua d1, d2 vaø 

song song vôùi nhau. 

b) Tính khoaûng caùch giöõa d1 vaø d2. 

c) Vieát phöông trình ñöôøng thaúng   song song vôùi Oz, caét d1 vaø d2. 

Baøi 27. Trong khoâng gian toaï ñoä Oxyz, xeùt maët phaúng: 

(m): 3mx + 5
2

1 m y 4mz 20 0    , m  [–1; 1]. 

a) Tính khoaûng caùch töø goác O ñeán (m). 

b) Chöùng minh m  [–1; 1], (m) tieáp xuùc vôùi moät maët caàu coá ñònh. 

c) Vôùi giaù trò naøo cuûa m, hai maët phaúng (m) vaø (Oxz) caét nhau? Khi 

m thay ñoåi, chöùng minh raèng caùc giao tuyeán ñoù song song hoaëc 

truøng nhau. 

Baøi 28. Trong khoâng gian toaï ñoä Oxyz cho ñöôøng thaúng d vaø maët phaúng 

(P) coù phöông trình: d: 
x 12 y 9 z 1

4 3 1

  
  , (P): 3x + 5y – z – 2 = 0 

a) Tìm toaï ñoä giao ñieåm A cuûa ñöôøng thaúng d vôùi maët phaúng (P). Tính 

goùc giöõa d vaø (P). 

b) Vieát phöông trình maët phaúng (P) qua ñieåm M(1; 2; –1) vaø vuoâng 

goùc vôùi ñöôøng thaúng d. 

c) Vieát phöông trình hình chieáu vuoâng goùc d cuûa d treân maët phaúng (P). 

d) Cho ñieåm B(1; 0; –1), haõy tìm toaï ñoä ñieåm B sao cho maët phaúng 

(P) laø maët phaúng trung tröïc cuûa ñoaïn thaúng BB. 

e) Vieát phöông trình ñöôøng thaúng   naèm trong maët phaúng (P), vuoâng 

goùc vaø caét ñöôøng thaúng d. 
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Baøi 29. Cho hình laäp phöông ABCD.ABCD caïnh laø a. Xeùt 2 ñieåm M  AD, 

N  DB sao cho AM = DN = k (0 < k < a 2 ) vaø P laø trung ñieåm 

cuûa BC. 

a) Tính cosin cuûa goùc giöõa 2 ñöôøng thaúng AP vaø BC. 

b) Tính theå tích khoái töù dieän APBC. 

c) Chöùng minh MN luoân song song vôùi maët phaúng (ADCB) khi k 

bieán thieân. 

d) Tìm k ñeå ñoaïn MN ngaén nhaát. 

e) Khi ñoaïn MN ngaén nhaát, CMR: MN laø ñöôøng vuoâng goùc chung cuûa 

AD vaø DB vaø MN song song vôùi AC. 

Baøi 30. Vieát phöông trình ñöôøng thaúng ñi qua ñieåm M(1; –1; 1)vaø caét 

hai ñöôøng thaúng sau (d1): 

x 1 2t

y t

z 3 t

 



  

; (d2): 

x 2 t

y 3 2t

z t

  


 
 

 

Baøi 31. Vieát phöông trình ñöôøng thaúng naèm trong maët phaúng (P): 

y + 2z = 0 vaø caét caû hai ñöôøng thaúng: (d1): 

x 1 t

y t

z 4t

 



 

; (d2): 

x 2 t

y 4 2t

z 1

 


 
 

 

Baøi 32. Cho ñöôøng thaúng d laø giao tuyeán cuûa hai maët phaúng x – 2z = 0, 

3x – 2y + z – 3 = 0 vaø maët phaúng  

    (): (m + 4)x + (5m – 6)y + (3m – 8)z – 7 = 0. Tìm m ñeå (d)   ()  

Baøi 33. Cho maët phaúng (P): x + y + z = 0 vaø ñöôøng thaúng d laø giao 

tuyeán cuûa hai maët phaúng x + 2y – 3 = 0, 3x – 2z – 7 = 0.  

a) Xaùc ñònh giao ñieåm A cuûa (d) vaø (P).  

b) Vieát phöông trình ñöôøng thaúng () ñi qua A, vuoâng goùc vôùi (d) vaø naèm 

trong maët phaúng (P). 

Baøi 34. Laäp phöông trình ñöôøng thaúng qua A(0; 1; 1) vuoâng goùc vôùi ñöôøng 

thaúng 
x 1 y 2 z

3 1 1

 
 


vaø caét ñöôøng thaúng 

z 1

y t

z 1 t

 



  

 

Baøi 35. ABC coù A(1; –1; –2), B(–1; 0; 6) vaø C(5; 9; –12)  

a) Tìm toaï ñoä hình chieáu vuoâng goùc cuûa ñieåm A leân BC. 

b) Vieát phöông trình maët phaúng chöùa BC vaø vuoâng goùc vôùi maët phaúng 

(ABC). 

Baøi 36. Vieát phöông trình hình chieáu vuoâng goùc cuûa ñöôøng thaúng (d):  
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d: 
x 1 y z 6

4 1 5

 
 


 treân maët phaúng (P): 3x – 2y – z + 15 = 0. 

Baøi 37. Cho hai ñöôøng thaúng (1): 

x 1 t

y t

z t

 



  

 ; (2): 

z 2t

y 1 t

z t




 
 

 

a) CMR: ()1 vaø ()2 cheùo nhau. 

b) Laäp phöông trình ñöôøng vuoâng goùc chung cuûa 2 ñöôøng thaúng treân. 

c) Tìm hai ñieåm noái ()1 vaø ()2 maø khoaûng caùch giöõa chuùng ngaén nhaát. 

Baøi 38. Cho hai ñieåm A(3; –2; –1), B(6; 1; 2) vaø maët phaúng  

(): 2x – y + 2z – 1 = 0 

Vieát phöông trình maët phaúng chöùa ñöôøng thaúng AB vaø taïo vôùi maët 

phaúng () moät goùc 45
o
. 

Ñaùp soá: x – y – 5 = 0; y – 2z + 1 = 0 

Baøi 39. Cho hai maët phaúng (): x + y + z + 4 = 0, (): x + y + 1 = 0. 

a) Vieát phöông trình tham soá cuûa ñöôøng thaúng ñi qua A(3; 1; 2) vaø song 

song vôùi caû hai maët phaúng (), (). 

 Ñaùp soá: 

x 3 t

y 1 t

z 2

 


 
 

 

b) Vieát phöông trình maët phaúng (P), bieát raèng (P) qua M(–1; 1; 1) vuoâng 

goùc vôùi maët phaúng () vaø hôïp vôùi maët phaúng () moät goùc 60
o
. 

 Ñaùp soá: x – z + 2 = 0; y – z = 0 

Baøi 40. Cho 2 ñöôøng thaúng:  

(d1): 
x 1 y 1 z 3

1 2 1

  
 


; (d2): 

x 1 y 1 z 2

3 1 2

  
 


 

a) Tính khoaûng caùch giöõa (d1) vaø (d2). Ñaùp soá: 
23

83

 

b) Vieát phöông trình cuûa ñöôøng thaúng qua ñieåm M(1; 1; 1) vuoâng goùc vôùi 

(d1) vaø caét (d2). 

   Ñaùp soá: 
x 1 y 1 z 1

5 1 3

  
 


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Baøi 41. Cho maët phaúng (P): x + y + z – 1 = 0 vaø hai ñieåm A(1; –3; 0), 

B(5; –1; –2). 

a)  Chöùng toû raèng ñöôøng thaúng AB caét maët phaúng (P) taïi ñieåm I thuoäc 

ñoaïn AB. Tìm toaï ñoä ñieåm I. 

b)  Tìm treân maët phaúng (P) ñieåm M sao cho MA – MB coù giaù trò lôùn nhaát. 

Ñaùp soá: I
3 3

4, ,

2 2

 
  

 
; M(6, –1, –4) 

Baøi 42. Cho hai ñieåm A(–1; 3; –2), B(–9; 4; 9) vaø maët phaúng (P):  

2x – y + z + 1 = 0. 

a) Chöùng toû raèng ñöôøng thaúng AB caét maët phaúng (P) taïi ñieåm I naèm 

ngoaøi ñoaïn AB. 

b) Tìm toaï ñoä ñieåm A ñoái xöùng cuûa A qua (P). Ñaùp soá: A(3, 1, 0) 

c) Tìm ñieåm M treân maët phaúng (P) sao cho AM + BM coù giaù trò nhoû nhaát 

 Ñaùp soá: M(–1, 2, 3) 

Baøi 43. Laäp phöông trình ñöôøng thaúng qua M(–4; –5; 3) vaø caét hai 

ñöôøng thaúng: 

x 1 y 3 z 2

3 2 1

  
 

 
 vaø 

x 2 y 1 z 1

2 3 5

  
 


 

   Ñaùp soá: 
x 2 y 1 z 1

3 2 1

  
 


 

Baøi 44. Vieát phöông trình ñöôøng thaúng ñi qua ñieåm M(2; –1; 0); vuoâng goùc 

vaø caét ñöôøng thaúng d laø giao tuyeán cuûa 2 maët phaúng 5x + y + z + 2 = 0 

vaø x – y + 2x + 1 = 0. 

   Ñaùp soá: 

x 2 2t

y 1

z t

 



  

 

Baøi 45. Cho hai ñöôøng thaúng: (d1):  

x y 2 z 2

1 1 2

 
 


; (d2): 

x 8 y 6 z 10

2 1 1

  
 


. 

a) Vieát phöông trình ñöôøng thaúng (d) song song vôùi Ox vaø caét (d1) taïi M, 

caét (d2) taïi N. Tìm toaï ñoä M, N. 

b) A laø ñieåm treân (d1), B laø ñieåm treân (d2), AB vuoâng goùc vôùi caû (d1) vaø 

(d2). Vieát phöông trình maët caàu ñöôøng kính AB. 
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Baøi 46. Cho hai ñöôøng thaúng: (d1): 
x 3 y 1 z 1

7 2 3

  
 


;  

(d2): 
x 7 y 3 z 9

1 2 1

  
 


. Laäp phöông trình chính taéc cuûa ñöôøng thaúng 

(d3) ñoái xöùng vôùi (d2) qua (d1). 

Baøi 47. Cho maët phaúng (P): x + y + x + 3 = 0 vaø hai ñieåm M1(3; 1; 1) vaø 

M2(7; 3; 9). Tìm M treân maët phaúng (P) ñeå 1 2MM MM  ñaït giaù trò 

nhoû nhaát. 

Baøi 48. Cho 4 ñöôøng thaúng: 

(d1): 
x 1 y 2 z

1 2 2

 
 


; (d2) 

x 2 y 2 x

2 4 4

 
 


 

(d3): 
x y z 1

2 1 1


  ; (d4): 

x 2 y z 1

2 2 1

 
 


 

a) Chöùng minh raèng hai ñöôøng thaúng (d1) vaø (d2) cuøng naèm treân moät maët 

phaúng. Vieát phöông trình cuûa maët phaúng ñoù. 

 Ñaùp soá: y + z – 2 = 0 

b) Chöùng minh raèng toàn taïi moät ñöôøng thaúng (d) caét caû boán ñöôøng thaúng 

ñaõ cho. Vieát phöông trình chính taéc cuûa ñöôøng thaúng (d). 

   Ñaùp soá: 
x 4 y 2 z

2 1 1

 
 


 

Baøi 49. Cho ba ñöôøng thaúng:  

(d1): 
x 2 y 2 z 1

3 4 1

  
  ; (d2): 

x 7 y 3 z 9

1 2 1

  
 


;  

(d3): 
x 1 y 3 z 2

3 2 1

  
 

 
.  

Laäp phöông trình ñöôøng thaúng caét (d1), (d2) vaø song song vôùi (d3). 

Baøi 50. Cho ñöôøng thaúng (d): 
x 3 y 4 z 3

1 2 1

  
 


  

vaø maët phaúng (P): 2x + y + z – 1 = 0. 

a) Tính soá ño cuûa goùc taïo bôûi (d) vaø (P). 

b) Tìm toaï ñoä giao ñieåm A cuûa (d) vaø (P). 

c) Vieát phöông trình cuûa ñöôøng thaúng ()
 
ñi qua A, vuoâng goùc vôùi (d) vaø 

naèm trong maët phaúng (P). 
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Baøi 51. Cho ñöôøng thaúng (d): 
x 1 y 1 z 2

2 1 3

  
   vaø maët phaúng 

     (P):x – y – z – 1 = 0. Vieát phöông trình chính taéc cuûa (d) ñi qua  

     A(1, 1, –2) song song vôùi maët phaúng (P) vaø vuoâng goùc vôùi (d). 

   Ñaùp soá: 
x 1 y 1 z 2

2 5 3

  
 

 
 

Baøi 52. Cho tam giaùc ABC coù A(1; 2; 5) vaø phöông trình hai trung tuyeán laø  

x 3 y 6 z 1

2 2 1

  
 


; 

x 4 y 2 z 2

1 4 1

  
 


. Vieát phöông trình chính taéc 

caùc caïnh cuûa tam giaùc. 

Baøi 53. Cho töù ñieän ABCD vôùi A(1; 0; 2), B(1; 1; 0), C(0; 0; 1) vaø D(1; 1; 1). 

a) Tính theå tích cuûa töù ñieän. 

b) Vieát phöông trình ñöôøng cao DH cuûa töù ñieän. 

   Ñaùp soá: 
x 1 y 1 z 1

1 2 1

  
 


 

c) Vieát phöông trình maët phaúng tieáp xuùc vôùi maët caàu ngoaïi tieáp töù ñieän 

taïi A. 

   Ñaùp soá: –x + y + 3z – 5 = 0 

Bi 54. ÑH/B02 Cho hình laäp phöông ABCDA1B1C1D1 coù caïnh baèng a. 

a) Tính theo a khoaûng giöõa hai ñöôøng thaúng A1B vaø B1D. 

b) Goïi M, N, P laàn löôït laø trung ñieåm cuûa caùc caïnh BB1, CD, A1D1. Tính 

goùc giöõa hai ñöôøng thaúng MP vaø C1N.  

Baøi 55. ÑH/D05 Trong khoâng gian vôùi heä toaï ñoä Oxyz cho ñieåm M(0; 1; –3), 

ñieåm N(2; 3; 1). 

a) Vieát phöông trình toång quaùt cuûa maët phaúng (P) ñi qua N vaø vuoâng goùc 

vôùi MN. 

b) Vieát phöông trình toång quaùt cuûa maët caàu (S) ñi qua ñieåm M, ñieåm N 

vaø tieáp xuùc vôùi maët phaúng (P).  

Baøi 56. Trong khoâng gian vôùi heä toaï ñoä Ñeâcac vuoâng goùc Oxyz cho hai ñöôøng 

thaúng d1

 
laø giao tuyeán cuûa 2 maët phaúng x – az – a = 0 vaø y – z + 1 = 0; d2 

laø giao tuyeán cuûa 2 maët phaúng ax + 3y – 3 = 0
 
vaø x + 3z – 6 = 0 

a) Tìm a ñeå hai ñöôøng thaúng d1 vaø d2 caét nhau. 

b) Vôùi a = 2, vieát phöông trình maët phaúng (P) chöùa ñöôøng thaúng d2 vaø 
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song song vôùi ñöôøng thaúng d1.Tính khoaûng caùch giöõa d1 vaø d2 khi a = 2. 

Baøi 57. DBA/04 Trong khoâng guan vôùi heä toaï ñoä Oxyz cho hình hoäp chöõ 

nhaät ABCD.A1B1C1D1 coù A truøng vôùi goác toaï ñoä O, B(1; 0; 0), D(0; 1; 0), 

A1(0; 0; 2 ). 

a) Vieát phöông trình maët phaúng (P) ñi qua ba ñieåm A1, B, C vaø vieát phöông 

trình hình chieáu vuoâng goùc cuûa ñöôøng thaúng B1, D1 treân maët phaúng (P). 

b) Goïi (Q) laø maët phaúng qua A vaø vuoâng goùc vôùi A1 vaø C. Tính ñieän tích 

thieát ñieän cuûa hình choùp A1.ABCD vôùi maët phaúng (Q).  

Baøi 58. Trong khoâng gian vôùi heä toaï ñoä Oxyz cho ñieåm M(5; 2; –3) vaø maët 

phaúng (P): 2x + 2y –z + 1 = 0 

a) Goïi M1 laø hình chieáu cuûa M leân maët phaúng (P). Xaùc ñònh toaï ñoä ñieåm 

M1 vaø tính ñoä daøi ñoaïn MM1. 

b) Vieát phöông trình maët phaúng (Q) ñi qua M vaø chöùa ñöôøng thaúng: 

x 1 y 1 z 5

2 1 6

  
   

Baøi 59. Trong khoâng gian vôùi heä toaï ñoä Oxyz cho laêng truï ñöùng 

OAB.O1A1B1 vôùi A(2; 0; 0), B(0; 4; 0), O1(0; 0; 4)  

a) Tìm toaï ñoä caùc ñieåm A1, B1. Vieát phöông trình maët caàu qua boán ñieåm 

O, A, B, O1. 

b) Goïi M laø trung ñieåm cuûa AB. Maët phaúng (P) qua M vuoâng goùc vôùi O1A 

vaø caét OA laàn löôït taïi N, K. Tính ñoä daøi ñoaïn KN. 

Baøi 60. Trong khoâng gian vôùi heä toaï ñoä Oxyz cho hình laäp phöông 

ABCD.A1B1C1D1 vôùi A(0; 0; 0), B(2; 0; 0), D1(0; 2; 2)  

a) Xaùc ñònh caùc toaï ñoä caùc ñieåm coøn laïi cuûa hình laäp phöông 

ABCD.A1B1C1D1. Goïi M laø trung ñieåm cuûa BC. Chöùng minh raèng hai 

maët phaúng (AB1D1) vaø (AMB1) vuoâng goùc nhau. 

b) Chöùng minh raèng tæ soá khoaûng caùch töø ñieåm N thuoäc ñöôøng thaúng 

AC1 (N khoaûng caùch A) tôùi hai maët phaúng (AB1D1) vaø (AMB1) khoâng 

phuï thuoäc vaøo vò trí cuûa ñieåm N. 

Baøi 61. Cho boán ñieåm A(2; –1; 6), B(–3; –1; –4), C(5; –1; 0), D(1; 2; 1)  

a) Chöùng minh ABC laø tam giaùc vuoâng. Tính baùn kính ñöôøng troøn noäi 

tieáp cuûa tam giaùc. 

b) Tính theå tích töù ñieän ABCD. 

c) Vieát phöông trình maët caàu ngoaïi tieáp töù ñieän ABCD. 
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Baøi 62. Vieát phöông trình maët caàu trong nhöõng tröôøng hôïp sau: 

a) Taâm I = (1; 0; –1), ñöôøng kính baèng 8. 

b) Ñöôøng kính AB vôùi A(–1; 2; 1), B(0; 2; 3). 

c) Taâm O(0; 0; 0) tieáp xuùc vôùi maët caàu taâm (3; –2; 4) vaø baùn kính 1. 

d) Taâm I(3; –2; 4) vaø ñi qua A(7; 2; 1). 

e) Taâm I(2; –1; 3) vaø tieáp xuùc maët phaúng (Oxy). 

f) Taâm I(2; –1; 3) vaø tieáp xuùc maët phaúng (Oxz). 

g) Taâm I(2; –1; 3) vaø tieáp xuùc maët phaúng (Oyz). 

Baøi 63.  

a) Cho phöông trình: x
2
 + y

2
 + z

2
 – 4mx + 4y + 2mz + m

2
 + 4m = 0 

Tìm m ñeå noù laø phöông trình moät maët caàu vaø tìm m ñeå baùn kính maët 

caàu laø nhoû nhaát. 

b) Cho phöông trình: x
2
 + y

2
 + z

2
 + 2xcos – 2ysin – 4z – (4 + sin

2
) = 0. 

Tìm  ñeå phöông trình treân laø phöông trình moät maët caàu vaø tìm  ñeå 

baùn kính maët caàu laø nhoû nhaát. 

Baøi 64.  

a) Cho maët caàu coù phöông trình: x
2
 + y

2
 + z

2
 – 6x – 2y + 4z + 5 = 0 vaø 

ñieåm M(4; 3; 0). Vieát phöông trình maët phaúng tieáp xuùc vôùi maët caàu taïi 

ñieåm M. 

b) Vieát phöông trình maët caàu coù taâm I(–2; 1; 1) vaø tieáp xuùc vôùi maët 

phaúng (): x + 2y – 2z + 5 = 0. 

c) Cho boán ñieåm A(3; –2; –2), B(3; 2; 0), C(0; 2; 1),D(–1; 1; 2). Vieát 

phöông trình maët caàu taâm A tieáp xuùc vôùi maët phaúng (BCD). 

d) Vieát phöông trình maët caàu ñi qua ba ñieåm A(1; 0; 0), B(0; 1; 0),  

  C(0; 0; 1) vaø coù taâm I naèm treân maët phaúng x + y + z – 3 = 0. 

Baøi 65. Trong khoâng gian toaï ñoä Oxyz cho maët caàu: 

(S): x
2
 + y

2
 + z

2
 – 10x + 2y + 26z – 113 = 0 vaø 2 ñöôøng thaúng 

x 5 y 1 z 13
d :

2 3 2

  
 


; 

x 7 3t

d : y 1 2t

z 8

  


   
 

 

a) Vieát phöông trình maët phaúng (P) tieáp xuùc vôùi (S) vaø vuoâng goùc vôùi d. 

b) Vieát phöông trình maët phaúng (Q) tieáp xuùc vôùi (S) vaø song song vôùi d, d. 
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Baøi 66. Trong khoâng gian toaï ñoä Oxyz cho 4 ñieåm A(–2; 1; 4), B(0; 4; 1), 

C(5; 1; –5), D(–2; 8; –5) vaø ñöôøng thaúng d: 
x 5 y 11 z 9

3 5 4

  
 


 

a) Chöùng minh A, B, C, D laø boán ñænh cuûa töù ñieän. 

b) Tính theå tích khoái töù ñieän ABCD. 

c) Vieát phöông trình maët caàu (S) ngoaïi tieáp töù ñieän ABCD. 

d) Tìm giao ñieåm M, N cuûa ñöôøng thaúng d vôùi maët caàu (S). 

e) Vieát phöông trình caùc maët phaúng tieáp xuùc vôùi maët caàu (S) taïi M, N. 

Tính goùc taïo bôûi hai maët phaúng ñoù.  

Baøi 67. Cho 4 ñieåm A(6; –2; 3), B(0; 1; 6), C(2; 0; –1), D(4; 1; 0). 

a) Vieát phöông trình maët caàu (S) qua A, B, C, D. Xaùc ñònh taâm vaø baùn kính. 

b) Vieát phöông trình maët phaúng tieáp xuùc vôùi maët caàu taïi A. 

Baøi 68. Cho maët phaúng (P): x + 2y – 2z + m = 0 vaø maët caàu 

   (S): x
2
 + y

2
 + z

2
 – 4x + 6y – 2z – 11 = 0. Tìm giaù trò cuûa m ñeå: 

a) Maët phaúng (P) tieáp xuùc vôùi maët caàu (S). 

b) Maët phaúng (P) caét maët caàu (S) theo moät ñöôøng troøn coù baùn 

kính baèng 3. 

Baøi 69. Laäp phöông trình maët phaúng tieáp xuùc vôùi maët caàu:   

   x
2
 + y

2
 + z

2
 – 10x + 2y + 26z – 113 = 0 vaø song song vôùi hai ñöôøng 

thaúng:  

x 7 3t

x 5 y 1 z 13
; y 1 2t

2 3 2
z 8

 
   

    
  

 

   Ñaùp soá: 

4x 6y 5z 103 0

4x 6y 5z 205 0

   


     

Baøi 70. Cho maët caàu (S): x
2
 + y

2
 + z

2
 – 6x + 4y – 2z + 5 = 0 vaø maët phaúng 

(P): x + 2y + 2z + 11 = 0. Tìm ñieåm M treân (S) sao cho khoaûng caùch töø 

ñoù ñeán (P) laø nhoû nhaát.  

   Ñaùp soá: M(2, –4, –1) 

Baøi 71. Cho hai ñöôøng thaúng: (d1): 

z 2t

y t

z 4





 

;  (d2): 

x t

y 3 t

z 0




 
 

. Xeùt M thuoäc 

(d1), N thuoäc (d2) sao cho MN vuoâng goùc vôùi (d1) vaø (d2). Vieát phöông 

trình cuûa maët caàu ñöôøng kính MN. 

 Ñaùp soá: (x – 2)
2
 + (y – 1)

2
 + (z – 2)

2
 = 16 
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Baøi 72. Cho maët caàu (S): x
2 
+ y

2
 + z

2
 – 2x – 4z – 4 = 0 vaø ba ñieåm A(3; 1; 0), 

B(2; 2; 4), C(–1; 2; 1) ôû treân maët caàu. 

a) Vieát phöông trình maët phaúng (ABC). 

b) Tìm taâm vaø baùn kính ñöôøng troøn ngoaïi tieáp tam giaùc ABC. 

Baøi 73. Cho ñieåm I(1; 1; 1) vaø ñöôøng thaúng (d): 
x 2y z 9 0

2y z 5 0

   


  
 

a) Xaùc ñònh toaï ñoä hình chieáu vuoâng goùc H cuûa I leân (d). 

b) Vieát phöông trình maët caàu (C) coù taâm I vaø caét (d) taïi hai ñieåm A, B 

sao cho AB = 16. 

   Ñaùp soá: (x – 1)
2
 + (y – 1)

2
 + (z – 1)

2
 = 81 

Baøi 74. Cho ñöôøng thaúng (d): 
x y 1 z 1

2 1 2

 
    

vaø hai maët phaúng (P): x + y – 2z + 5 = 0; (Q): 2x – y + z + 2 = 0.  

Vieát phöông trình maët caàu coù taâm thuoäc ñöôøng thaúng (d) vaø tieáp 

xuùc vôùi (P), (Q). 

Baøi 75. Cho hai ñieåm A (1, 2, 0), B (0, 1, 3) vaø ñöôøng thaúng 

   d: 
x 1 y x 1

192 3 1

 
  . Vieát phöông trình ñöôøng thaúng  qua A, vuoâng goùc 

d vaø coù khoaûng caùch ñeán ñieåm B lôùn nhaát.  

   Ñaùp soá: 
x 1 y 2 z

10 7 1

 
 

 
   

Baøi 76. Cho hai ñieåm A(3, 3, 1), B(0, 2, 1) vaø ñöôøng thaúng d: 
x y 7 z

2 3 2


 


. 

Tìm ñieåm C treân d sao cho ABC coù dieän tích lôùn nhaát. 

 Ñaùp soá: 
17 47 34

; ;

4 14 14

 
 
 

 

Baøi 77. Cho ñieåm M (1, 3, –2) vaø maët caàu 

(S): (x – 1)
2 
+ (y – 2)

2 
+ (z + 3)

2
 = 14 

a) Chöùng toû ñieåm M naèm trong maët caàu (S)  

b) Vieát phöông trình maët phaúng (P) qua ñieåm M vaø caét (S) theo ñöôøng 

troøn coù baùn kính nhoû nhaát 

  Ñaùp soá: y + z – 1 = 0 
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Baøi 78. Tìm toïa ñoä ñieåm M treân maët phaúng (P): 2x – 5y + 2z + 5 = 0 sao 

cho ñöôøng thaúng OM taïo vôùi caùc truïc toïa ñoä nhöõng goùc baèng nhau.  

Baøi 79. Cho ñöôøng thaúng d: 

x t

y 3 t

z 7 t




 
  

vaø ñieåm A (–5, 3, 4)  

Vieát phöông trình ñöôøng thaúng  qua A, vuoâng goùc d vaø hôïp vôùi maët 

phaúng (Oyz) goùc 45
o
. 

  Ñaùp soá: 

x 5 t

y 3 t

z 4

  


 
 

 

Baøi 80. Cho hai maët phaúng : x + 2y + 3z – 5 = 0; : 3x – 2y – z – 1 = 0.  

Vieát phöông trình maët phaúng (P) qua giao tuyeán cuûa ,  vaø caét caùc truïc 

Ox, Oz laàn löôït taïi A,B sao cho OA = OB  

  Ñaùp soá: 
5x 6y 5z 3 0

5x 2y 5z 11 0

   


   
 

Baøi 81. Cho hai ñöôøng thaúng d: 
x 1 y 1 z 1

1 2 2

  
  ; 

x y 1 z 3
d :

1 2 2

 
  

 
 

vaø ñieåm vaø ñieåm M(0, –1,2). 

a) Chöùng minh d, d vaø M cuøng naèm treân 1 maët phaúng 

b) Goïi I laø giao ñieåm cuûa d vaø d. Vieát phöông trình ñöôøng thaúng  qua 

M vaø caét d, d laàn löôït taïi A, B sao cho ABI caân taïi A   

  Ñaùp soá: 
x y 1 z 2

7 14 22

 
    

Baøi 82. Cho ñöôøng thaúng d: 

x 2 t

y 4

z 1 2t

 


 
  

vaø maët phaúng  : x – y + 3 = 0 

Vieát phöông trình maët phaúng (P) qua M(1, 0, – 2), song song d vaø hôïp 

vôùi  goùc 45
o
   

  Ñaùp soá: y = 0, –8x + y + 4z + 16 = 0   

Baøi 83. Vieát phöông trình ñöôøng thaúng d qua ñieåm A(–2, 0, 1), caét truïc Oy 

vaø taïo vôùi truïc Oy goùc 45
o
   

   Ñaùp soá: 
x 2 y z 1

2 15

 
  


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Baøi 84. Cho hai ñieåm A(–2, 1, 3), B(1, 0, 4). Tìm ñieåm C treân maët phaúng 

(Oxy) ñeå ABC coù chu vi nhoû nhaát.  

   Ñaùp soá: C
5 4
; ; 0

7 7

 
 
 

     

Baøi 85. Cho ñöôøng thaúng d: 
x 1 y z 1

2 2 1

 
 


 vaø hai ñieåm A(3, 0, 2), 

B(1, 2, 1). Tìm ñieåm I  d ñeå vectô IA IB  coù ñoä daøi nhoû nhaát  

   Ñaùp soá: I
14 5 13

; ;

9 9 8

  
 
 

 

Baøi 86. Cho maët phaúng : x + y + z + 3 = 0 vaø hai ñieåm A(3, –1, 1), 

B(–2, 0, –3). Tìm ñieåm M treân  ñeå: 

a) MA + MB nhoû nhaát . Ñaùp soá: 
3 1
; ; 2

4 4

 
   
 

  

b) MA – MB lôùn nhaát. Ñaùp soá: 
5 5
; ; 3

2 2

 
  
 

 

c) MA MB  nhoû nhaát. Ñaùp soá: 
1 7
; ; 2

6 6

 
   
 

 

Baøi 87. Vieát phöông trình maët phaúng (P) qua ñieåm M (–1, 2, 3) sao cho (P) 

caét caùc truïc Ox, Oy, Oz laàn löôït taïi ba ñieåm A, B, C vaø ñoä daøi ñöôøng cao 

OH cuûa töù ñieän OABC lôùn nhaát (O laø goác toïa ñoä)    

   Ñaùp soá: x  – 2y – 3z + 14 = 0 

Baøi 88. Cho ñöôøng thaúng d: 
x 1 y 1 z

1 2 1

 
 


 vaø maët caàu (S): x

2
 + y

2
 + z

2
 – 

2x – 4y – 6z + 9 = 0. Vieát phöông trình maët phaúng (P) qua d vaø caét (S) 

theo ñöôøng troøn coù ñieän tích baèng 

2


. 

   Ñaùp soá: 
x z 1 0

53x 48y 43z 101 0

  


   
 

Baøi 89. Vieát phöông trình maët phaúng (P) qua hai ñieåm A (1, 0, 0), B (0, 2, 

1) vaø thoûa ñieàu kieän: 

a) Tieáp xuùc maët caàu (S) (x – 1)
2 
+ y

2 
+ (z + 1)

2
 = 

1

2

. 

   Ñaùp soá: x + z – 1 = 0,3x + 4y – 5z – 3 = 0 

b) Caét truïc Oz taïi ñieåm D sao cho OD = 2 
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   Ñaùp soá: 4x + y + 2z – 4 = 0, 4x + 3y – 2z – 4 = 0 

c) Hôïp vôùi maët phaúng (P): x – y + 10 = 0 goùc 60
o
 

   Ñaùp soá: x + z – 1 = 0 

d) Caùch goác O moät khoaûng lôùn nhaát. 

   Ñaùp soá: 5x + 2y + z – 5 = 0 

e) Hôïp vôùi maët phaúng (Oxy) goùc nhoû nhaát.  

   Ñaùp soá: x – 2y + 5z – 1 = 0 

Baøi 90. Cho ba ñieåm A (1, 0, 0), B(0, 2, 0), C(0, 0, 3). Tìm toïa ñoä ñieåm 

M treân maët phaúng (ABC) sao cho M caùch ñeàu ba maët phaúng toïa ñoä 

Baøi 91. (CÑ.08)  

Cho ñieåm A (1, 1, 3) vaø ñöôøng thaúng d: 
x y z 1

1 1 2


 


 

a) Vieát phöông trình maët phaúng (P) ñi qua A vaø vuoâng goùc d 

b) Tìm ñieåm M thuoäc ñöôøng thaúng d sao cho MOA caân taïi O 

Baøi 92. ÑHB/2010 

1. Cho ba ñieåm A (1, 0, 0), B(0, b, 0), C(0, 0, c) (b > 0, c > 0) vaø maët phaúng 

(P): y – z + 1 = 0. Xaùc ñònh b, c bieát maët phaúng (ABC) vuoâng goùc maët 

phaúng (P) vaø khoaûng caùch töø goác 0 ñeán maët phaúng (ABC) baèng 
1

3

. 

2. Cho ñöôøng thaúng : 
x y 1 z

2 1 2


  . Xaùc ñònh toïa ñoä ñieåm M treân truïc Ox 

sao cho d(M, ) = OM 

Baøi 93. ÑH/D2010 

Cho 2 maët phaúng (P): x + y + z – 3 = 0 vaø (Q): x – y + z – 1 = 0. Vieát 

phöông trình maët phaúng (R) vuoâng goùc vôùi (P) vaø (Q) sao cho khoaûng 

caùch töø goác O ñeán (R) baèng 2. 

Baøi 94. Cho maët caàu (S): (x + 2)
2
 + (y – 1)

2
 + z

2
 = 26 vaø ñöôøng thaúng  

   d: 
x 2 y 5 z 10

4 2 2

  
  . Tìm toïa ñoä ñieåm M  (S) sao cho ñöôøng thaúng 

OM vuoâng goùc ñöôøng thaúng d vaø OM = 11  (O laø goác toïa ñoä)  

  Ñaùp soá: (1, –3, 1); 
13 9 17

; ;

7 7 7

  
 
 
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Baøi 95. Cho ñöôøng thaúng 1: 

x m

y m 1

z 1 t




 
   

 (t laø tham soá) vaø hai maët phaúng: 

(P): mx + y – mz – 1 = 0;  (Q): x – my + z – m = 0 

a) Tìm m ñeå hai maët phaúng (P) vaø (Q) caét nhau. 

b) Goïi 2 laø giao tuyeán cuûa (P) vaø (Q). Vieát phöông trình tham soá cuûa 

ñöôøng thaúng 2. 

c) Tìm m ñeå d(Oz, 1) = d(Oz, 2)   

  Ñaùp soá: m = 0.   

Baøi 96. Cho hai ñöôøng thaúng: 

d1 laø giao tuyeán cuûa hai maët phaúng: mx + 3y – 3 = 0; x + 3z – 6 = 0 

d2 laø giao tuyeán cuûa hai maët phaúng: x – mz – m = 0; y – z + 1 = 0 

Tìm m ñeå hai ñöôøng thaúng d1 vaø d2 caét nhau taïi ñieåm I sao cho OI = 
107

4

 

(O laø goác toïa ñoä)  

  Ñaùp soá: m = 1 

Baøi 97. Cho ñöôøng thaúng (dm): 
x 1 m y 2m z 1

m 2 2 m 3

   
 

  
 

  (m  –2 vaø m  –3). Chöùng minh raèng khi m thay ñoåi, (dm) luoân naèm 

treân moät maët phaúng coá ñònh  

   Ñaùp soá: 2x – y – 2z + 4 = 0 

Baøi 98. Cho ñöôøng thaúng d1: 
x 1 y 2 z 3

2 3 1

  
    vaø hai ñieåm  

   A(5, 4, 3), B(6, 7, 2)  

a) Vieát phöông trình ñöôøng thaúng d2 ñi qua hai ñieåm A, B. Chöùng minh 

raèng d1 vaø d2 cheùo nhau. 

b) Tìm ñieåm C  d1 sao cho ABC coù ñieän tích nhoû nhaát. Tính giaù trò 

nhoû nhaát ñoù.   

  Ñaùp soá: C(3, 5, 4), 
66

2

    

Baøi 99. Cho ñöôøng thaúng d: 
x y 1 z 3

1 1 2

 
 


 vaø ba ñieåm A(1, 0, –1), 

B(2, 3, –1), C (1, 3, 1). 

a) Tìm ñieåm D treân d sao cho töù ñieän ABCD coù theå tích baèng 1. 

b) Vieát phöông trình cuûa ñöôøng thaúng ñi qua tröïc taâm H cuûa ABC vaø 

vuoâng goùc maët phaúng (ABC).  
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  Ñaùp soá: 
x 1 y 3 z 1

6 2 3

  
 


      

Baøi 100. Cho ba ñieåm A(1, –2, –5), B(1, –1, 0), C(3, –2, 2)  

a) Goïi E laø ñieåm ñoái xöùng cuûa A qua ñöôøng thaúng BC; F laø ñieåm ñoái 

xöùng cuûa A qua maët phaúng (Oxz). Vieát phöông trình tham soá cuûa 

ñöôøng thaúng EF 

b) Tìm m ñeå maët caàu (S): x
2
 + y

2
 + z

2
 – 4x + 6y + 9 – 2m = 0 tieáp xuùc 

ñöôøng thaúng EF. Tính khoaûng caùch töø E ñeán tieáp ñieåm cuûa (S) vaø 

ñöôøng thaúng EF. 

Baøi 101. Cho hai ñieåm A(6, 2, –5), B(–4, 0, 7)  

a) Vieát phöông trình maët caàu (S) ñöôøng kính AB. 

b) Vieát phöông trình maët phaúng (P) tieáp xuùc vôùi (S) taïi ñieåm A. 

c) Tìm toïa ñoä ñieåm M thuoäc maët phaúng (Q): 5x + y – 6z + 3 = 0 sao cho 

ñöôøng thaúng qua M, vuoâng goùc (Q) vaø caét (S) taïi hai ñieåm, ñoàng thôøi 

khoaûng caùch giöõa hai ñieåm ñoù lôùn nhaát. 

Baøi 102. Cho maët caàu (S): x
2
 + y

2
 + z

2
 = 6 vaø ñöôøng thaúng d: 

x 4 2t

y t

z 2 2t

 


 
   

 

Tìm toïa ñoä ñieåm M treân d sao cho ñöôøng thaúng  qua M, vuoâng goùc maët 

phaúng (P): x – 2z + 5 = 0 vaø caét (S) taïi 2 ñieåm A, B thoûa AB = 2 5 . 

Baøi 103. Cho maët caàu (S): x
2
 + y

2
 + z

2
 + 4x – 2y + 10z – 19 = 0, ñöôøng 

thaúng d: 
x 5 y 6 z 1

3 1 1

  
 


 vaø 2 ñieåm A(–2, 1, 2), B(0, 4, 1). Tìm toïa 

ñoä ñieåm M treân d sao cho ñöôøng thaúng  qua M, song song ñöôøng thaúng 

AB vaø caét (S) taïi 2 ñieåm C, D thoûa CD = 14 . 

Baøi 104. Cho maët caàu (S): (x – 2)
2
 + (y + 2)

2
 + (z – 3)

2
 = 6 vaø maët phaúng 

(P): –6x + 2y – 2z + 15 = 0. Tìm toïa ñoä ñieåm M  (S) sao cho tieáp tuyeán 

taïi M vôùi (S) qua goác toïa ñoä O vaø vuoâng goùc maët phaúng (P). 

Baøi 105. Cho maët phaúng (P): y – 3z + 2 = 0 vaø ñöôøng thaúng d: 

x 1 t

y 4 t

z 3 2t

 


 
   

  

Tìm ñieåm A treân (P) vaø ñieåm B treân d sao cho ñöôøng thaúng AB vuoâng 

goùc maët phaúng (P) vaø AB = 2 10 .   

Baøi 106. Cho maët phaúng (P): 6x + 2y – 5z – 25 = 0 vaø hai ñöôøng thaúng  
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d1: 

x 2 t

y 2t

z 4 t

 


 
   

 ; 
2

x 5 t

d : y 3t

z t

 



 

 

Tìm ñieåm A treân d1 vaø ñieåm B treân d2 sao cho ñöôøng thaúng AB song 

song maët phaúng (P) vaø AB = 26 . 

Baøi 107. Cho ñöôøng thaúng d: 
x 1 y 4 z 3

1 1 2

  
 


. Tìm ñieåm M  d vaø 

ñieåm N  Oy sao cho MN = 6  vaø khoaûng caùch töø N ñeán maët phaúng 

(Oxz) baèng 2. 

Baøi 108. Cho ñöôøng thaúng d: 

x 2 t

y 1 3t

z 2 2t

  


 
  

  

vaø ba ñieåm A(0, 2, 0), B(1, 3, –1), C(1, 1, –3).  

a) Tìm ñieåm M treân d ñeå theå tích töù ñieän ABCM baèng 
11

3

. 

b) Tìm ñieåm D ñeå töù giaùc ABCD laø hình bình haønh. 

c) Tính theå tích khoái choùp S.ABCD, bieát ñieåm S treân d vaø maët phaúng 

(SAB) taïo vôùi maët phaúng ñaùy goùc 60
o
. 

Baøi 109. Cho khoái choùp S.ABC coù A(1, 2, 0), B(–2, 2, 0), C(–5, 1, 0) vaø ñænh  

thuoäc truïc Oz sao cho maët phaúng (SAB) hôïp vôùi maët phaúng ñaùy goùc 30
o
. 

Tính theå tích khoái choùp. 

Baøi 110. Cho hai ñieåm A(–3, 1, –2), B(1, –1, 2) vaø maët phaúng 

   (P): x – (2m + 1)z – m
2
 + m – 1 = 0. Goïi A laø ñieåm ñoái xöùng cuûa A qua 

maët phaúng (Oyz); B laø ñieåm ñoái xöùng cuûa B qua truïc Oz. 

a) Tìm m ñeå ñöôøng thaúng AB song song maët phaúng (P). 

b) Tìm m ñeå maët phaúng (P) laø maët phaúng trung tröïc cuûa ñoaïn thaúng AB. 

c) Tìm m ñeå ñöôøng thaúng AB taïo vôùi maët phaúng (P) goùc 45
o
. 

Baøi 111. Cho ba ñieåm A(1, –2, 0), B(–2, 1, 3), C(4, –2, –3)  

Tìm toïa ñoä ñieåm M thuoäc maët phaúng (P): x – 2z + 3 = 0 sao cho: 

a) MA MB MC   nhoû nhaát.      

b) 4MA MB MC   nhoû nhaát 
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c) MA 2MB MC   nhoû nhaát  

Baøi 112. Cho 2 ñöôøng thaúng d: 

x t

y 1 t

z 5 2t




 
  

; d: 

x 1 2t

y 3 t

z 1 2t

 


 
  

  

vaø ñieåm I
5 3

, ,4

2 2

 
 
 

 

1. Chöùng minh raèng d, d vaø I cuøng naèm treân moät maët phaúng. 

2. Goïi A laø giao ñieåm cuûa d vaø d;  laø ñöôøng thaúng ñi qua I vaø caét d, 

d laàn löôït taïi hai ñieåm M, N (khaùc A). Vieát phöông trình ñöôøng 

thaúng  bieát: 

a) I laø trung ñieåm MN.    b) IMN vuoâng taïi M. 

c) Khoaûng caùch töø A ñeán  lôùn nhaát. 

d) 
AM 6

AN 3

 . Xaùc ñònh toïa ñoä hai ñieåm M, N. 

Baøi 113. Cho hai ñöôøng thaúng d: 

x t

y 2 2t

z t




 
 

 vaø d: 

x 1 2t

y 2 t

z 1 4t

 


 
  

 

a) Chöùng minh raèng d vaø d khoâng caét nhau vaø vuoâng goùc nhau. 

b) Vieát phöông trình ñöôøng thaúng d1 song song truïc Oz vaø caét hai ñöôøng 

thaúng d, d. 

c) Vieát phöông trình ñöôøng thaúng d2 vuoâng goùc maët phaúng (Oxz) vaø caét 

hai ñöôøng thaúng d, d. 

d) Vieát phöông trình maët caàu coù baùn kính nhoû nhaát vaø tieáp xuùc hai 

ñöôøng thaúng d, d. 

  Ñaùp soá: 

2 2 2

16 34 10 2
x y z

21 21 21 7

     
          

     
 

Baøi 114. Cho ba ñieåm A(1, –2, 3), B(–1, 2, –3), C(1, 3, –4). 

a) Vieát phöông trình maët caàu taâm A vaø tieáp xuùc vôùi ñöôøng thaúng BC. 

Tìm toïa ñoä tieáp ñieåm. 

b) Vieát phöông trình maët caàu coù taâm thuoäc ñöôøng thaúng BC vaø qua 2 

ñieåm A, B. 

c) Vieát phöông trình maët caàu qua hai ñieåm A, B vaø coù taâm thuoäc truïc Ox. 
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d) Vieát phöông trình maët caàu qua ba ñieåm A, B, C vaø coù taâm thuoäc maët 

phaúng (Oxy). 

e) Vieát phöông trình maët caàu qua ba ñieåm A, B, C vaø coù taâm caùch maët 

phaúng (ABC) moät ñoaïn baèng 3 . 

f) Vieát phöông trình maët caàu taâm A vaø chaén treân truïc Ox moät ñoaïn 

thaúng coù ñoä daøi baèng ñoä daøi ñoaïn BC. 

Baøi 115. Cho ba ñieåm A(2,0, –1), B(–1,3, –3), C(5, –3, –5)  

1. Tìm toïa ñoä ñieåm M thuoäc maët phaúng (Oxy) sao cho:  

a) Khoaûng caùch töø M ñeán troïng taâm cuûa ABC nhoû nhaát 

   Ñaùp soá: M(2, 0, 0) 

b) Ñoä daøi vectô 2MA 5MB 5MC   nhoû nhaát 

   Ñaùp soá: M(2, 0, 0) 

c) Theå tích töù ñieän MABC lôùn nhaát bieát OM = 3 (O laø goác toïa ñoä)  

   Ñaùp soá: M
3 2 3 2

; ;0

2 2

 
 
 

 

2. Tìm toïa ñoä ñieåm N thuoäc maët phaúng (P): x – 2y – z + 1 = 0 sao cho ñoä 

daøi vectô 2NA  + 5NB  + 5NC  nhoû nhaát 

   Ñaùp soá: N
11 13 29

; ;

12 6 12

 
 
 

 

Baøi 116. Cho maët caàu (S): x
2
 + y

2
 + z

2
 = 9 vaø ñöôøng thaúng d: 

x t

y 1 t

z 1 t




 
  

 

a) Tìm taâm vaø baùn kính cuûa ñöôøng troøn (C) laø giao tuyeán cuûa maët phaúng 

(P): z –1 = 0 vaø maët caàu (S). 

b) Vieát phöông trình maët caàu (S1) chöùa (C) vaø chaén treân ñöôøng thaúng d 

moät ñoaïn coù ñoä daøi baèng 
14

3

. 

   Ñaùp soá: x
2
 + y

2
 + (z + 3)

2
 = 25 

c) Vieát phöông trình maët caàu (S 2 ) chöùa (C) vaø chaén treân ñöôøng thaúng d 

moät ñoaïn coù ñoä daøi nhoû nhaát. 

   Ñaùp soá: x
2
 + y

2
 + (z – 2)

2
 = 10 
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Baøi 117. Cho hai ñöôøng thaúng: d: 
x y 1 z 1

2 1 1

 
 


 vaø d: 

x 1

y t

z 1 t





  

  

a) Chöùng minh raèng d vaø d cheùo nhau. 

b) Vieát phöông trình maët phaúng (P) chöùa d vaø song song d. 

   Ñaùp soá: x – y + z – 2 = 0 

c) Ñieåm M di ñoäng treân d, hai ñieåm A vaø B di ñoäng treân d sao cho 

AB = 3 . Tính giaù trò nhoû nhaát cuûa dieän tích tam giaùc MAB. 

   Ñaùp soá: 
2

3

 

Baøi 118. Cho ba ñieåm A(4, –1, 2), B(1, 2, 2), C(1, –1, 5). 

a) Tính theå tích khoái töù ñieän giôùi haïn bôûi maët phaúng (ABC) vaø ba maët 

phaúng toïa ñoä. Ñaùp soá: 
125

6

 

b) Vieát phöông trình truïc cuûa döôøng troøn ngoaïi tieáp tam giaùc ABC. 

   Ñaùp soá: 

x 2 t

y t

z 3 t

 



  

 

c) Tìm toïa ñoä ñieåm D sao cho ABCD laø töù ñieän ñeàu. 

   Ñaùp soá: D(4, 2, 5); (0, –2, 1) 

 Giaûi caùc baøi taäp sau ñaây baèng phöông phaùp toïa ñoä: 

Baøi 119. Cho khoái laêng truï tam giaùc ñeàu ABC.ABC coù chieàu cao baèng h. 

Bieát AB vuoâng goùc BC. Tính theå tích khoái laêng truï theo h.  

Baøi 120. Cho hình choùp S.ABCD coù ñaùy laø hình vuoâng caïnh a, SA = SB = a, 

maët phaúng (SAB) vuoâng goùc maët phaúng (ABCD). Tính theå tích hình caàu 

ngoaïi tieáp hình choùp. 

Baøi 121. Cho hình laäp phöông ABCD.ABCD coù caïnh baèng a. Tìm ñieåm I 

thuoäc caïnh AA sao cho maët phaúng (BDI) caét hình laëp phöông theo moät 

thieát ñieän coù ñieän tích nhoû nhaát  

Baøi 122. Cho hình choùp S.ABCD coù ñaùy laø hình thoi caïnh a, BAD= 60
o
, 

SA = SB = AD = 
a 3

2

 

a) Tính theå tích khoái choùp. b) Tính goùc giöõa hai ñöôøng thaúng SB vaø AD. 

Baøi 123. Cho hình choùp S.ABCD coù ñaùy laø hình thoi taâm O, caïnh a; 

BAD  = 60
o
, ñöôøng cao SO cuûa hình choùp baèng a. Tính khoaûng caùch giöõa 

hai ñöôøng thaúng AD vaø SB. 
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