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Ly thuyét so cdp ctia cdc sd cé 1é la mét trong nhitng chi
dé tét nhdt dé xdy dwng nhirng hiéu biét todn hoc ddu
tién. N6 yéu cdu radt it cdc kién thiec mé ddu va cdc chu dé
ctia né la rdt quen thudc va ré rang. Cdc ldp ludn dwoc st
dung ciing rdt don gidn va khéng qud nhiéu. Hon nita né
la chiu dé duy nhdt trong todn hoc dwoc hinh thanh mét
cdch tw nhién béi sw to mo cua con nguwoi. - G.H.Hardy

LOI GIO'T THIEU CUA TAC GIA

Waclaw Sierpinski

Ngay nay cidc nhanh méi phat trién trong toan hoc thuwong dwoc dit tén theo nhitng cach goi
truyén thong da tré nén quen thudc trwéc d6. Tuy nhién nhitng tén goi nhw viy nhiéu khi khong
thuwc sw cho biét mot cach chinh xac sy phat trién cling nhw cac chti dé ma n6 dé cip téi. Diéu nay
cling xay ra véi ly thuyét cta cac so. Ly thuyét cla cac so (cung véi nhirng sw lién hé véi cdc nganh
khoa hoc khac ctia n6) 1a mét linh vuc chira dwng nhirng cht dé va phwong phap cé vi tri dac biét
trong rat nhiéu nhanh toan hoc khac nhau.

Tén goi Ly thuyét ciia cdc sé phu hop véi mot ly thuyét dai cwong nghién ctiru vé cac s6 va cac
dang mé& rong cua nd. Chang han bat dau tir s6 nguyén, ta ¢ cac s6 hitu ty, s6 thwc va sé phirc. Tl
cac loai s6 khac nhau ta xdy dung nhitrng phép toan (cdc todn tir) trén cic s6 d6. Tuy nhién day
ding ra la $6 hoc cao cdp. Nguyén nhan la vi Ly thuyét cia cac s6 thwong chi lién quan téi tinh
chat ctia cac s6 nguyén trong khi S6 hoc cao cip st dung t&i ca cac Iy thuyét dai sé vé cdc todn tir.
Tat nhién ly thuyét cia cac sé sé khong chi xoay quanh cac sé nguyén vi trén thuc té c6 rit nhiéu
tinh chit ctia cac s6 nguyén dwoc phat hién va chirng minh dwa trén sy tim hiéu cac s6 vo ty va cac
s6 phtrc. Hon nira da c6 rat nhiéu cac dinh ly vé cac s6 nguyén c6 thé dwgc chirng minh theo cach
don gidn néu ta khong chi st dung cac sé vo ty va cac s6 phirc ma con st dung t&i giai tich va Iy
thuyét vé cdac ham. Ly thuyét cua cic s6 véi sw két hop véi mot s6 chua dé cia giai tich hinh thanh
nén bd moén S6 hoc gidi tich. B6 mon nay c6 sw khic biét véi Ly thuyét so cdp cua cdc s6 & diém
can ban la n6 s dung t&i khdi niém gioi han. Tuy vay mac du cha dé chinh cda cu6n sach nay la
Ly thuyét so cip cta cac s6 nhung van sé c6 mot s6 trng dung cta S8 hoc gidi tich dwoc xét téi.

Cuén sach dwoc xay dwng dwa trén hai cuén sach khac cia toi trong nhirng nam 1914 va 1959 la

1. Teoria Liczb (Ly thuyét cdc s6), An ban lan thi nhdt, Warszawa 1914; dn ban lin thiv
hai, Warszawa 1925; dn bdn ldn thir ba, Warszawa-Wroclaw 1950 (544 trang)
2. Teoria Liczb, Phan II, Warszawa 1959 (487 trang).

D& minh hoa cho sy phat trién Ly thuyét clia cac s6 trong mot thap ky vira qua chi cAn nhic lai
rang s6 nguyén t6 16n nhit dwoc tim ra vao niam 1950 13 s6 2 —1 (s6 nay c6 39 chit s6) trong khi
ngay nay sé nguyén té 1é6m nhit da tim dwoc 1a s6 2" —1 (s6 nay c6 8376 chit s6). Vao nim 1950
ta m&i chi biét 12 s6 hoan hao trong khi ngay nay ta da tim dwgc 23 s6 nhw thé.

Trong cudn sach nay toi sé trinh bay rat nhiéu két qua dic biét ctia Ly thuyét so cdp cua cac s6 da
dwoc cong bé trong nhirng ndm gin diy bdi cidc nha todn hoc téi tir rat nhiéu quéc gia khac nhau.

Tién sy A.Hulanicki 1a ngwdi da dich ban thdo cudn sach sang tiéng Anh. Tién sy A.Schinzel la
nguoi da chuin bi phu luc va thém vao rit nhiéu dé nghi va ghi chid lién quan téi cac két qua duoc
cong b6 gan day. Tién sy A.Makowski 1a ngwti doc cac chirng minh. To6i dac biét cdm on cac déng
nghiép ndi trén. Téi cling cdm on Bién tap vién L.Izertowa t&i tir Nha xuit ban khoa hoc Ba Lan,
nguwoi da chuln bi rit nhiéu cho ban in ctia cuén sach nay.

Ba Lan
1963






LOTNOI PAU CUA NGU'O'1 BIEN TAP
CHO BAN IN LAN THU HAI

Andrzej Schinzel

Trong qua trinh bién tip cudn sich “Elementary theory of numbers” cia Sierpinski dé chuan bi
cho I4n in thi hai, tdi (Schinzel) di gitr nguyén cac chu dé va thi tw trinh bay ma tac gia da lua
chon. Trong khodng 20 ndm K€ tir khi ban in 14n diu ra doi thi da c6 rat nhiéu cong trinh nghién
ciru m&i da dwoc thwe hién. Cac cong trinh d6 da cho nhiéu ciu tra loi cho cac ciu hoi dwgc dat ra
trong ban in 1An thi nhAt. Vi vy t6i cho rang nhiém vu cia minh 13 b6 sung va hoan chinh lai mot
s6 muc va lam day di hon cac trich din, ddng thoi sira lai mot s6 16i sai.

Dé& thuc hién cong viéc nay tdi da nhan dwoc sw hd tro cia cadc dong nghiép Jerzy Browkin va
Andrzej Makowski. T6i cAm on sy cong tac ciia ho. Toi cling nhan dwoc nhitng goi y vé nhirng sw
chinh stra tir cac nha todn hoc khac la cac Gido sw John Brillhart, Eckford Cohen, Tién sy
Waldemar Gorzkowski, cac Giao sw Erich Michalup, M.V.Subbarao, Antoni Wakulicz va Giao sw
Gregory Wulczyn. Bién tip vién Krystyna Regulska t&i tir Nha xuat ban khoa hoc Ba Lan da kiém
tra cac yéu to Ki thuit cua ban théo, trong dé c6 bang tra ctiru danh sach cac nha toan hoc da dwoc
trich dan.

Ba Lan
Thang 2 nam 1985






LOI GIO'I THIEU CUA NGU'O'I DICH

Khanh Nguyén

Toi con nhé nhitng ngay hoc dau tién thoi cip 2 khi bat dau tim hiéu vé phwong trinh nghiém
nguyén thi mot ai d6 da dd toi cing cac ban hoc giai phwong trinh X" +y" =2z" véi n>2 va néi
rang ngwoi nao gidi dugc sé dwoc coi 1a mét nha todn hoc thwe thu. Sy don gidn clia phwong
trinh va danh hiéu nha toan hoc thwc thy khién ching t6i cdm thiy vé cung hao hirng. Chung téi
trén thwc t€ da st dung rat nhiéu gidy nhap va nhiéu budi tinh toan trién mién ma khong dan téi
két qua. Sy hao hirng ban dau da nhanh chéng chuyén thanh sy thit vong nang né. Tinh trang nay
con tré nén té hon khi ching téi thim chi con khong gidi quyét dwoc treong hop riéng khi n=3.
Trong truong hop d6 dwa vao phan tich quen thude X® + y° = (X + y)(X* —xy + y*) = 2% ¢6 thé suy
ra moi nhin ti trong biéu thirc & gitra déu 1a liiy thira bac ba véi cac diéu kién bd sung va ching toi
cam gidc minh da c6 thé xay dwng dwgc mot nghiém méi nho hon nghiém ban diu (néu c6) va ctr
nhw thé. Tuy nhién cudi cung thi cac tinh toan chi tiét vAn khéng dwoc hoan thién. Sy thit vong
khién chdng t6i chan nan va thdm chi con khong tré lai nghién ctru gi thém vé phwong trinh
Pythagoras X* +Y° =z’ vi coi ring day la mét truong hop tim thwong khong can xét téi. Mat khac
cac tai liéu vé toan nhirng nam do trong treong hoc la khéng di phong phid do d6 ching t6i c6 cam
gidc minh giéng nhw van dang choi véi nhirng bai toan don 1é va khong cé gi dic biét.

Chi t&1i khi 1én cap 3 thi téi méi dwgce ti€p cdn véi thw vién thye sy cia mot treong Pai hoc (t6i hoc
1&p 10 tai khoi chuyén Toan - Tin Pai hoc Khoa hoc tw nhién va do d6 dwoc st dung gan nhw toan
b6 hé thong thw vién cua trweong Dai hoc Quéc Gia Ha Néi). Sau khi tra ctru trong hop phich thi toi
da chon mot cudn sach twong d6i day va c6 twa dé tiéng Viét twong d6i dé hiéu 1a Ly thuyét sor cdp
ctia cdc sé. Ciing can no6i thém la téi da c6 chon cudn sach c6 twa dé don gian vi ngay do téi chwa
doc thao sich toan bang tiéng Anh.

Tuy nhién rat bit ngd 1a mot cudn sach cé twa dé ¢o vé so’ cdp nhw viy lai c6 riéng mot muc dé noi
vé phwong trinh X* +y® =z® ma ching t6i da loay hoay hét ca thoi cip 2. Theo d6 thi phwong
trinh nay la khéng c6 nghiém nao ngoai cac nghiém tim thwong va cuén sach thim chi da cho téi
hai chirng minh cho két qua dé. Trong d6 mot chirng minh dwa trén tinh toan va bién déi so cip
cung v&i phwong phdp xuéng thang, chirng minh kia dwa trén cdc sé nguyén phirc. Sy hao hirng
nhitng ngay cip 2 da thuc sy tré lai vi hai chirng minh nay rat gan giii véi nhitng y twdng ban dau
ma ching tdi da c¢d gang phat trién nhung khong dem lai két qua. T4t nhién ngay sau d6 toi da
nhén ra tuy y twéng ban diu la giéng nhau nhung ching t6éi da khong c6 nhirng phat trién mang
tinh quyét dinh. Khoang cach giira cac tinh todn khong c6 két qua va mot chirng minh tron ven
trong tredng hop nay nam & cac y niém vé cac sé nguyén phitc, vé cac chuin cua s nguyén phitc,
tinh chia hét cua s6 nguyén phirc (nhitng y twéng cia Gauss) chir khong chi don thuin la mot vai
dang thirc mang tinh chat ky thuat nao dé.

Mot diém tha vi la ngay sau d6 thi téi da nhanh chéng bi cuén hit bdi mot vin dé khac. Cudn sach
nay thuc sw 1a mot tai liéu rat cé gia tri vdi vo s6 cac dinh ly, cac két qua, cac chirng minh, trich dan
cac nha toan hoc va moi lién két gitra cic bai toan. Tir viéc doc vé cac phwong trinh Diophante c6
dang quen thudc mot cach c6 hé thong toi chuyén qua doc vé cdc s6 nguyén phirc va nhanh chéng
ti€p xtic véi chirng minh ludt tworng hé bdc hai. Sau d6 1a cic mé dau vé Iy thuyét dong dw va cac
dinh ly cing chirng minh dep dé cta Jacobi vé téng bén binh phwong. Nhung 4n twong nhit c6 1é
la cac nghién ciru vé sw xudt hién cdc s6 nguyén té trong mét cdp sé cong cho trwérc. Cac wéc
lwong vé sé Iwong cdc s6 nguyén té dac biét 4n twong. Sw phong phu trong cac dinh ly cung véi
bang danh sach day dic cac nha toan hoc duwoc trich dan da khién toi 1an dAu tién c6 cdm giac rang
toan hoc la rat rong 1én, xuyén suét va c6 y nghia hon mot phwong trinh riéng ré rat nhiéu.

Sau ndy trong qua trinh tiép tuc doc va hoc 1én tdi da biét ring phuwong trinh X" +y" =z" va dinh
1y cudi cung ctia Fermat mai téi vai ndm sau (k€ tir khi chiing to6i nhan dwoc cidu dd) mai dwoc giai
b&i Andrew Wiles. Chirng minh hoan thién dwgc Wiles cong bé nam 1995 va tai Pai hoi Toan hoc
thé gi¢i 1998 thi Wiles da dwoc trao huy chwong danh dw cho chitng minh d6 (huy chwong Fields



gi¢i han dd tudi nhan giai 1a 40). Hon nita gia tri cha viéc gidi phwong trinh nay khéng thuc sw
nam & két qua ma lai chinh 1a nhitng ly thuyét dep d& ma trong qua trinh tim 1&i giai cho né cac
nha todn hoc da xay dwng nén. D6 la cac ly thuyét vé cdc dang modular, ly thuyét vé phwong trinh
elliptic va cac nganh khoa hoc hién dai ma ching t6i thoi d6 chwa hé nghe néi téi va ciing khéng
thé hinh dung ndi, ching han 1a hinh hoc dai sé sé hoc.

Toi da cho rang cudn sach nay 1a mot tai liéu t6t ma ngay ca cac ban hoc sinh cip 2 cling c6 thé bat
diu doc ma khong cin mot sy chuin bi nao trwéc vé mat kién thirc. Hon nita tinh than cét 16i
trong cac phép chirng minh ciing chinh 1a ddu vét ctia sw dep dé ctia todn hoc ma cac ban nén tiép
xuc cang sém cang tot. Theo d6, sau mot thoi gia chuén bi thi cudi cling thi toi da dich toan bd cuén
sach nay sang tiéng Viét. Va diy la ban dich cudn sach dé. Tic la cuén “Elementary theory of
numbers” cua nha toan hoc Wactaw Sierpinski (1882-1969). Cu6n sach nay dwoc in lan thir nhit
vao nam 1964 (nghia la vai ndm trwdc khi tic gia qua doi) va dwoc in 1an thir hai ndm vao nam
1988 véi s bién tip cia nha toan hoc Andrzej Schinzel. Ban dich nay dwa trén ban in lan thi hai.
Theo tbi cac ban hoc sinh cip 2 va cip 3 sé c6 thé doc toan bd cudn sach nay mét cach twong doi
thoai mai. Hon ntra trong cuén sach nay thi ngoai sw phong phu vé cac két qua thi cac kién thirc so
cip vé ly thuyét so cling dwoc trinh bay diy du véi trinh tw rat hién dai. Do d6 ciing c6 thé st dung
cu6n sach nhw 1a mot gido trinh ning cao vé sé hoc danh cho cac ban hoc sinh kha gioi.

Chuwong trinh bay vé cac phwong trinh Diophante 1a m6t chwong tuyét hay vi trong dé cac phwong
phap va y twdng dwoc chira dwng ngay trong cac 1oi giai va cac dé bai thi dwoc sip xép theo trinh
tw c6 tinh gin két rat cao. Tuy nhién trong cudn sach nay lai khong dé cip téi chirng minh cua
Matijasevich vé viéc khong ton tai phwong phap tdong quat dé gidi cic phwong trinh Diophante
tong quat (bai todn Hilbert sé 10). Diéu nay ciing dé hiéu vi dinh ly nay dwoc trinh bay nam 1970,
nghia la moét nam sau khi Sierpinski qua doi.

Sierpinski dwgc biét téi véi nhitng cdng hién xuit sic trong ly thuyét tAp hop, ddc biétla vé tién dé
chon va gia thuyét continuum. Cu thé 6ng da chirng minh dwoc trong hé tién dé Zermelo-Fraenkel
thi tir gid thuyét continuum dang mé roéng c6 thé suy ra tinh diung din cta tién dé chon. Bén canh
d6é mac du Cantor la cha dé cua ly thuyét tip hop nhwng Sierpinski lai 1a ngwoi diu tién gidng day
ve Iy thuyét tap hop & bac dai hoc (1909). Ong da cong bo 724 bai bao va 50 cudn sach. C6 ba hinh
fractal dwoc dat theo tén ong la tam giac Sierpinski, tham Sierpinski va dwong cong Sierpinski.
Puwong cong Sierpinski cé (rng dung quan trong trong viéc giai quyét bai toan nguwoi dwa thw va la
co s& xay dwng duwong cong lién tuc phu kin hinh vuéng don vi. Sierpinski da gidng day tai Lwow
tir nam 1908 t&i 1914. Lwow 1a noi (sau d6 vai nam) treong phai Banach ndi tiéng ra doi. Truong
phai Banach ra doi ndam 1920 1a mot trong mot sé trwedng phai quan trong do6i véi viée phat trién
va hoan thién giai tich ham hién dai vao nam 1932.
Sai Gon
Thdang 12 ndm 2012
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CHUONG 1

TINH CHIA HET VA PHUONG TRINH BAT PINH BAC MOT

1. Tinh chia hét

Cac s6 tw nhién 1a cac s6 1,2,.... Cac s6 nguyén la cac s6 tw nhién, s6 0 va cic s6 am —1,-2,-3,....
S6 nguyén a chia hét cho s6 nguyén b néu ton tai s6 nguyén ¢ ma a="bc. Khi dé ta viét b|a va
noéi b 1a wécsocha a, a labdisé cia b . Taviét b/a néu b khongla wéc s cua a. Vi véi moi so
nguyén b ta c6 0=0.b nén moi s6 nguyén déu la wéc sé cta 0. Vi véi moi s6 nguyén a ta cé
a=a.l nén 113 wéc s6 ctia moi s6 nguyén.

Gid str X, Y, Z la cac sO nguyén théa man

) X|yvay|z

Khi d6 ton tai cac s6 nguyén t va U théaman y=Xxt va z=yu.S6 v=tu la mdt sé nguyén (vi n6
13 tich cta hai s6 nguyén). Vi vy tir z=Xv suy ra X|Z. Vay tir (1) suy ra X|Z. Do d6 wéc s6 cla
wdc s6 cia mot s6 nguyén thi cling la wéc s6 clia s6 nguyén dé. Quan hé chia hét la quan hé c6 tinh
bic cau. Do d6 néu X| Y thi X|Ky véimoi sé nguyén K.

Dé dang chirng minh wéc s8 chung cia hai s6 nguyén ciing 13 wéc s6 cla téng va hiéu cac s6 do.
Hon nita néu d|a va d|b thi véi moi s6 nguyén x va y ta co d|ax+Dby. That vay, vi d|a va
d|b suy ra ton tai cdc s6 nguyén k va | ma a=kd, b=1Id, suyra ax+by =(kx+ly)d valuu y
kx+1y 1a s6 nguyén suy ra d |ax+by. Quan hé chia hét1a quan hé c6 tinh két hop.

Cac cong thirc a=bc,—a=b(—c),a=(-b)(—c),—a=(-b)c la twong dwong. Vi vy cac cong thirc
bla, b|-a, —b|a, —b|—a ciling twong dwong vdi nhau. Do dé d€ nghién ciru tinh chia hét gitta cac
s6 nguyén ta chi can nghién ctru tinh chia hét gitra cac s6 tw nhién.

T dinh nghia b|a ta nhan thdy néu 0|a thi a=0. Tuy nhién néu a0 thi moi wécsé b cia a
1a khac 0 va —b ciing 1a wéc s6 clia a. Vi vAy véi moi s6 nguyén a =0 thi cic wécsd b ctia a co
thé sip x&p thanh cac cap (b, —b). Do d6 dé tim tat ca cac wéc s6 cia mot s6 nguyén ta chi can tim
cac wée s6 tw nhién cia s6 dé va bo sung thém cac sé déi ciia cac s vira tim dwoc.

Nhuw vay tap hop cac wéc sb va cac boi s6 cia mot sd 1a cac tip hop dbi xirng. Mat khac viéc tim cac
wéc s6 cia mot s6 cho trwdre 1a kho hon viéc tim tat ca cac boi s6 cta s6 do6. That vay, tat ca cac boi
s6 clia s6 nguyén a 1a cac s6 nguyén c6 dang ka véi K 1 s6 nguyén tuy y. Cac boi s6 nay dwoc sap
x&p thanh diy vé han vé ca hai phia ...,—2a,a,0,8,2a,.... Trong khi d6 viéc tim tit cd cac wdc so
cia a la khéng don gian. Diéu nay c6 vé dac biét vi tAp hop cac wéc s6 cia mot sé nguyén cho
trude 1a hiru han trong khi tip hop cic boi s6 ciia s6 nguyén do 1a vé han.

Néu s6 tw nhién a chia hét cho s6 tw nhién d thi d <a. Vivay dé tim tit ca cac wéc s6 duwong clia
s6 nguyén a thi ta chi cin chia a 1an lwot cho cac s6 tw nhién 1,2,...,a va chon ra cic s6 ma
thwong s6 1a s6 nguyén (phép chia khong c6 dw). Do cac phép tinh toan theo cach nay la hitru han
nén vé ly thuyét ta c6 mot phwong phap dé tim tit ca cic wéc s6 cia mot sé nguyén cho tredce. Tuy
nhién cé nhitng kho khin khi tién hanh tinh toan cu thé. Ching han thoi gian dé thuc hién phwong

2°® —1 (c6 89 chit s6) 1a rdt 1én ngay ca véi cac may tinh dién tt. Tuy

phap nay déi véi s6 a=
nhién ta c6 thé tim tit ca cac wéc s6 cia s6 2°* (16n hon a). S6 nay c6 dung 294 wéc s6 1ap thanh
mét cip s6 nhan 1a 1,2,2%,2%,...,2° . Ta ciing chwa tim dwoc bat ky wéc s6 khong tim thwong nao

Py ~ nl63B4 ~ - N s N ™ Ie ~ p ~ A P 7
clia so 2 +1. Hon nita mdc du ta biét rang c6 nhitng wéc s6 nhw vay (so sanh véi Chwong 10)

nhwng ta chwa biét s6 nay c6 tit ca bao nhiéu wéc s6 khong tim thwong.
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Trong mot s trudng hop cac wéc s6 ciia mot sd tw nhién dugc tim ra bang cach st dung cac may
tinh dién t&r. Ching han véi s6 (181-1):59 =108514808571661 . Str dung may tinh SWAC,
D.H.Lehmer da chi ra s6 nay c6 dung bén wéc sé tw nhién la 1, 226663, 478749547 va chinh né
(Gabard [1] trang 218-220). Trong Chwong 4 ta sé nghién cru s6 cic wéc s6 cia mot s6 tw nhién.
Vén dé nghién ciru xem mot s6 cho trwédre c6 phai la wée s6 ctia mét s6 cho triwedre khac hay khong 1a
thwe sw kho khdn. Trong mot s trudng hop ta can tdi sw tro gidp cia mdy tinh. Chang han st
dung may tinh ta biét s6 a=2""* +1 chia hét cho m=825753601. Trwdng hop nay dic biét thi vi
(xem Chwong 10 muc 4). S6 a c6 19729 chir s6 vi vay viéc viét cu thé s6 d6 dudi dang thip phan
la khong kha thi. Tuy nhién ta sé khéng dem a chia cho m dé quyét dinh xem a cé chia hét cho
m hay khong. Ta cAn mdt cach bién dich khac dé may tinh c6 thé tinh toan dwoc. Mét vi du khac la
sw chia hét ctia s6 22 +1 d6i voi s6 5-22° +1. S§ thir nhat c¢6 hon 10 chit s6 trong khi s8
thir hai c6 7067 chir s6. Ta sé tré lai bai toan nay trong Chwong 10 muc 4.

Bai tap. 1. Chirng minh ring néu a va b 1a cac s6 tw nhién thi alb!|(a+b)L.

Chirng minh. Tinh chat nay 1a hién nhién ding néu it nhit mdt trong cac s6 @ va b bang 1 vi véi
moi s§ tw nhién b ta c6 (b+1)!=b!(b+1) suy ra 1lb!| (1+b)!. Do d6 bai toan ding véi a+b<3.
Gid st n la s tw nhién 1én hon 2 va bai toan ding véi moi cap hai s tw nhién cé tong khong 16n
hon n. Xét hai s6 tw nhién a va b c6 tdng bang n+1. Ta da biét bai toan ding néu it nhat mot
trong hai s6 a va b bang 1. Gid st a>1 va b >1. Do bai toan ding v&i moi cdp hai s tw nhién c6
tong bang n va (a-1)+b=na+(b-1)=n suy ra (a-1)b!l(a+b-1)) va do do
al(b-1)!(a+b-1)l. Nhung ta c6 (a+b)!=(a+b-1)!(a+b)=(a+b-D'a+(@a+b-1h, vi
(@a-1!b!|(a+b-1! va (a-Yla=a! nén a'b!|(a+b-1)!la. Twong tu tir a!(b—1)!| (a+b-1)!
suy ra alb!|(a+b-1)!b. Cong lai ta c6 a'!b!|(a+b)!. Suy ra dinh ly ding v&i cac s6 tw nhién cé
téng bang n+1. Theo nguyén ly quy nap suy ra bai toAn dung véimoi a va b. o

2. Chting minh ring véi s8 ty nhién K thi tich P=(a+1)(a+2)...(a+k) chia hét cho k!.
Chitng minh. Ro rang P =(a-+k )Y a! vivay theo bai tap 1 véi b=k ta c6 didu phai chirng minh.
3. Chting minh ring néu a,,a,,...,a, 1a cic s6 tw nhién (M>2) thi a'a,!..a,!|(a +a, +.. +a, ).

Chirng minh. Theo bai tip 1 thi bai toan dung véi M= 2. Gia st bai todn ding véi s6 tw nhién M.
Pit a,8,,..., &, &,,, 12 cdc s6 tw nhién. Ta c6 (8, +a, +...+a, )'a,.,!| (a +a, +.. +a, +a,, ), st
dung gia thiét quy nap, suy ra bai todn dung véi m+1. Biéu phai chitng minh. Trudng hop riéng
véi m=3,a =n,a,=2n,a,=3n van=12,.., tacé nl(2n)!(3n)!| (6n)! véi n=12,.... ©

4. Chirng minh rang néu S 1a tip hop gdm cac s6 tw nhién ma téng va hiéu cua hai phan tir bt ky
thudc S cling la phan t& thudc S, gia s d 1a s6 tw nhién nhé nhat thudéc S, thi S la tp hop cac
boi sd tw nhién cia d (& day cac hiéu dwoc 1ay theo hai phan ti phan biét va theo thi tw so 16n
trir sO bé).

Chirng minh. Theo gia thiét thi tong cha hai phan tr bat ky thuéc S cling la mét phan t& thudc S
nén bang quy nap ta chitng minh dwoc téng hitu han cac phan tir thuéc S ciing 1a mot phan tir
thudc S . Trong truwdrng hop ddc biét khi tit ca cac phan tir d6 déu bang d ta suy ra cac sd c6 dang
nd véi N=12,... déuthudc S.Nghiald S chira moi bdi s6 tw nhién ctia d . Mat khac gia st k 1a
phén t& thuéc S nhwng khong phai boi s6 cda d . Thé thi khi chia k cho d ta nhan dwoc so dw
dwong r<d.Tacoé kK=0d +r véi g 12 s6 tw nhién. Néu q=0 thi k<r<d tkcla k <d.Diéu nay
mau thuin véi gia thiét d 12 phan tir nhé nhat thudc S . Vay qd 13 bdi s6 tw nhién cia d va do do6
12 mot phan tir thudc S . Hé qua 13 s6 tw nhién r =k —qd, 12 hiéu ctia hai phin tir thudc S, 1a mot
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phan t&r thudéc S . Diéu nay khong thé cé vi r <d . VAy moi phan t&r cia S déu la bdi s6 tw nhién
cua d vata cé diéu phai chirng minh. o
2. B0i s0 chung nho nhat
Ky hiéu a,a,,...,a, la day hitu han cac s6 nguyén. Moi s0 nguyén chia hét cho tit ca cac so
a; (i =12,.., n) dwoc goi 1a bdi s6 chung cua cac s6 &, ..., a,. Mot bdi s6 nhuw vay 1a tich cda tat ca
cac s6 a,a,,...,a,. Néu it nhat mot trong cac s d6 bang 0 thi 0 12 boi s6 chung duy nhit cta
chuing. Néu tit ca cac s6 g (i =12,.., n) déu khac 0 thi tén tai vo han cac boi sé chung cda cac s6
d6 chang han cac s6 nguyén c6 dang k @, @, ... @,, k 1a s6 nguyén. Trong truedng hop nay cac s
d6 c6 boi s chung 12 s8 tw nhién ching han |, @, ...a,| v&i [X| ky hiéu gia tri tuyét di cia X. Vi
trong moi tp hop cac sé tw nhién déu ton tai sé6 nho nhat nén trong cac boi sé6 chung tw nhién cia
cac s0 a,,a,,...,a, ton tai s6 nhd nhit, s6 nay dwoc goi 1a bdi s6 chung nho nhit cia cac so

a,,a,,...,a, va dwocky hiéu la [al,az,---,an] .

Pinh ly 1. Moi bji s6 chung ctia cdc sé tw nhién a,,8,,...,a, déu chia hét cho bji s6 chung nhé nhdt
ctia cdc sé do.

Chirng minh. S& dung phan chirng. Gia st ton tai bdi s6 chung M cua cic s6 nguyén a,,a,,...,a,
ma Khéng chia hét cho boi s6 chung nho nhit N cta cac s6 d6 thi M =N +r véi r 1a s6 tw nhién
<N.Vivay r=M —gN.Ky hiéu i 1a chis6 tuy y trong cacs6 1,2,...,n. Vi M va N déu la cac boi
s6 cia @ nén ton tai cic s6 nguyén X, va y, ma M=xa va N=ya. Do dé
r=M-gN :(Xi —qyi)ai suyra & |r véimoi i =1,2,...,n suy ra s6 tw nhién r 1a bdi s6 chung cia
cac s6 nguyén a,,a,,...,a, vanhd hon bdi s chung nhé nhat N.Voly. o

3. Uérc s6 chung 1o'n nhit

Ky hiéu S 1a tAp hop cho trwdc (hiru han hodc vo han) gobm cic s6 nguyén théa man it nhit mot
trong ching, chang han a,, 12 khac 0. Moi s6 nguyén d 1a wéc s6 cia moi phan ti thudc S dugc
goi la wéc s6 chung cla cac s6 nguyén thudc S . R6 rang 1 1a wéc s6 chung cia cic sé nguyén thudc
S . Moi wéc s6 chung d cua cic s6 nguyén thuéc S déu la wéc sé cua so tw nhién |ao| vado dé no
khong 16n hon |a0|. Tt diy suy ra s6 cac wéc sé chung ctia cac s6 nguyén thuéc S 1a hiru han va
do dé6 trong cac wéc s6 chung dé ton tai s6 1&¢n nhit. S6 nay dwoc goi la wéc s6 chung 1én nhat caa
cac s6 nguyén thudc S va ky hiéu la d; . R rang d; 1a sd tw nhién. Bay gio ky hiéu d la wéc so
chung tly y clia cac s6 nguyén thudc S va dat N = [d ,dg ] Hon nira ky hiéu a 1a s6 nguyén thudc
S.Tac6 d|a va dg|a suy ra @ 1a boi sd chung clia cdc s6 d va dg nén theo Pinh Iy 1 thi
[d.dg]la. vay N =[d,ds] 1a wéc s6 chung clia cic s nguyén thugc S va vi dg 13 wéc s6 chung
16 nhat ctia cac s6 nguyén dé nén N <dg. Nhung s tw nhién N 1a bdi s6 chung nhd nhét cta cac
s0 d va dg nénno chia hétcho dg suyra N >dg.Vivay N =dg vadodé d|dg. Tacéd dinhly
Pinh ly 2. Néu S la tdp hop (hitu han hay vé han) cdc sé nguyén ma trong dé cé it nhdt mét phdn
ttr khdc Q thi tdn tai wdc sé chung Ién nhdt cia cdc s6 nguyén thudc S . Hon nira wéce s chung 1én
nhdt nay chia hét cho moi wéc sé chung khdc ctia cdc sé nguyén thudc S .

C6 thé chitng minh rang (Hensel [1]) néu f (X) la da thirc bAc N v&i hé s6 nguyén va k 1a sé
nguyén tuy y thi wéc s6 chung lén nhat cia cac s6 f (X) khi X nhan moi gia tri nguyén la bang v&i

wéce s6 chung 16m nhdt ciia n+1 s nguyén f (k), f (k+1), f (k+2),..., f (k+n). Vi vay ching han
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voi f (X) =x*—X thi wéc s chung 1én nhit cta cac s§ f (X) khi X nhin moi gia tri nguyén la
bing véi wée s6 chung 16m nhét cla cac s6 nguyén f(-1)=0, f(0)=0, f (1)=0, f (2)=6, nghia
labing 6.

4. Cac sd nguyén té cung nhau

Hai s6 nguyén @ va b ¢6 wéc s6 chung 16n nhit bang 1 goi la cac s6 nguyén té cing nhau.

Pinh ly 3. Khi chia cdc sé nguyén a va b cho wéc s6 chung lon nhdt ctia chiing thi ta nhdn dwoc cdc
s6 nguyén té cung nhau.

Chirng minh. Goi d 1a wéc s6 chung 16n nhit cta hai s6 nguyén a va b. bat a, =a/d, b =b/d.
Néu cac so nguyén a, va b, khong nguyén t6 cung nhau thi wéc s6 chung lén nhat cua chung la d,
sélénhon lvatacd a,=a,/d, vab,=b/d, 1acicsd nguyén. Nhwng khi d6 a=dd, a,,b=dd,b,
suy ra sO nguyén dd, 1a wéc so chung clia cac s nguyén a va b suy ra dd, <d . Diéu nay khong
thé co vi d, >1.Vay a va b, nguyén t6 cung nhau. Pinh ly 3 dwgc chirng minh. o

Udc sO chung 1én nhat cua cac sd nguyén a;, a,,...,a, dwgc ky hiéu la (ai, &y, an).

Lap luin st dung trong chirng minh Pinh 1y 3 cho ta két qua sau

Pinh ly 3°. Khi chia cdc s6 nguyén a,,a,,...,a, cho wéc sé chung Ién nhdt ctia chiing thi ta nhdn
dwoc cdc s6 nguyén cé wéc sé chung lén nhdt bang 1.

Gia st r 12 mot s8 hiru ty (nghia 1a ty s6 a/b cla hai s6 nguyén a va b véi b=0. C6 thé gia s
b>0.Néu (a,b)=d thi dit a/d =a,,b/d =b, thi theo Pinh ly 3 ta nhan dwgc cic s6 nguyén t8
cung nhau @, va b, véi b, >0. Khi dé ta c6 r=a/b=a,/b,. Vi vy moi s6 hiru ty déu c6 thé biéu
dién dwéi dang mot phan 5:0' t6i gian (nghia 1a phan s6 v&i tir s6 va mau s6 nguyén td cing nhau)
véi tlr s6 1a s6 nguyén va mau sé 1a s6 tw nhién.

Bay gir ta chtrng minh ring néu (a,b) =1 va c|a thi (c,b)=1. Thatvay, néu (c,b)=d thi d |b va
d|c mac|asuyrad|a.Héquala d 1awdcsé chung clia cac s6 nguyén a va b va theo Dinh ly 2

thi n6 1a wéc s8 clia wére s6 chung 16m nhét (=1) cia hai s6 d6. Suy ra d =1 ching té (¢,b) =1,

V&i moi day hitu han céc s6 tw nhién a,,a,,...,a, ta dé dang tim dwgc s8 tw nhién a nguyén to
cung nhau véi moi phan tir cia diy. Chang han s6 a=a, a,...a, +1. Khi d6 moi wéc s6 chung d,
clia cdc s6 nguyén a va a,, voi | 1a chi s6 bt ky trong cac s8 1,2,...,n, cling 1a wéc s6 cla &, a,...a,
nén no ciing 1a wéc s6 cta hiéu a—a, a,...a, =1 va do dé bang 1.

Tl nhan xét ndy ta két ludn rang ton tai day vd han cac s6 tw nhién ma moi phan tir khac nhau
trong diay déu nguyén t6 cung nhau. Tuy nhién céng thirc cu thé cho phan t& thir N ctia mot day
nhuw viy la khéng don gidn. Mot ddy don gidn nhit thudc dang nay la day cac s6 d6i mot nguyén td
cing nhau F, =22 +1(k=0,1,2,...). That viy xét cac s6 nguyén M>n=>0. Ta da biét véi moi s6

nguyén X va s6 tw nhién kK thi x—1|x* -1 vi x —1:(X—1)(Xk’l+xk’2 +...+ X+1). Ap dung tinh

chat nay véi x=2"" k=2""" tacs 2° -1|27" -1.vi F, =22 +1|27" -1va 2°" -1=F_ -2 ta

n
c6 F|F,—2. Dodénéu d|F vad|F, thid|F,—2 suyra d|2.Nhung d 13 wéc s6 clia sb 1é

n

F., nén ban than né ciing 1a s618. Vivay tir d |2 suyra d |1. Chingtd (F,, F,)=1 véi m>n=0.

m
K&t qua téng quat hon ciing dung: néu a va b la cdc sé nguyén té cuing nhau va néu 2|ab thi moi

phén ti phan biét trong day a° +b* (k=0,12,...) la nguyén t6 ciing nhau.
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C6 thé chirng minh néu K 12 sé tw nhién <16 thi trong K s tw nhién lién ti€p ludn ton tai it nhat
mot s6 nguyén t8 véi K—1 s8 con lai (Pilai [4]). Mt khac c6 thé chirng minh rdng véi moi s6 tw
nhién K >17 thi ton tai day k s6 tw nhién lién ti€p m,m+1,...,m+k —1 ma khong c6 phan tir nao
trong day nguyén t6é cung nhau véi tit cd cidc phan ti con lai (Pillai [5],[6] va Brauer [2]). V&i
k=17 thi m=2184 théa man cic diéu kién néu trén. No6i cach khac trong cic s6 tw nhién
2184,2185,...,2200 khong cd s6 nao nguyén té cing nhau véi tit ca cac s6 con lai. Cac s6 trong day
trén ma chia hét cho mot trong cac sé 2,3,5,7 thi khong phai la s6 nguyén t6 cung nhau véi tat ca
cac s6 con lai vi véi moi N=2,3,5,7 thi ton tai it nhat hai phan ti trong diy trén chia hét cho n.
Ngoai ra chi con lai hai phan tir khic la 2189 va 2197. Nhung s6 th nhat cung véi 2200 1a chia hét
cho 11 con sé thir hai cing v&i 2184 1a chia hét cho 13.

Bai tap. 1. Chitng minh rang néu M va N 1a cac s tw nhién, M 1¢, thi (Zm -12" +l) =1.

Chirng minh (J. Browkin). Goi d 12 wéc s6 chung lén nhit ctia cacs6 2" -1 va 2" +1.Khido d 1a
s61éva 2" —-1=kd, 2"+1=1d, véi k va | 1a cac s6 tw nhién. Vivay 2" =kd +1,2" =1d -1 suy ra
2™ =(kd +1)" =td +1, 2™ =(Id -1)" =ud -1 véi t va u la cc s tw nhién. Hé qua 1a tir
td+1=ud-1suyratac6d|2 vado d lénén d=1. o

2. Chirng minh rang v&i moi s6 tw nhién n ta co (n 1, (n +1) !+1) =1.

Chirng minh. Néu d |n4+1 va d|(n+D)M1 thi tir ding thiee (NHL)(N+1D) =(N+)H+n+1 ta thdy
dl(n+1)4n+1 suyrad|nvavid|nkl tacs d|1. o

5. Quan hé giira wérc sd chung 16'n nhat va bdi sé6 chung nhé nhit

Pinh 1y 4. Tich cta hai s6 tw nhién bdng véi tich ctia wéc sé chung 16m nhdt va bi sé chung nhé nhdt
ctia hai s6 do.

Chitrng minh. Vi hai s6 tw nhién a va b ky hiéu N =[a,b]. Vi ab 13 bdi s6 chung cia a vab nén
tir Dinh 1y 1 suyra N |ab. b3t ab=dN véi d 13 s6 tw nhién. Vi N 12 bdi s6 chung ctia a va b nén
taco N=ka=Ib v&i k va | 1a cdc s6 tw nhién. Tr diy suy ra ab=dN =dka =dlb va do d6 a=dl
va b=dk chingtd d 1a wéc sd chung ca a va b. Bay gior ky hiéu t 1a wéc s6 chung tuy y cla a
vab.Taco a=ta, b=th suyra ta b, 1a bdisé chung ctia cicsé a va b.Do d6 tir Pinhly 1 ta c6
N |ta, b . Vi viy v&i s6 nguyén u ta cé ta, b, = Nu. Nhung dN =ab=t?a by, suyra tNu=dN. Hé
quala d=tu va t|d. Vi viy s6 tw nhién d 12 wéc s6 chung ctia a va b va hon nita moi wéc sé
chung clia cac s6 d6 déu 1a wérc s6 cia d. Vay d 1a wéc s6 chung 16n nhat cda cacsé a va b. T
cong thirtc ab =dN suy ra Pinh Iy 4 dwoc chitng minh. o

Khi a va b 1a cac s6 nguyén t6 cting nhau, nghia 1a d =(a,b)=1, thi céng thirc ab=Nd tré thanh
N =ab. Ta cé hé qua sau

Hé qua. Bji sé chung nhé nhdt ctia hai sé tw nhién nguyén té cung nhau chinh la tich ctia hai sé doé.
6. Pinh ly co’ ban cta s6 hoc

Gia st a va b 1a cac s6 tw nhién nguyén t6 ciing nhau va ¢ 1a s6 tw nhién ma b|ac. S6 ac chia hét
cho cd hai s§ a va b do do6 theo Pinh Iy 1 thi né chia hét cho boi s& chung nhé nhat ciia cac sé do.
Boi s6 nay theo Dinh ly 4 thi chinh la tich ab. Vi vy ac =tab véi t 1a s6 nguyén. Suy ra C=th va
do d6 b|c.Ta cé dinh ly sau day

Pinh ly 5. S6 tw nhién la wéc s6 ciia mét tich hai s6 tw nhién va nguyén té ciing nhau v&i mét trong
hai s6 dé sé la wéc sé cuia sé con lai.
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Pinh ly 5 thwong dwoc goi la dinh 1y co ban ctia s6 hoc. Ta da chirng minh dinh ly nay dtng véi cac
sO tw nhién. Pinh ly cling dung véi cac s6 nguyén vi phép do6i ddu khéng anh hwdng téi tinh chia
hét cla cac sé.

Hé qua. Néu a,b,c la cdc s6 nguyén théa man a|c,b|c va (a,b)=1thi ab|c.

Chitng minh. Néu a|c thi c=at véi t 13 s6 nguyén. Vi b|c tacé b|at vavi (a,b)=1, tir Binh Iy
S5suyra b|t nghiala t=bu v&i u 12 s8 nguyén. Do d6 C=at=abu suyra ab|c. o

T Pinh 1y 5 ta chirng minh dwoc

Pinh 1y 6. Néu a,b, ¢ la cdc s6 nguyén théa man (a,b) = (a,c) =1 thi (a,bc)=1.

Chitng minh. Ky hiéu d =(a,bc) va d, =(b,d). Tacé d,[b va d,|d . Vi d|a,d,|a nén ta thdy vi
d,|a,d,|b va (a,b)=1nén d, =1. Do d6 (b,d)=1. Nhung do d =(a,bc),d |bc, tir Dinh Iy 5 suy
rad|c.vid|ava(ac)=1suyra d=1nghiala (abc)=1. o

St dung quy nap ta c6

Pinh ly 6°. Gid sir n la s6 tw nhién >2. Néu a,,a,,...,a, va a la cdc s6 nguyén théa mdn (a,.,a) =1
véimoi i=12,..,n thi (a,a,..a,a)=L1

N6i cach khac Pinh ly 6% chi ra rang mot s6 nguyén nguyén té cling nhau véi cac sd nguyén cho
trwde thi no cling nguyén t6 cung nhau véi tich caa cac sé do.

Lap lun trong chitrng minh Dinh 1y 5 cho ta két qua téng quat hon: néu a,b va c la cdc s6 nguyén
théa mdn b|ac thi bl(a,b)(b,c).

T Pinh ly 67 ta suyra

Hé qua 1. Néu (8,b) =1 va n la s6 tw nhién thi (a",b") =1.

Chitng minh. Néu (a,b)=1 thi theo Pinh Iy 6 (véi & =a,=...=a,=a) tac6 (a",b)=1 suy ra
(lai theo Dinh Iy 6% v6i & =a, =...=a, =b) tacé (a",b")=1. o

TrHé qualtaco

Hé qua 2. V&i moi sé tw nhién a,b,n ma a" |b" suyra a|b.

Chitng minh. Pat (a,b)=d . Ta c6 a=da,b=db véi (a,b)=1. Vi vay theo Hé qua 1 ta c6
(@',b")=1.vi a"|b", hodc twong dwong a;d" [b'd", ta c6 & |b’ suy ra a’ |(a1”,b1") chirng t6
a8, |1 suyraa =1, a=d vahéquala vi b=db =ab, a|b, diu phai chitng minh. o

Lwu ¥ ring véi hai s6 tw nhién a va b thi tir didu kién a* |b® khéng suy ra a|b dwoc. Ching han
4*110" nhung 4/10 va teong tw 9° | 21* nhung 9/21.

Ghi chu. Khai niém vé tinh chia hét c6 thé dwoc mé rong cho cac so6 thuc theo cidch nhu sau. Cho
trwée hai s6 thuc o va f khi dé tanéi o 1a wéc sé cia S va viét «| S néu ton tai s6 nguyén K
ma S =Kka. Trong trwdng hop nay thi tr &’ | #° khong suy ra «|B. Ching han 2|6 nhung ta
khong cé \E| J6 vi néu nguoc lai thi ton tai s6 nguyén K ma J6 =k2 suy ra k= J3 suy ra
3=k® vavivay k>1 tiecla k=2 vado dé6 3=k’ > 4. biéu nay khéng ding.

Hé qua 3. Vi cdc sé tw nhién a,b va n>1 thiter 2" |2b" suy ra a|b.
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Chitng minh. Dit (a,b)=d suy ra a=da, b=db, véi (a,b)=1. Vi vay theo Hé qua 1 thi vi
(al",bl”):l vatlr a"|2b" suyra d"a'|2d"0 do dé &' |2b. Sir dung (af,bl”):l va Pinh 1y 5 suy
rad |2 man>lsuyraa =1vadodé a=d chingtd a|b. o

Pinh 1y 7. Néu mét s6 tw nhién la lily thira bdc M ctia mét sé htvu ty va M la sé tw nhién thi sé do la
liiy thtra bdc M ctia mot sé tw nhién.

Chirng minh. Gia sir s§ ty nhién n 1a ldiy thira bAc M cta s6 hitru ty p/q. Trong muc 4 ta biét c6
thé gid st p va  la cac s6 tw nhién va ( p,q) =1. Vi vay theo Dinh ly 6% suy ra (pm,q) =1. Mat
khacvi n=(p/q)" tacé nq" = p" suyra q| p” vavivay q|(p",q)=1.Dod6 q=1 (vi q la s tw
nhién) va hé qua 1a n= p™ nghiala n laliy thira bAc M cda mdt s6 tw nhién. o

Ta c6 hé qua truc tiép ctia Dinh ly 7

Hé qua. Cdn bdc M ctia sé tw nhién khéng phdi liy thtra bdc M ctia mét s6 tw nhién la s6 vé ty.
Dic biét céc s6 V2,4/3,/5,v6,47,48,410,%/2,33,3/4 deulassvo .

Bai tap. 1. Ching minh ring néu a,b,d 1a cic s6 nguyén théa man (a,b)=1 va d|a+b thi
(d,a)=1va (d,b)=1.

Chitng minh. Gia st (a,b)=1 va d|a+b. Néu (d,a)=6 thi 5|d va &|la do d6 vi
d|a+b, 5|a+b nén §|(a+b)—a suyra 5|b. Vivay 5|b do d6 5|(a,b).Ta c6 6=(d,a)=1.
Twong tuw chirng minh dwoc (d,b)=1. o

2. Chirng minh rang néu n,n, va n, 1a cac s tw nhién ma n|n n, va cac s n;,n, déu khong chia
hét cho n thisé

O d(—)
n,
n

lawécsoctuanval<d<n,

o N nn) . n . . . . n. nn_n
Chirng minh. Theo (*) ta co—lz(nl, ! 2) r1enal 12 s6 tw nhién va do dé nlzalk, L2 -1,
n

d d

véi k va | 1a cac s6 tw nhién nguyén t6 cing nhau. Ta ciing c6 k =d,n,d =nl vavi (d,l)=1d|n,

Vi vy d 12 wéc s6 ctia n. Néu d =1, tacé n,=nl vavivay n|n,, mau thuin véi gia thiét. Néu
d =n thi theo (*) suy ra d|n, ta c6 n|n, mau thuln véi gia thiét. Vay d 13 wéc s6 ctia n voi

1<d <n, diéu phai chitng minh. o

3. Chirng minh rang néu a va b 1a cac s6 tw nhién nguyén t6 ciing nhau va m 13 s6 tw nhién tiy y
thi trong c4p s6 cong a+bk (k =0,1,2,...) ton tai vé han s6 nguyén t& ciing nhau véi m.

Chirng minh. Gia st (a, b) =1 va m 12 s8 tw nhién tuy y. S6 m c6 cac wéc sd nguyén td cung nhau
véi a (chang han wéc s 1). Ky hiéu ¢ 1a wéc s6 16n nhit nhw vay. Ta sé chirng minh rang s6
a+bc nguyén t6 ciing nhau véi m. Ta cé (a,b) =1 va theo dinh nghia cta C thi (a,c) =1. Vi vay

(a,bc)=1. Tirbaitap 1 suy ranéu d |a+bc thi (d,a)=1 va (d,bc)=1 do d6 (d,c)=1. Mit khac

néu d|m thivi ¢|m, (d,c)=1, hé qua Pinh 1y 5 suy ra dc|m. Hon nita vi (d,a)=l va (a,C)=1
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thi (a, dC) =1.Do @6 dc 1a wéc s6 cia m va nguyén t§ ciing nhau véi a. Nhwng vi ¢ 13 wéce s6 1éon
nhit c6 tinh ch4it nay nén d =1. V4y ta da chitrng minh néu d 13 wéc s6 chung cta cac s6 a+bc va
m thi d =1. Suyra (a+bc,m)=1. Vay néu | 1a s6 tw nhién tiy y thi véi k =c+Im cac s6 a+bk
va m nguyén to cing nhau. Piéu phai chirng minh. ©

4. Chirng minh ring néu a va b 13 cac s6 tw nhién nguyén t6 ciung nhau thi cip s cdng
a+kb(k=0,12,...) chita ddy con vd han cac phan t thudc day la d6i mét nguyén t8 ciing nhau.
Chirng minh. Ta xay dung day con U, U,,... théa man yéu ciu bai toan bang quy nap. Pat u, =a.
Xét n la soO tw nhién tuy y. Gid st ta dd xac dinh dwoc day cac sé u,,u,,...,u, déi mot nguyén to
cung nhau. Theo bai todn 3 thi véi s6 tw nhién u U,..U, ton tai phan t& thudc day
a+kb(k=0,12,...) ma nguyén t& cing nhau véi U, U,...u, . Ky hiéu s nhw vay 1a u,.,. Ching to

day u,,U,,... xac dinh theo cach nay c6 tinh chat yéu cau. o

Pinh ly 8. Gid stt a va b la cdc s tw nhién nguyén té cuing nhau ma tich ctia chiing la lily thira bdc N
ctia mot s6 tw nhién, nghia la ab =c" véi n la sé tw nhién, thi cdc sé a va b ciing la cdc lily thira bdc
N cta cdc sé tw nhién.

Chitng minh. bat (a,C)Zd thi a=da,c=dc, véi (ai,Cl)zl. Theo gia thiét ab=c" ta c6
dab=d"c] suyra ab=d""c. Ma d|a va (a,b)=1 ta c6 (d,b)=1 suy ra theo Pinh Iy 6° thi
(d"*,b)=1. Pang thirc &b =d""c] chimg té b|d""c]. Vi vay theo Pinh Iy 5 thi b|c;'. Mat khac vi
(a,,¢,)=1, tir Pinh ly 6* suy ra (ai,cf) =1vavi ab=d""c] suyra ¢ |ab do dé theo Pinhly 5 ta
c6 ¢'|b.Do b|c! vacl|b suyra b=c] nén a =d"* va a=da, =d". Chirng td cic s6 a va b
cling 1a Iy thtra bic N cac s6 tw nhién. o

Hé qua. Gid stv K,C va n la cdc s6 tw nhién va a,,a,,...,8, la ddy cdc sé tw nhién doi mot nguyén td

cung nhau va &, 8, ...8, =C". Khi dé moi s6 thuéc dédy a,,a,,...,a, la liy thtra bdc N cdc s6 tw nhién.
7. Céc cong thire (8,,8,,-.,8,,) =((2, 8,18, ), 8,.1) va [a,8,,..8,4]=[[8,8,,.8, ] 3,

Ta chirng minh cac cong thirc

(2) (B8 2) =((a02,03, )80

(3) a8y, a0 ]=[[a,8,,8, ] 8,

Pinh 1y 9. Véi cdc s6 tw nhién N> 2 va a,,a,,...,a.,, thi cong thirc (2) ding.

Chirng minh. Pat d :((a1 a,,...a,), n+l) thi d 1a wéc s6 chung cta cac s6 (a,,8,,....8,) va a,,,
Vi (a11a21---1a-n) 12 wéc s6 cla cac s6 a,,a,,...,a, nén 0 1a wéc s6 cha cac s6 a,,a,,...,@,,8,,,- Ky

Theo Pinh Iy 2 ta ¢6 d'|(a,a,,....a,). Vi
d'|a,,, nén ta cé theo dinh nghia cta d va st dung Pinhly 2 thi d'|d . Vivay d 1a wéc s6 chung

A 1 by 7 ~ AY 4 ? 7 ~
hiéu d' 1a wéc s6 tuy ¥ cla cac s6 a,a,,...,a,,a,,,-

clia cac s6 a,,a,,...,a,,8,,, va chia hét cho moi wéc s6 chung cia cic s6 dd6. Do d6 d 1a woc s6
chung lén nhatcia a,,a,,...,a,,, . Cong thirc (2) dwoc chirng minh. o

Tir 14p luan trong chirng minh nay ta thdy dé tinh wéc s6 chung 16n nhat (a,,a,,..., an) thi ta c6 thé
tinh Ian lwot d, _(ai az) (dZ’aS)'d4 :(d3'a4)’-"'dn—1:(d 118 ) (ai P ) (dn—l’an)’
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nhw vy phép tinh toan wéc sé chung 1é6n nhat cta cac s6 tw nhién tly y quy vé cac phép tinh lién
tiép cac wéc s6 chung 1én nhit ctia hai s6 tw nhién.

Pinh 1y 10. Vi cdc s6 tw nhién N> 2 va a;,a,,...,a,,, thi cong thirc (3) diing.

Chitng minh. Dt N =[[a,,a,,...,a,],a,., ] thi N 1a bgi s& chung clia céc s6 [2,,8,,..,@,] va a,,,.

n+1

Vi [a,,8,,....a,] 13 bdi s6 clia cic s6 a,,8,,...,a, nén N 13 bdi s6 clia cac s6 a,,8,,...,a,,8,,,. Ky

R (R R FE
hiéu M 1a bdi s6 chung tuy y cua cac s6 a,,a,,...,a,,a,,,. Theo Pinh ly 1 ta cé [ai,az,...,an]| M.

n+l*
Ma a_,|M nén lai st dung Pinh 1y 1 va suy ra [[al,az,...,an],a ]| M hoic twong duong N |M .

n+1 n+1

Vay N 1a bdi s6 chung cta cic s6 a,,8,,...,a,,8,,, vala wdc sd cia moi boi s6 chung khac cla cac

s6 nay. Do d6 N 1a bdi s6 chung nho nhit cla cac s6 dé. Cong thikc (3) dwoc chirng minh. o

Vay dé tinh boi s6 chung nhr nhit [ai, Ay, ..., an] ta lan lwot tinh bdi s6 chung nhé nhat cta cac cap
N, =[a,a,],N,=[N,,a,],...N,, =[N, ,.a,,] [a.8,....a,]=[N, 1. a,].

Pinh ly 11. Néu n la s6 tw nhién va cdc s6 a,,a,,...,a, doi mot nguyén tdé cung nhau thi
(a8, ]=a,3,..4,.

Chirng minh. Tir hé qua Pinh 1y 4 suy ra bai toan ding véi N=2. Bay gidr xét n 1a s6 tw nhién tuy
y > 2. Gia st bai toan dung v&i s tw nhién n va a,a,,...,a,,a,,, la cac s6 tw nhién déi mot nguyén
t8 cling nhau. Khi d6 (&;,a,.;)=1 véi moi i=12,...,n. Theo Pinh Iy 6* va hé qua Pinh Iy 4 thi
[a1 a,..a, aml] =a,a,...2,a,,;. Nhung theo gid thiét quy nap thi bai toan dung v&éi n nén
2,8,..8, =[a,8,,..,8,] va theo (3) thi aa,.a a,,=[[a,a,..3]4a,]|=[a,a8,..3,3.,]
suy ra bai toan dung véi N+1 va vi viy dung véi moi sd tw nhién. o

biéu ngwoc lai cling ding: néu vdi cdc sé tw nhién N=2 va a,a,,..,a

, ta co cong thuc

[ai, Ayyeeny an] =@, ,...4, thicdcsd a,a,,...,a, la déi mdt nguyén tb cting nhau.

Ménh dé sau day cling ding: tich ctia N> 2 s6 tw nhién bdng vdi tich cta wéc s6 chung Ién nhdt va
bji s6 chung nhé nhdt ctia chiing khi va chi khi cdc s6 dé la d6i m@t nguyén té cung nhau.

Ménh dé nay khong dung véi N=2 changhan 2-4 = (2, 4) . [2, 4] .

8. Quy tac tinh cac wérc s6 chung 16'n nhat cia hai s6

Gia str a va b 13 hai s6 tw nhién cho truéc. Chia a cho b ta nhan dwoc thwong s6 q vasé duw r
nhé hon b.Tacé a=qb+r. T ding thirc ndy suy ra moi wéc s6 chung ctia a va b ciing 1a wéc s
clia s6 du r =a—gb va moi wéc sé chung ctia b va r cling 1a wéc s6 cia a. Vay wéc s chung clia
a va b chinh 1a cdc wéc s6 chung ctia b va r. Do d6 (a,b)=(b,r). Taky hiéu a=n,,b=n,r=n,
va ¢6 déng thire (Ny,n,)=(n;,n,). Néu n, =0 thi (Ny,n;)=n,. Néu n, %0 thi ta c6 thé chia n, cho

n, vaky hiéu s dwla n, valaicé (n,n,)=(n,,n;). Qua trinh nay lip lai va ta thu dwoc

(nO’ n1) :(n11n2)1
(nlvnz):(n2’n3)1
(n,,ny)=(ny,n,),

£



10 | Quy tdc tinh cdc wéc sé chung Ién nhdt clia hai sé

(nk—21 nk—l) = (nk—l’ nk),

(nk—l’ nk): (nk’nk+l)

Vi n,, ky hiéu s6 dw nhan dwoc khi chia n_, cho n;(i=12,...,.k) néntacé n, <n véii=12,...k

i+1 i+1
suy ra ddy cac s6 n, la gidm nghiém ngdt, nghia la n, >n, >n, >...>0. D3y nay hitru han vi chi c6
n s6 nguyén khong 4m phén biét nhé hon n. Vi viy trong diy (4) ton tai phan t cudi cing, nghia
1a (N,n)=(N,N;). Néu ta cé n_, #0 thi ta c6 thé chia n, cho n,,; va nhin dwoc ding thirc
(nk , nk+1) = (nm, nm), mAu thuan véi gia thiét chi c6 K déng thirc trong (4). Vivay n,, =0 va do
do (nk,l, n, ) =n,. Cac dang thirc trong (4) suy ra (no, nl) = (nl, nz) = (nz, n3) =..= (nH, N, ) =n,,
suy ra (no’ nl) =N,. Tl cac l4p ludn nay ta nhan dwgc quy tic tinh wéc s6 chung 16n nhit cda hai
sO tw nhién cho trwdc: dé tinh wéc sé chung lén nhdt cia hai s6 tw nhién n, va n, ta chia n, cho n,
va tim s6 dw n,. Sau dé ta chia n, cho N, va tim dwoc s6 dw n,. Tiép tuc nhw vdy ta chia n, cho n,
va cit nhw thé. O’ burée cudi ciing ta nhdn dwoc s6 dw bing 0. S6 dw nhdn dwoc trong budc trwée dé
chinh la wéc s6 chung lon nhdt ctia cdc sé n, va n,.

Quy tac vira nhan dwoc cling dwoc goi 1a thut toan chia hodc thuét todn Euclid hodc 13 thuat todn
lién phan s6. Tén goi cudi cing sé dwoc trinh bay cu thé trong muc 9.

Tir thuit toan Euclid suy ra wéc s6 chung 1én nhit cia hai s6 tw nhién cho trwéc cé thé nhan dwoc
sau hiru han phép chia. Tuy nhién sé cac phép chia lai c6 thé 1én tuy y. Nghia la véi moi s6 tw nhién
N thi ton tai cic s6 tw nhién @, va b, ma dé tim wéc s6 chung 16n nhit cia chiing bang thuat toan
Euclid thi cin t&i N phép chia. DE chirng minh tinh chat nay ta xét day

(5) ul :u2 :l, un :un—1+un72’ v6in =3’4""
Ta co
(6) u, =1 u, =1 U3:2, U4:3, U5:5, U6:8, u; =13, U8:21, U9:34,---

DAy 1a day s6 Fibonacci: hai phan tr d4u tién cta diy bang 1 va cac phan tir ti€p theo bang tdng
cha hai phan t& lién trwéc né. Pat a, =u,,,, b, =u,,,. Ap dung thuit todn Euclid dé tim

n+2?

(an b, ) = (Un+2, UM) . Tanhan dwoc day cac phép chia

un+2 :1'un+l +un’
U, =1-u,+u,,,

u,=1-u;+u,,
U, =2-U,.

RG rang c6 n phép chia tit cd. Chang han dé€ tim wéc s6 chung 16n nhit cha cac s6 U, =144 va
U, =89 bang thuat toan Euclid thi ta cAn 10 phép chia. C6 thé chirng minh rang cic s6 nhé nhit
ma can dung n phép chia dé€ tim wéc s6 chung 16n nhit cia chiing bang thuét toan Euclid chinh 1a

U,,, va u,,, . Ta chitng minh két qua sau day

Pinh ly 12. S6 cdc phép chia cdn thiét dé tim wdc sé chung 16n nhdt ctia hai sé tw nhién bdng thudt
todn Euclid la khéng Ién hon ndm ldn s6 cdc chiv s6 thdp phdn ctia s6 nhé hon (Lame [1]).

Chirng minh. DAu tién ta chirng minh tinh chat sau diy cda day sé Fibonacci U, (n =12, ) dwoc
dinh nghia & trén

(7) U,.s >10u, véi n=2,3,...
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Tinh toan tryc tiép chirng té véi N=2 thi cong thirc (7) dung (véi u, =13>10u, =10). Vi N =3
thi theo (5) ta c6
=2u
+3u, =8u, +5U, ;.

U5 =U,,+U, 4

=5u

+U,,,=3U,,+2U ,

n+5 n+4 n+3 n+2

n+l
Day (6) khong giam, u, =u,_,+uU, ,<2u ,, 2u <4u , va u, . =8u,+5u, , >8u +4u , >10u,

n-1 =
nénsuyra u,. >10u, .

T (7), bang quy nap ta chirng minh dwoc
(8) u., >10'u , n=23,..; 1=12,..

Ky hiéu n, va n, <n, 1a hai s§ ty nhién cho trwdc. Gia sit d& tim wéc s8 chung 16m nhat (ny,n,)
bing thuat toan Euclid can téi K phép chia

Ny =0 +n,,

N =0,N, +1;,

)

M = O oMy +Ny,

N1 =GNy

Tacéd g, 22 vinéu ¢, =1thi n, =n,_,, diéu nay vo ly vi n, 1a s6 du nhan dwec khi chia n, , cho
n,,.vVivay n,_, =q.n, =2n, 22=u, nén

N, >N, +N U +U,=U,, N >N ,+N ; 2U, +U; =Ug,..., 1y U,

Do d6 néu k >5l, hoic twong dwong kK >5l+1, thi n, >u,,,, va theo (8) (véi N=2) thi n, >10'
Nghia 1a n, c6 it nhat | +1 chit s6 trong biéu dién thap phan. Vi vy néu n, c6 | chir s thi k<1,
Pinh ly 12 dwoc chitng minh. o

T Dinh ly 12 suy ra d€ tim wéc sd chung lén nhit cda hai s6 tw nhién cho trudc bang thuat toan
Euclid ma s6 nhé hon cé nhiéu nhat 6 chit so thi can nhiéu nhit 30 phép chia. Trong Pinh 1y 12 thi
s6 5 khong thé thay bdi 4 vi ta cdn 10 phép chia dé tim wéc s6 chung 16n nhit cua 144 va 89
(Brown J.L Jr. [1], Dixon [1],[2]).

9. Bi€u dién s6 hiru ty thanh lién phan s6

Ky hiéu n,,n, 1a cc s6 tw nhién va (9) 1a diy cac dang thirc nhin dwgc bang cach sir dung thuét

' . n, 1 n
toan Euclid cho cicsé n, va n,. Véimoi i =1,2,.... k-1 taco L =q + ] va *1=q,.Do dé6
ni ni ni+l k
Ny 1
_:q1+ 1
1
0, + ] 1
S
(10) +
1
+ )
Oat

O«
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1

, n 1] 1 1 1 '
Ta viét gon cong thitrc nay thanh —2 = q1+—|+—|+—|+...+—|+—|. Trong (9) thi g, 1a so
n, 10, 1gs |q, |G G

nguyén dwong la thwong s6 nhin dwoc khi chia sé tw nhién n, cho sé tw nhién n,, cic s6 ¢, véi
1=2,3,...,K 1a cic s tw nhién vi n._, >n.. Biéu thiec trong vé phdi cta (10), g, 1a s6 nguyén va
0,,0s,---,0, la cac sb tw nhién, dwoc goi la lién phén sé don (hodc gon hon 1a lién phan s0).
Vi vay str dung thuat toan Euclid thi moi s6 hitu ty déu biéu dién dwoc thanh mot lién phan s don.
Vi du. Xét s6 314159/100000. Ap dung thuat toan Euclid ta nhan dwoc

314159 = 3-100000 + 14159,

100000 =7-14159 + 887,

14159 =15-887 + 854,

887 =1-854+33,
854 =25-33+ 29,

33=1-29+4,
20=7-4+1,
4=4.1.
Vivay 314159 :3+1—|+1—|+1—|+1—|+1—|+1—|+1—|. Mot vi du khac khi ta xét cac s u,,, /U, trong
100000 |7 |15 [1 |25 |1 |7 |4
d6 u (k=12,..) 1a cic s6 Fibonacci (muc 8). Tir (10) suy ra véi moi s6 tw nhién n ta c6
un+l_ ];l 1_| 1_| ];| , N | N A _ N \ A 2 ,
=l+—+—+—+..+—. Trong d6 ddu — =xudt hién N-1 lan. Vi viy ching han ta c6
u, 1 |1 |1 |1
u u 1] u 1 1 ’ . . U 1
—2=1, —3:1+—|, —4:1+—|+—| va ¢t nhu thé. Ta ciing c6 thé viét —4:1+—|.
Uy u, 11 u, 11 |1 Uy |2

Ta sé tim hiéu chi tiét hon vé cic lién phin s6 trong chvong 8.

10. Dang tuyén tinh ciia wéc s6 chung l6'n nhit

Pinh ly 13. Néu a,,4a,,...,a, la M>1 s6 nguyén ma it nhdt cé mét sé trong chiing la khdc O thi ton
tai cdc s6 nguyén t,t,,...,t théa mdn

(11) (a,8,,...a,)=at +at, +..+a,,.

Chirng minh. Ky hiéu D 1a tip hop cac s6 tw nhién xac dinh b&i quy tic: s6 n thudc D khi va chi
khi ton tai cic s6 nguyén X, X,,..., X, thda man

(12) nN=a X +a, X, +..+a, X,.

Noi cach khac D 1a tap hop tat ca cac s6 tw nhién c6 dang a, X, +a, X, +...+a, X, Voi X, X,,..., X,
12 cac s6 nguyén. Tap hop nay khong rong (nghia 1a n6 chira it nhit mot phin tr) vi a, # 0 (vdi
1<k <m)nén [, thudc D béiviné c6 dang @ X, +a, X, +...+a, X,, véi % =0 véi i #k va x,
bing +1 hodc —1 twong tng véi a, >0 hodc a, <0.

Ky hiéu d 13 s6 tw nhién nhé nhat thudc tip hop D (s6 d ton tai vi trong mot tp hop cac sb tw
nhién luén ton tai phan tir nhé nhat). Néu d thudc D thi theo dinh nghia ton tai cac s6 nguyén
t,t,,...,t, théa man

(13) d=at +at, +..+a,t,.
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Nhung vi d 12 phan t&r nhé nhit cia D nén véi moi s6 tw nhién n c6 dang (12) voi X, Xy, ..., X, 12
cac s6 nguyén thi n>d. Ta sé chirng minh rdng véi cic s6 nguyén X, X,,...,X, bat ky thi s§
a, X, +a, X, +...+a, X, chiahétcho d.Gia st phan chirng thi ton tai cic s6 nguyén y,,Y,,..., y,, ma
khi chia a y,+a, Y, +...+a, Y, cho d thi ta nhan dwgc thwong s6 q va s6 dw dwong r. Ta c6
ay,+a,y,+..+a,y, =0d+r suyratheo (13)

r=ay,+a Y, +.+a,y¥p—a(at+at,+..+a,t,)=a,x+a,X+...+a, X,

Vi X, =y, —qt, 1a cic s6 nguyén véi i =1,2,...,m. Viviy s6 tw nhién r c6 dang (12) suy ra r thudc
D. Nhung mat khac r 13 s6 dw nhan dwoc khi chia mét s6 cho d nén né nhé hon d, mau thuan
véi gia thiét d 13 phan ti nhé nhit cia D. Vay ta da chitng minh véi cac s6 nguyén X, X,,..., X,

bat ky thi s6 a, x, +a, X, +...+a_X_ chia hét cho d.Dicbiét d|a, x +a, X, +..+a X , véi x, =1

va x, =0 véi i #K.Vivayvéi k=12,..,m,d |a, nghiala d 1a wéc s6 chung cia a,a,,...,a.

Ky hiéu 0 1a wéc sd chung tuy y cha cic s6 a,,8a,,...,a,. Khi d6 ton tai cic s6 nguyén z,,2,,...,Z,
ma a, =6z,(k=12,..,m). Theo (13) ta c6 d=at,+a,t,+...+a,t, =(t, 2, +t, 2, +...+t, 2, )J,
suyra O |d. Tl day ta két luan rang wéc s6 chung d bang véi (ai,ag,...,am) b&i vi n6 chia hét cho
moi wéc s6 chung khac cda cac so a;,a,,...,a,. Vay tir (13) suy ra (11) va dinh ly dwoc chirng
minh. o

Gia st &,a,,..,a, 1a m>1 s6 nguyén théa man (a,,a,,...,a, ) =1. Theo Pinh 1y 13 suy ra ton tai

cic sO nguyén t,t,,...,t thoa min

(14) at+at,+.+a,t, =1
Ngwoec lai, gid st v&i cac s6 nguyén cho trwéc a,a,,...,a, ton tai cac s6 nguyén t,t,,...,.t. thda
man (14). V€ trai ctia phwong trinh chia hét cho moi wéc s6 chung cta cacsé a;,a,,...,a,. Nhung

v€ phai cia phwong trinh 1a 1 suy ra (ai, Ay am) =1.Ta c6 dinh ly sau day

Pinh 1y 14. Véi m>1 thi (a,,8,,...,&, ) =1 khi va chi khi tén tai cdc s& nguyén t,t,,...,t, théa man
at+at,+.+a,t, =1

Hé qua. Néu véi cdc s6 nguyén d,k va a,a,,....a, véi m>1tacé (8,8,,...a,)=1va d|ka véi
i1=12,...m,thid|k.

Chirng minh. Theo Dinh ly 14 thi tir (81, ey am)=1 suy ra ton tai cac sO nguyén t,t,,...,t, thoa
min at +a,t,+...+a,t, =1. Nhungvi d |ka, véimoi i=12,..,m,d|kat, voi i=12,..,m suyra
dlk(at +a,t,+..+a,t,) vahé quala d |k.Piéu phai ching minh. o

Ménh dé twong tw cac Pinh ly 13 va 14 dung véi da thirc mot bién nhwng khong diung véi cac da
thirc nhiéu bién. That vay néu f (X, y) =Xvag (X, y) =Y thi wéc s6 chung lén nhat cta cac da
thiee (X, ¥) va g(X Y) 1a hing s6. Biéu thirc Xp(X,Y)+Yd(X,y) khong thé 13 hing s6 khac 0
véi cac da thire P(X,Y),9(X,Y) bét ky (Bochner [1]).

Tré lai véi Pinh 1y 13. Mot van dé dwgc datrala vdicacsé a;,a,,...,a, cho truedcelam sao tim dwoc
cac sb t,t,,...,t, théoa min (11). Chirng minh & trén cta dinh 1y khéng cho mot goi y nao dé lam

diéu nay (ta goi day 1a mét chirng minh sw ton tai trén ly thuyét ma khong cé tinh kién thiét, tic la
mot chirtng minh dang 4n). Tuy nhién ta c6 thé gidi quyét van dé nay bang cach sir dung thuit toan
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Euclid. Bit d4u v6i trudmg hop M=2. Bé qua trwong hgp tAm thuwong khi mot trong cac s6 bang
0. P6i ddu néu can thiét cacso t, va t, va gid st &, va a, la cac s6 tw nhién, ky hiéu cac s6 nay la
N, va n,. St dung thuit toan Euclid ta nhin dugc cong thic (9). Ta da biét N = (no, nl) . Dang thirc
ap chot trong (9) twong dwong véi

(15) MNe =M o = O0s My

Thé gi tri ctia n,_, tir dang thirc trwde d6 trong (9) ta cé
N =N —0cq (nk—s — 0 nk—2)
= O Mst (1+ Ok-1 Uk ) M-

Ta lai thé gia tri cia n_, nhan dwoc tir dang thirc trwde do trong (9) va c nhw vay. Sau K —2
phép thé ta nhdn dwoc N, =n, x+n Yy, véi x va Yy la cic sO nguyén. RG rang thi tuc nay cho ta

cach tinh toan hiru hiéu cacsé x=t, va y=t,.

Trong treong hop tdng quat khi m 13 s6 tw nhién tiy y >1 ta thwc hién bang quy nap. Gia st vdi
moi s6 nguyén a,a,,...,a,, ta c6 quy tic dé tinh t,t,,...,t, thdoa man (11). Gid st &,,8,,...,8,,, 8,

la cac s6 nguyén cho truéc. Theo Pinh 1y 9 ta cé (81 [ PS m+1) ((81 Ay, .. ) m+l) Ta da biét
tir 14p luan & trén thi ta c6 mot quy tac dé tim cac s6 x va Yy théa man

(16) (B8 ) 8y ) = (80,808 ) X B Y.

bat x, =tx véit=12,...,mva X,,=Y.Theo (16) va (11) tacé

(17) (88,08 ) =8 X 8, Xy o8 X 80 X

Véi X, X, .. 12 cac s6 nguyén. Vi vay ta da c6 mot quy tac dé tim X, X,,..., X, théa man (17)

i m+1

dwa theo quy tic da biét d€ tim cac s6 t,,t,,...,t, . Vi vAy theo quy nap chirng td: véi moi m>1 va
cdc s6 nguyén a,,a,,...,a,, ma it nhdt mot trong sé chiing la khdc O thi ton tai quy tdc dé tim cdc s6
t,t,,...,t, théa man (11).

11. Phwong trinh biat dinh m bién bac 1

Pinh 1y 15. Cho trwéc M>1 sé nguyén a,,a,,...,a, ma it nhdt mét sé'la khdc 0. Phwong trinh

(18) a X +a, X, +..+a, X, =D,

c6 nghiém nguyén X,,%,,..., X, khiva chi khi (8,,8,,....a, )|b.

Chirng minh. Gia st ton tai cac s6 nguyén X, X,,..., X, thda man (18). Tl (18) suy ra wéc sd chung

clia cAc s6 &, a,,...,a, lawécsé cua b. Vivay (ai,az,...,am)lb, suy ra diéu kién can.

Mt khéc gia stt d =(a,,a,,...,8, )|b. Khi d6 t6n tai s6 nguyén k ma b=kd . Vi it nhdt mét trong
cac sé a,,8,,...,a, la khac O nén theo Pinh ly 13 thi toén tai cac s6 nguyén t,t,,...,t, thoéa man
(11). Dit x, =kt véimoi i=12,..,m.Vi d =(a,,a,,...,a, ) nén theo (11) ta c6

a X +a,%+..+a, X, =k(at,+a,t,+..+a,t,)=kd =b.

biéu kién di dwoc chitng minh. o
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Dinh 1y 15 c6 thé phat biéu dwédi dang sau diy: phwong trinh hé s6 nguyén bdc 1 véi m>1 bién la
c6 nghiém tw nhién khi va chi khi hé sé tw do ctia phwong trinh ndy chia hét cho wéc sé chung lon
nhdt ctia cdc hé sé cia cdc bién.

Tl chitng minh Pinh ly 15 va tinh chit véi moi s6 nguyén cho truéc a,,a,,...,a, thico thé tim cac
so t,t,,...,t, théa min (11), ta suy ra néu phwong trinh (11) 1a c6 nghiém nguyén thi ta c6 thé tim
cac s6 nguyén X, X,,...,X. théa man (11), nghia la tén tai quy tac tim it nh4t mot nghiém nguyén
ctia phwong trinh (18). Cu héi dit ra la lam thé nao dé tim moi nghiém nguyén nhw véy.
Bit dau véi treong hop M= 2. Xét phwong trinh
(19) ax+by=c
Véi a,b,c 1a cac s6 nguyén va (a,b)[c. C6 thé gia stvca a va b déu khac O vi néu nguoc lai ta c6
phwong trinh mot bién va dé dang tim dwoc nghiém clia né. Do (a, b) |C ta c6 thé tim cac s6
nguyén X,, Y, théa man
(20) ax, +hy, =¢
Gid str x va Y la cic s6 nguyén bit ky théa man phwong trinh (19). Ttr (19) va (20) suy ra
(21) a(x=%)=b(y,~y)
Vi d =(a,b) 13 wéc s8 chung 1én nhit ctia a va b néntacé a=da,b=db véi a va b 13 cac s8
nguyén nguyén t6 cung nhau. Tl (21) ta c6
(22) 3, (Xx=%)=b(Yo—-)-
Do (ai.bl) =1 va theo Pinh 1y 6 suy ra b, | X—X, do d6 X—X, =bt véi t 1a s6 nguyén. Theo (22)
thi 8 bt=b(y,—y) ma b =0 nén y,—y=at.Tircac ding thirc Xx—X, =b t,y,—~y=at suyra
(23) X=X +ht, y=y,-at
Vay néu X, Y 1a nghiém nguyén cda (19) thi ching cé dang (23) véi t 1a s6 nguyén.
Bay gi¢ ky hiéu t 1a s6 nguyén tuy y. Ta tim x va y tir (23) va tinh gia tri cia

ax+by=a(x, +b t)+b(y, —a t)=ax, +by, +(ab —ba,)t.
Tw (20) va ab,—ba, =da, b —db a =0 suy ra (19). Vi vdy: cdc s6 nguyén x va y la nghiém cta
(19) khi va chi khi véi s6 tw nhién t nao do ta cé céng thirc (23) dwoc théa mdn.
Vay voi t=0,21,%2,... cong thirc (23) cho tit ca cadc nghiém nguyén cia (19). Vi it nhdt mot trong
hai s6 a,,b, 1a khac 0, néu (19) cé it nhat mot nghiém nguyén thi né c6 voé han nghiém nhw viy.
Ta chitrng minh dinh ly sau day

Pinh 1y 16. Néu a va b la cdc sé tw nhién nguyén té ciing nhau thi ton tai cdc s6 tw nhién u va v
théa mdn au—bv=1,

Chirng minh. Theo Dinh ly 15 thi ton tai cic s6 nguyén X, va Yy, théa man ax, +by, =1. Ta chon
s6 nguyén t, théa man t,>x,/b va t, >y,/a, dit u=x,+bt, >0 va v=—(y,—at,)>0. Khi d6
u va v lacacso tw nhién va au—bv=ax, +by, =1.o

T Dinh ly 16 ta suy ra ba hé qua sau day
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Hé qua 1. Néu cdc s6 tw nhién a,b,1,m théa mdn a' =b™ va |,m la cdc s6 nguyén té cing nhau thi
ton tai it nhdt mét sé tw nhién n théa médn a=n" va b=n'".
Chirng minh. Vi (1,m) =1 nén theo Dinh 1y 16 suy ra ton tai cac s6 tw nhién r va s ma Ir—-ms=1,
m v ~ 9
Vivaytr @ =b" suyra a=a""™ =a" / am =(br/a5) . Do d6 a la lily thira bAc M cda s6 hitu ty
b"/a® nén theo Pinh ly 7 suy ra né 1a liiy thira bAc M ctia mot s8 ty nhién n=b"/a®. Vi vay
a=n"suyrab™=a' =n™ chitngté b=n".vay a=n" va b=n' véi n 1as6 tw nhién. O
Hé qua 2. Néu a va b la cdc sé tw nhién nguyén t6 cuing nhau thi moi s6 tw nhién N> ab déu cé thé
biéu dién dwéi dang n=ax+by, véi X,y la cdc sé tw nhién.
Chirng minh. Xét a va b 13 cAc s6 tw nhién nguyén t8 cing nhau va U,V 1a cic s6 tw nhién thoa
man Dinh 1y 16. Khi d6 au—bv=1 suy ra véi n>ab thi anu—bnv=n>ab nén nu/b—nv/a>1.
Do d6 ton tai s6 nguyén t théa man nv/a<t<nu/b (day l1a s6 nguyén 16n nhit nhé hon nu/b).
bit x=nu—bt,y=at—-nv. Tac6 x>0 va y>0 va ax+by=a(nu—bt)+b(at—nv)=n suy ra
diéu phai chirng minh. O
Lwu y ring trong Hé qua 2 thi s6 ab khéng thé thay bang mot s nhé hon. Vi néu (a,b) =1 thi s8
ab tw n6 khong c6 biéu dién dang ax+by=ab véi X,y 1a cic s6 tw nhién. That vay, gia st
ab=ax+by thi ax=(a-y)b suyravi (a,b)=1 b|x nén x>b.Vvay ab=ax+by>ab+by>ab,
nhwng diéu nay 1a khong thé.

Hé qua 3. Vi cdc sé tw nhién cho trwedc a>1,m,n thi (am -1a" —1) =a™ 1,

Chirng minh. Pt § =(m,n) thi m=46m,n=4n, véi m, va n, 1a cdc s§ tw nhién nguyén td cing
nhau. Theo Dinh 1y 16 thi ton tai cic s6 tw nhién U,V théa man mu—nv=1suy ra o =mu—nv.
pit d =(a"-La"-1).Ro rang ™" ~1|a" -1 va a™ ~1|a" -1 suy ra a"" ~1|d . Mat khac ta
cod|a™—1lsuyrad|a™-1vad|a"—1lsuyrad|a™—1.Vivay

d | am _g" =gag" (amu—nv —l) —amv (aé' —l)

Do d|a" -1 va a>1suyra (d,a)=1vavivay d|a’ —1.Hé quala d]a™ —1 ma theo cong thirc
a(™n —1]|d thisuyra a™ _1=d = (am -1a" —1), diéu phai chirng minh. O

Vay ta da chirng minh cac nghiém nguyén ctia phwong trinh (19) dwoc cho béi cong thire (23). Bay
gi®r ta xét trweong hop tong quat hon dang (18) véi s6 bién tuy y m . Phwong phap tim cic nghiém
ctia phwong trinh (18) trinh bay dwéi day 1a mot trong cadc phwong phap don gidn nhit.

D4u tién lwu y rang ta chi can xét phwong trinh (18) véi a, (1=12,..,m) 1a cic s6 tw nhién bai vi
cac hé s6 bang 0 khong dnh hwdng téi cac nghiém va néu c6 hé sd a <0 thi ta chi can thay a, boi
—a, va ddi ddu cua bién s6 twong wng. Néu c6 hai hé s6 a, bang nhau chang han a =a, thi dit

X, + X, =X ta c6 phwong trinh

(24) axX+aX, +a,X, +...+a,x, =h.

T moi nghiém nguyén X, X,,..., X, cua (18) ta c6 thé nhin dwgc nghiém X, X3, X,,..., X,, cua (24)

bang cach dit X=X +X,. Ngwoc lai tir moi nghiém nguyén X, X,,X,,... cia (24) ta c6 thé nhin

dwoc nghiém cta (18) bang cach dit x, 12 s6 nguyén tly y va X, = X—X;. Vi viy viéc tim tit ca cac



CHUONG 1. TINH CHIA HET VA PHU'ONG TRINH BAT PINH BAC MOT |17
nghiém nguyén cua (18) trong trudng hop cé hai hé sd bang nhau dwgc quy vé viéc tim cac
nghiém nguyén cuia (24) véi s6 bién it hon.

Néu c6 hai hé s6 trong (24) bang nhau thi ta lai c6 thé tién hanh gidm bién nhw vay. Vay ta c6 thé
gia str cac hé s ctia phwong trinh (18) 1a cac s ty nhién phén biét. Gid si &, 1a s6 16n nhat trong
cac hé s6 d6. Khi d6 a, > a, . Gia st khi chia &, cho @, ta nhin dwgc thwong s6 K va s6 duw a;. Khi
dé ta c6 a=a,k+a, voi K 1a s tw nhién va &, 1a s6 nguyén théa mian 0<a,<a,. Dit
X =k +%, X, =%, 8 =a,. Ta c6 a,x+a,X, =a,(kq +X,)+a,x, =a/ X +a,X,. Vi vay (24) c6
thé viét lai thanh

(25) X +ay, X, +a; X, +...+a, X, =h.

T moi nghiém nguyén X, X,,..., X,, cia (24) ta nhan dwoc nghiém nguyén X, X;, X;,..., X, ctia (25)
bang cach dat x| =kx, +X,, X, = X, . Ngwoc lai tir moi nghiém X/, X3, X5,..., X,, clia (25) ta nhan dworc
nghiém nguyén cta (18) bang cach dit X, = X, X, = X, —Kx;.

Vi vay bai toan tim cic nghiém tw nhién cia (18) dwoc quy vé viéc giai phwong trinh (25) véi s
1é6n nhat trong cac hé s6 cua cac bién la nho hon s6 1én nhat trong cac hé s6 ctia (18). Tiép tuc nhw
vay, tir phwong trinh (25) ta lai nhin dwoc phwong trinh véi s6 1on nhét trong cac hé s6 cia cac

bién 12 nhé hon s6 16n nhit trong cac hé s6 clia cac bién cta (25). Qua trinh nady dan t&i mot
phuwong trinh mot bién ma da biét cach giai.

Vay ta da chirng minh dwoc véi phwong trinh tuyén tinh hé s6 nguyén thi ton tai phwong phap tim
tit cd cac nghiém nguyén ctia né. Tuy nhién phwong phap trinh bay & trén chwa dwa ra mét quy
tac thun tién nhit d€ tim tit ca cac nghiém cta phwong trinh tuyén tinh trong thwc t€ ma mai chi
la mot chitng minh sw ton tai ctia cac nghiém.

Néu trong (18) c6 mét hé s a,,a,,...,a,,, chang han a,, bang 1 thi tit ca cic nghiém nguyén cua
(18) nhén dwoc bang cach 14y X,, X,,..., X, thy yva dit X, =b—a, X, —a; X; —...—a, X,,.

Dé thdy néu phwong trinh (18) c6 nghiém nguyén va Mm>1 thi né c¢6 v6 han nghiém nguyén. That
vdy, néu Y, Y,,..., ¥, 1a cic s6 nguyén thoa man a Yy, +a, y,+...+a,y, =b thi dit x, =y, +a_t
voi 1=1,2,...,m-1va x, =y —at—..—a, ,t , véit,t, .t . 1acicsd nguyén tiy y ta nhan

dwoc cac sé nguyén X, X,,..., X, théa man (18).

Ciing dé dang chirng minh rang néu (18) c6 nghiém nguyén X, X,,..., X thi cic s6 nguyén

Xy Xy .-y X €6 thé bi€u dién thanh t8 hop tuyén tinh cia M—1 tham s6 nguyén.

Tinh chit nay cho phép ching ta tim cic nghiém nguyén clia hé N phwong trinh tuyén tinh m
bién. D€ lam diéu d6 ta khai trién cac bién cua phwong trinh th nhit thanh t6 hop tuyén tinh cta
M—1 tham s véi hé s6 nguyén va thé vao N—1 phwong trinh con lai. Khi d6 c6 thé coi cac tham s&
nhuw 13 c4c bién s6 va ta nhan dwgc hé N—1 phwong trinh M—1 bién. Qua trinh nay lap lai va cudi
cung ta nhin dwoc hodc la mot phwong trinh (mdt hodc nhiéu bién) ma da biét cach giai hoic la
mot hodc nhiéu phwong trinh mot bién.

12. Pinh 1y s6 dw Trung Hoa

Pinh ly 17. Gid str M la s6 tw nhién = 2,8,,8,,...,a, lda cdc s6 tw nhién déi mét nguyén té cung nhau
va I,r,,... I lacdc sé nguyén tity y. Khi dé ton tai cdc s6 nguyén X, X,,...,X,, théa mdn

(26) ax+rn=a,X+r=.=a X +I.

Chirng minh. DPinh Iy diing vél M=2 vinéu a,,a, 1a cic s6 nguyén t6 cing nhau thi phwong trinh

a X—a, y=r,—I c6 nghiém nguyén x va y. Gid st M 13 s8 tw nhién tuy y > 2. Gia st dinh ly
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dung véi m. bat a,a,,...,a,,a,, 1a cic sO tw nhién d6i mot nguyén t6 cung nhau va dat

o A Y &

I, 1. 1a cac sO nguyén tuy y. Tir gia thiét dinh ly ddng véi m suy ra ton tai cac sO nguyén

X;s X5,y X, thda man (26). Vicacsé a,,a,,...,a, 1a nguyén té cing nhau véi a ., nén theo Pinh ly

6° thisd @ a,...a, nguyén td cing nhau véi a_,, va do d6 ton tai cic s6 nguyén t va u théa min

_ N e Madia. A s o -
aa,.a,t-a, u=r,—ax-—n bat X =——"t+X, voi 1=12,..,m va X, =U. RO rang
8
cac s6 X[, X,,..., X, ., nguyénva a X +hL=a, X, +I,=..=a_,, X ,+r ., theo quy nap suy ra dinh

ly dwgc chirtng minh. O
Tt Pinh ly 17 suy ra néu c6 hai trong M>2 s ty nhién &,a,,...,&, 12 nguyén t6 cing nhau va
I, T,,..., I, 12 cic s6 nguyén tuy y thi ton tai s6 nguyén K thda man khi chia kK cho a,a,,...,a, ta

lan lwgt nhan dwoc cacso duw I, 1,,..., I, . Pay la ly do dinh ly dwoc goi la dinh 1y cac s6 dw.

Hién nhién khi cong vao K cic boi s tiy y ctia s6 @, a,...a, thi ta nhin dwgc s§ nguyén ma khi
chia cho a;,a,,...,a, ciinglan lwot cho cics6 duw I,1,,...,I, . Suy ra ton tai vo han cac s6 nguyén cé
tinh chat nay.

Ta trinh bay mo6t tng dung don gian cta Dinh 1y 17. Cho trwéc hai s6 tw nhién m va s. Ta da
chirng minh trong muc 4 rang day cic s6 F, = 2% +1 (k = 0,1,2,...) la d6i mot nguyén t6 cung
nhau. Pt 8, =F° va r=- v6i moi i=12,...,m. Vé4i c=a x +I, cdng thirc (26) suy ra
F'x =a, X =a, X +L—f=C+inén F*|C+i véimoi i=12,..m Vi F >1véii=12,.., nén cic
s6 C+1,c+2,...,c+ M déu chia hét cho liiy thira bic S cia mdt s6 tw nhién 16n hon 1.

Vi vay ta c6 két qua sau: v&i moi sé tw nhién S ton tai ddy dai tily y cdc s6 tw nhién lién tiép ma mdi
s6 déu chia hét cho mét lily thira bdc S ctia mdt sé tw nhién Ién hon 1.

13. Pinh ly Thue

Pinh ly 18 (Thue [1]). Néu m la sé tw nhién va a la s6 nguyén nguyén té cung nhau véi m thi tdn
tai cdc s6 tw nhién X va Yy déu nhé hon Jm va cdc s6 ax+ y déu chia hét cho m véi cdc ddu +
thich hop.

Chirng minh. Pinh ly ding véi M =1 vi trong trwedng hop nay ta dat Xx=y=1. Gid st m 1a sd tw
nhién lén hon 1. Ky hiéu q 1a s8 tw nhién 1é6n nhit nhé hon hodc bang Jm . Khi d6 qg+1> Jm va
(q+1)° >m. Xét bidu thirc ax—Yy véi X,y nhan cic gia tri 0,1,2,...,q. C6 ding (q+1)" >m biéu
thirc nhw vy ma chi c6 thé c6 m s6 dw khac nhau c6 thé nhin dwoc khi chia mot s6 cho m nén
ton tai hai cap phan biét x,, Y, va X,, Y, v&i X, = X, ma cic biéu thirc ax—Y c6 cung s6 dw khi chia
cho m.Hé qualasd ax, -y, —(ax,—Y,)=a(%—%,)—(¥,—Y,) chia hét cho m. Ta khéng thé c6
X, =X, vl néu nhw thé thi y,—Y, chia hét cho m ma vi 0< ylsqs%<m(vi m>1) va
0<y,<m nén ta c6 mau thuin vi cic cdp X,Y, va X,,Y, 1a phan biét. Pang thirc y, =Y, ciing
khong xay ra vi néu nhuw thé thi a(X1 — XZ) chia hét cho m ma a nguyén t6 cung nhau véi m nén
m|(x —X,) vavi 0<x <q<m, 0<X,<( va X, #X, suy ramiu thun. Viy ta phdi c6 X # X, va
Y, #Y,. Vi X, =X, X=X —X, la s6 tw nhién. S6 y, — VY, c6 thé la s6 nguyén 4m nhwng né khac 0
nén y:|y1—y2| la s6 tw nhién. Ta cé X=X —X, sx13qse\/ﬁ, ySqu/E va do do6 chon cac du
+va - thich hop ta co a(x1 —X, ) —(yl - y2) =axz*y chia hétcho m.biéu phai chitng minh. O
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V&i mot s6 thay doi tir chivng minh & trén ta nhan dwoc két qua tong quat hon sau diy dwoc trinh
bay b&i Scholz va Schoenberg ([1] trang 44): néu m,e va f Id cdc s6 tw nhién théa madn

e<m, f <m<ef thivéisénguyén a ma (a,m)=1 ton tai cdc s6 nguyén X va y ma véi cdc ddu +
va- thich hop ta c6 m|axty va 0<x<f, 0<y<e. Ve cic téng quat khac cta Pinh ly Thue c6
thé xem trong Brauner va Reynolds [1], Modell [6] va Nagell [6].

14. Cac s6 khong c6 wéc sd chinh phwong

S6 nguyén khong c6 wéc s6 chinh phwong néu né khéng chia hét cho moi binh phwong cac s6 tw

nhién >1. Cac s6 tw nhién khong c6 wéc s6 chinh phwong <20 1a: 1, 2, 3,5, 6,7, 10,11, 13, 14, 15,
17, 19.

Tt két qua da dwoc chirng minh trong muc 12 suy ra ton tai day dai tly y cac s tw nhién lién tiép
ma tat ca cic s6 d6 déu cé wdc sb chinh phwong. Trong bén s6 tw nhién lién ti€p ludn ton tai s6 cd
wée s6 chinh phwong (vi 6 it nhat mot sé chia hét cho 4 =2%). C6 thé chirng minh ring ton tai vo
han cic bd ba s6 tw nhién lién ti€p ma cac s6 dé déu khong c6 wéc s6 chinh phwong.

C6 thé chirtng minh rang moi s6 tw nhién >1 déu la téng cia hai s6 khdng c¢6 wéc s6 chinh phwong
va c6 vo han cach biéu dién s& d6 thanh hiéu cta cac sé nhw vay (Nagell [1]. Sierpinski [36]). Hon
nita mdi s& tw nhién da 16n déu 1a téng ctia mot s6 khong c6é wée s6 chinh phwong va mot sé tw
nhién (Estermann [1], Hooley [1]). Ta chitng minh dinh ly sau day

Pinh 1y 19. Mdi s6 tw nhién n déu cé biéu dién duy nhdt dwéi dang n =Kl véi k va | la cdc s6 tw
nhién va | khéng cé wéc sé6 chinh phwong.

Chitng minh. Véi moi s6 tw nhién n, ky hiéu kK 1a s6 tw nhién lén nhét théa man k*|n. Ta c6
n=k’l v&i | 13 s6 tw nhién. Néu | c6 wéce s6 chinh phwong thi diat | =r?s véi r,s 1a cac s6 tw
nhién va r>1. Vivay n=(kr)’s va do d6 (kr)>|n véi kr >k, mau thuin véi dinh nghia cta K .
Bay gior gia sit n= k12|1 véi kI, 1a cac s6 tw nhién va |, khong c6 wéc so chinh phwong. Dat
d =(k,k,) tacé k=dh, k, =dh, véi h,h 1a cac s6 tw nhién va (h, h)=1. Vi n=d*h’*l =d*h/l, ta
c6 h’l =h?l, vavi (hz, hf) =1 nén theo Pinh Iy 5 suy ra h* |1, chitng té h=1 vi |, khéng c6 wéc s8
chinh phwong. Suy ra k =dh=d. Nhung vi d |k, ta c6 k|k, suyra k <k, ma theo dinh nghia cta

k va ding thite n=k’l, suyra |l =1. o
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CHUONG 2

GIAI TiCH DIOPHANTE BAC HAI VA CAO HON

1. Giai tich Diophantine mdt bién

Giai tich Diophante la mét nhanh cida ly thuyét s6 tip trung nghién ctru cic phwong trinh nghiém
nguyén. Cac phwong trinh nay dwgc goi la phwong trinh Diophante. Chiing dwoc ddt theo tén cia
nha toan hoc Hy Lap Diophantus, ngu¢i song trong triéu dai Alexandria vao thé ky thi 3 trwéc
Coéng Nguyén va da nghién ctru vé nhitng phwong trinh thuéc dang noéi trén tir rat sém.

Ta bat dau vdi cAc phwong trinh mot bién bAc tuy y.

Gia str v€ trai clia phwong trinh 1a mét da thirc véi hé s6 nguyén, nghia l1a c6 dang

(1) a, X" +a, X" +..+a_, x+a_ =0,

trong d6 m 1a soO tw nhién cho trwéc va a,,4a,,...,a, la cac so nguyén véi a, =0 va a, #0. Néu

ton tai s6 nguyén x thoa man phwong trinh (1) thi

(3™ +a, X" +..+a, ,)x=-a

m*

suy ra x phaila wéc so nguyén cla a,. Mat khacvi a, khac 0 nén né chi c6 hitu han wéc s6 do dé
tAt cA cac nghiém nguyén cta phwong trinh (1) c6 thé tim dwgc bang hitu han cac phép thir. Ta chi
can lan lwot thay thé cic wéc s6 (cad Am va dwong) clia a,, vao phwong trinh (1). Néu a, =0 third
rang X =0 12 nghiém ctia phwong trinh. Cac nghiém khac 1a nghiém ciia phwong trinh rut gon

m-1 m-2
QX +a X “+..+a,,Xx+a,,=0

m-2 -

trong d6 cac nghiém tim dwgc theo cach twong tw cho truong hop a,, #0. Néu a,, =0 thi
phuwong trinh dwoc rut gon xuéng bac m—2 vata ap dung quy nap.

Xét vi du phwong trinh X’ +x+2=0. Cac nghiém nguyén clia phwong trinh nay déu 1a wéc s6

nguyén ctia —2. Thix truc tiép ta thiy chi c6 —1 théa min phwong trinh vay suy ra dé 1a nghiém
nguyén duy nhat cin tim.

Vé&i phwong phap vira trinh bay ta ¢ thé nhin thiy vé mat ki thuat thi khéng khé dé tim tit ca cac
nghiém nguyén cho cac phwong trinh Diophante dang da thirc. Tinh huéng nay rat khac véi viéc
giai cac phwong trinh dai s6 ma nhw ching ta da biét thi cong thirc nghiém tdng quat cho cac da
thirc bic ba va bén 1a rat phirc tap. Hon nita véi mot s6 da thirc bac cao hon bén thi cdc nghiém
khong thé tim dwoc bang cac phép giai dai s6.

Twong tw nhw thé, viéc tim tit cd cic nghiém hitu ty cia cic da thirc véi hé s6 nguyén cling khéng
phirc tap hon. Gid s s0 hitu ty r théa man phwong trinh (1) véi hé s6 nguyén a,,4a,,...,a,. Ta gia
thiét a, #0 va néu bo qua trwomg hop r=0 thi c6 thé gia thiét thém a, # 0. Biéu dién r dudi
dang r=k/s, trong d6 s 1a s6 tw nhién, k 12 s6 nguyén va (k,s)=1. Thay x=k/s vao (1) ta c6
k™ =—(a k™ +a,k™*s+..+a,s"")s,
a,s" =—(a k™ +a k" *s+..+a,, 5" k.

Phuwong trinh thir nhit chirg té s|a, k™ ma (k,s)=1 suyra s|a,. Phwong trinh thi hai chirng to
k|a,s™ ma (k,s)=1 suyra k|a,. Vay nghiém hitu ty clia phwrong trinh ban dau cé thé tim dwoc
3 A 2 7 A N OGN =2 k 7 hY 7
bing hitu han cac phép thir nhw sau: lan lwot thay x béi cac phan s6 t6i gidan — trong do6 K 1a wéc

S

sO nguyén cla @, va S la wéc s tw nhién clia a, sau d6 tim xem phén s6 nao thda man.
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2. Cac phwong trinh Diophante nhiéu bién

bé6i véi cac phuwong trinh Diophante nhiéu bién c6 mot s6 vin dé sau diy dwoc dat ra: phwong
trinh cé it nhdt mgt nghiém nguyén hay khdng? S6 nghiém nguyén ctia phwong trinh la hitu han hay
vé han? Tim tdt cd cdc nghiém nguyén ctia phwong trinh dé?

Cac van dé nay c6 mirc d6 kho tang dan theo trinh tw dwoc dit ra & trén. Doi véi mot s6 phwong
trinh thi ta khéng cé ciu tra loi cho cad ba ciu hoi néu trén. Vi du hién nay ta chwa biét phwong
trinh x® + y®+ 2% =30 c6 nghiém hay khong. Nhung ta d3 tim dworc it nhit bén nghiém nguyén ctia
phwong trinh xX*+y*+z° =3 1a (x,y,2)=(1,1,1),(4,4,-5),(4,-5,4),(-5,4,4). Hon nita mdc du ta
chirng minh dwoc phwong trinh nay khong con nghiém nao khac trong truwong hop
X+ y+12|<150000 (Scarowsky va Boyarsky [1]) nhung ta van khong biét n6 con nhitng nghiém
khac hay khong. Mirc do phirc tap cia phép giai phwong trinh nay dwoc L.J.Mordell [5] so sanh véi
sw xudt hién ctia cac chir s6 1,2,...,9 trong biéu dién thip phan cta ~.

Mot vi du khac, ta biét phwong trinh X* +y° +2° =2 ¢6 v6 han nghiém nguyén vi ta d3 tim dwoc
mot ho nghiém vo6 han clda né la (X, Y, Z) = (1+ 6n°,1-6n°, —6n2) v&i n la so tw nhién tuy y. Nhung
ta van chwa biét d6 c6 phai tit ca cac nghiém cta phwong trinh nay hay khéng. Mat khac ta c6 thé
chitng minh phwong trinh x° +y® +2° =4 khéng c6 nghiém nguyén b&i vi mét 1ap phwong chia
cho 9 sé c6 s6 dw la 0,1 hodc 8, nhw thé tong cta hai 14p phwong khi chia cho 9 sé dw 0,1,2,7,8. Do
dé6 tong cua ba lap phwong khi chia cho 9 sé dw 0,1,2,3,6,7,8 nhung khéng thé 1a 4 hodc 5. Do d6 ca

hai phwong trinh X* +y°* +72° =4 va x>+ y° +z° =5 deu khéng c6 nghiém nguyén. Téng quat hon,
phuwong trinh X* + y® +z° =k 12 v6 nghiém trong trwdng hop k chia 9 dw 4 hoic 5).

Phuong trinh X*+Yy*+2° =6 ¢6 cac nghiém (x,y,z)=(-1-1,2),(~43,-58,65),(-55,—235,236)
nhwng ta khéng biét s6 nghiém ctia phwong trinh nay 1a hiru han hay khong.

Trong mot s6 trweong hop khé khan cla viéc tim tit ca cac nghiém nguyén clia mot phwong trinh
chi thuan tay la van dé tinh toan so cdp bdi vi ngay ca khi ta da biét phwong phap tim tat ca cac
nghiém van c6 thé tén rat nhiéu thoi gian dé tinh todn cu thé.

Vi du xét phwong trinh Xy =2 —1. Ta c6 thé chitng minh dwoc phwong trinh nay c6 nghiém
khong tdm thwong (x va Y déu 16n hon 1) nhung ta khong thé tinh dwoc cu thé du cho trén ly
thuyét ta c6 thé dem 2°*° —1 chia lan lwot cho cac s6 nhd hon 2*° —1 d& tim dwoc cic wéc s6 cla
né. Cac tinh todn nay doi hoi rat nhiéu thoi gian.

Mit khéc ta cling chwa biét c6 mot phwong phap nao ma sau mot qua trinh tinh todn hiru han c6
thé quyét dinh ring phwong trinh X* +y* +z° =30 c6 thé giai dwoc hay khong. T4t nhién 1a c6 thé
chirng minh phwong trinh nay khéng c6 nghiém nguyén dwong kha dé dang.

3. Phwong trinh X° +y? = 7°

Ta xét mot phwong trinh dac biét bic hai véi ba bién: phwrong trinh Pythagoras

2) Xt +y? =27

Phwong trinh nay dac biét quan trong trong linh viwrc tam giac lwong va hinh hoc giai tinh. Hon nita
trweong hop riéng cia né khi X=1Y ¢6 lién quan trwec ti€p véi chirng minh don gidn nhit cho sy ton
tai ctia cac so hiru ty.

Ta sé tim tit ca cAc nghiém hitu ty caa (2).

B6 qua cac nghiém tdm thwong khi mot trong cac bién X, Y triét tiéu, ta chi xét cac nghiém tw
nhién vi ddu cta bién s6 khong anh hwdng téi phwong trinh. Néu X, Y,Z 1a cac s6 tw nhién thda
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man (2) thi tanéi (x,y,z) la mot bg sé tam gidc Pythagoras (xem thém cudn séch néi riéng vé cic
tam gidc nay dwoc soan béi Sierpinski [35]).

Mot nghiém cida (2) dwoc goi la nghiém nguyén thily néu X, Y, Z 1a cic s6 tw nhién va khéng c6 wéc
s0 chung 16n hon 1. Néu &,77,< 12 nghiém nguyén thiy cta (2) va d 1a s6 tw nhién tuy y thi

(3) x=dg, y=dp, z=dJ

cling 1a nghiém cua (2).

Nguoc lai néu X,Y,Z 1a nghiém tw nhién cda (2) thi ddt (x,y,z)=d tacé x=d¢&,y=dn,z=dg
trong d6 (&,7,¢) =1(Chuong 1 Pinh Iy 3%). Thay vao (2) ta c6 (d§)2 +(d77)2 = (dg“)z. Chia ca hai
vé cho d? tanhan dwgcbd s6 £,77,¢ 1a nghiém nguyén thiy cda (2).

Ta n6i rang nghiém ty nhién (x,y,z) ca (2) thudc 16p thir d néu (x,y,z)=d. Ta nhan thdy dé

nhin dwgc tit cd cic nghiém tw nhién thudc 1ép d ta chi cAn nhan tit ci cic nghiém nguyén thuy
cla (2) véi d. Vi vay ta chi cAn tim tit cd cadc nghiém nguyén thay cia (2).

Gia st rang X, Y,Z 1a nghiém nguyén thly cta (2). Ta chirng minh rang mot trong cac s6 X,V la
chdn va s6 con lai 1a 1&. Gia st ngwoc lai nghia 1a ca hai s6 d6 1a cung chdn hodc cung 1é. Trong
triromg hop du tién thi X*+y°=2° chin do d6 z chin va vivay X,Y,Z cé wéc chung la 2, mau
thuan. D€ chi ra truong hop thir hai cling khong xay ra ta chirng minh rang binh phwong cia mot
s6 1é chia cho 8 dw 1. That vy, mot sd 1é bat ky sé c6 dang 2k —1 véi k nguyén nao dé. Ta c6 biéu

dién (2k —1)2 =4k? —4k +1=4k(k —1)+1. Do mét trong hai s& k va k—1 13 s6 chdn nén né chia
hét cho 2 vi vay 4k (k—1) chia hét cho 8 va do d6 (2k —l)2 chia 8 dw 1. Hé qua 1a téng clia hai

binh phwong 1é chia 8 dw 2. Suy ra tong ctia hai binh phwong 1é khéng thé 1a mot binh phwong 1é
va cling khong thé 1a mot binh phwong chdn vi mot binh phwong chan sé chia hét cho 4 nén chia 8
chi c6 thé dw 0 hodc 4. Piéu phai chirng minh.

Ta c6 thé gia thiét Y 1a chdn va x 1a1é. Khi d6 z cling 12 1é. Phwong trinh (2) c6 thé viét dwdi dang

“4) y? =(z+x)(z-x).

Cacsd zZ+X va Z— X la téng va hiéu clia hai s6 1 nén ban than ching déu 1a s6 chan. Dit

(5) Z+x=2, z7—x=2b,

trong d6 a va b 1a cic s6 tw nhién. Vi vdy z=a+b,x=a-b. Cac dang thitc ndy suyra a va b
nguyén to cung nhau vi néu ngwoec lai ta gia st ching cé wéc s6 chung 0 >1 thi z=kd,x=158
trong d6 k va | 1a cac s6 tw nhién. Khi d6 y* =z>—x* = (k2 —Iz)é'2 trong d6 y* chia hét cho &2
suy ra Y chia hét cho & (Chwong 1 muc 6 Hé qua 2). Piéu ndy mau thuln véi gia thiét X,Y,Z 1a
nghiém nguyén thiy vi 6 >1 lai tré thanh wéc s6 chung lén hon 1 cta X, Y, Z.

Theo gia thiét Y chdn nén y=2c trong d6 c¢ 1a s6 tw nhién nao d6. Thay vao (5) va rut gon,
phwong trinh (4) tré thanh

(6) c? = ab.

Nhung do (a,b)=1, 4p dung Pinh Iy 8 Chuong 1, dang thirc (6) suy ra cac sé a,b déu la binh
phwong. Nghiala a=m?,b=n?, trong d6 M, N 12 s6 tw nhién va (m,n)=1 (do (a,b)=1). Vivay

z=a+b=m?+n?  x=a-b=m?-n?,

vado c*=ab=m?n* may=2cnény = 2mn.
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Vay ta di chirng minh dwoc néu X, Y, Z 1a nghiém nguyén thiy cta (2) va Y 1a s6 chn thi
(7) X=m?—n®, y=2mn, z=m’+n?
trong d6 M,N la s6 tw nhién véi (m,n)=1va m>n vi x la s6 ty nhién. Hon nita mét trong cac s6
M, N 1a chén, s6 con lai 14 1&. That vy, chiing khong thé cung chan vi chiing nguyén t§ cing nhau.
Chiing cling khong thé cung 1é boi vi néu ching cung 1é thi tir (7) suy ra tat ca cac so6 X, Y,Z phai
chan, mau thuan véi (x,y, z)=1.Vay 2|mn suyra y =2mn chia hét cho 4.
Ta chirng mnh diéu nguwoc lai cling diing, nghia 1a néu M, N 1a hai s6 ty nhién nguyén t6 cung nhau,
m>n va mot trong hai s6 12 1, s& con lai 1a chan thi cac s6 X, Y,Z nhan dwoc tir M,N theo cong
thtrc (7) tré thanh nghiém nguyén thuy cuia (2).
DAu tién ta chd y rang cac s6 X, Y,Z thu dwoc bdi cong thire (7), M,N 14 cc s6 tw nhién va m>n
tré thanh nghiém cda (2). Ta chi cAn kiém tra rang

2 2
(8) (m?*=n?) +(2mn)’ =(m*+n?)".
Bay gio st dung gid thiét M, N nguyén t6 cing nhau ta chirng minh (x,y,z)=1. Gid st ngwoc lai
thi ton tai wéc s6 chung & >1 clia cac s§ X, Y,Z. S6 & khong thé chdn vi z=m? +n® 1a tong cla
mot binh phwong 18 va mét binh phwong chn sé 1a 18. Nhung theo (7)
(9) 2m?> =x+z, 2n*=z-X;

Do d6 m* va n* déu chia hét cho &. Dieu nay khong thé vi (m,n)=1 suy ra (m*,n’)=1. Cong
thirc (9) ching toé rang &ng v&i cac s6 M, N khac nhau ta c6 cac nghiém X, Y,Z khac nhau. Cac két
qua trén dan ta tdi v6i dinh ly sau day

Pinh 1y 1. Tdt cd cdc nghiém nguyén thiy cia phwong trinh X* +Yy° =2° véi Y chdn dwoc cho béi
(10) X=m?—n®, y=2mn, z=m’+n?
véi M,N la cdc s6 tw nhién nguyén té ciing nhau va trong dé c6 mét s6 chan, mét s6'1é, m >n.

J.Ginsburg [1] da lwu ¥ d6i véi mot nghiém nguyén thiy ciia phwong trinh X* +y* =z° thi dé liét
ké mot cach c6 hé théng cac cap s6 M,N théa man diéu kién trong Dinh 1y 1 (déi khi con goi la
phén ti sinh ctia nghiém) thi chi can xét ty s6 (x+z)/y nhwla mot phan s6 toi gian m/n 1a du.

bé liét ké mot cach trinh tw tit ca cadc nghiém nguyén thiy cta (2) ta lan lwot xét cac gia tri 2, 3, 4,

.. cla m va v&i mdi gia tri d6 ta xét cdc s6 n nguyén td cing nhau véi m, nhé hon m va la sé
chan néu m 1é. Theo cach nay ta c6 bang 20 nghiém nguyén thuy dau tién nhw sau

diéntich

=

X y z dién tich

3
=
x
-
N

13 84 85 | 546
63 16 65 | 504
55 48 73 | 1320
39 80 89 | 1560
IS | 112 | 113 | 840
77 36 85 | 1386
65 72 97 | 2340
17 | 144 | 145 | 1224
99 20 | 101 | 990
91 60 | 109 | 2730

3 4 S 6

5 12 13 30
15 8 17 60

7 24 25 84
21 20 29 | 210
41 180
35 12 37 | 210
11 60 61 330
45 28 53 | 630
33 56 65 | 924
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W= 00 & N dWnW—0>0
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Nhuw da biét d€ thu duoc tit ca cac nghiém tw nhién cia phwong trinh (2) ta phai nhan moi nghiém
nguyén thuy lan lwot véi cic s tw nhién 1, 2, 3,... roi bd sung thém nghiém bang cach dai vai tro
cia x va Y.Hon nira moi nghiém tw nhién cua (2) sé thu dwgc mot Ian duy nhit theo cach nay.
Mait khac theo ding thirc (8) thi khi thay cic s6 tw nhién M,N véi m>n vao cong thirc (7) ta thu
dwoc nghiém tw nhién cda (2). Theo cach nay thi du cho b6 sung thém cac nghiém bang cach déi
vai tro cia x va Y ta cling khong thu dwoc tit ca cdc nghiém tw nhién cua (2). Chang han ta khong
thé thu dwgc tr (7) nghiém 9,12,15 do khong ton tai s6 tw nhién m va n<m thdéa man
15=m?+n? (béi vi khéng c6 s6 nao trong cic s6 15-1° =14,15-2°=11,15-3° =6 1a binh
phuwong dung).
Tat ca cac nghiém cua (2) dwgc cho bdi cong thirc sau diy

x=(m*-n’)l,  y=2mnl, z=(m’+n)l,

trong d6 M, N<M va | 13 s6 tw nhién, sau d6 bd sung thém cac nghiém thu dwoc bang cach déi
vai tro x va Y. Tuy nhién cong thirc & trén lai cho cac nghiém tring nhau déi véi mot sé bo s6
m,n,I khac nhau. Ching han nghiém 12,16,20 thu dwoc khi m=2,n=11=4 va
m=4,n=2,1=1. Nghiém 48,64,80 thu dwoc khi m=8 n=4,1=1; m=4,n=21=4va
m=2,n=11=16.

Nghiém dAu tién dworc liét ké trong bang & trén la nghiém cua phwong trinh (2) véi X, Y, Z 1a cac s6
tw nhién nho nhat c6 thé. Hon nita trong nghiém nay thi cac s6 X, Y,Z con la sé tw nhién lién tiép.
Khong kh6 dé chirng minh d6 chinh l1a nghiém duy nhét chira cic s6 tw nhién lién tiép. That vy,
néu ba s6 tw nhién lién ti€ép n—1,n,n+1 théa min phwong trinh (n —1)2 +n® = (n +1)2 thi n®* =4n
suy ra N=4 va ta thu lai nghiém 3,4,5. Dé dang chitrng minh phuwong trinh 3" +4" =5" khong c6
nghiém tw nhién n nao trir nghiém n=2. Thit viy, ta c6 3+4>5 do d6 n=1 khéng phai nghiém
can tim. Hon nita 3° +4° =5° vavéi n> 2 thi
5" =5%.5"? =3?.5"% 1 4%.5"? 5> 3.3 1 4°.4"* =3" + 4",

Vivay 3"+4" 25" véi moi N> 2. Twong tw ta chitng minh dwoc néu a® +b* =c® thi a"+b" <c"
vGéi moi N> 2. Mt khac phwong trinh 3 +4” =5 chi ¢6 nghiém ty nhién duy nhit x=y=z=2
nhung chitng minh diéu nay khong dé (Sierpinski [17], Nagell [11]).

L.Jesmanowicz [1] di chirng minh cac phwong trinh 5° +12¥ =137, 72 +24Y =25, 9* +40¥ =417,
11* +60Y =61 chi c6 nghiém tw nhién x=y =7z =2 va tir d6 dit ra cau hoi rang c6 ton tai cac s6
tw nhién a,b,c théa man a’+b® =c® ma phuong trinh a* +b’ =c¢* c6 nhidu hon mét nghiém
X =Yy =z =2 hay khong (Ko Chao [2],[3],[4]).

Ngoai ra ta da biét c6 vd han ciac bd s6 Pythagoras nguyén thuy (a, b, C) ma phwong trinh
a“+b” =c® chi c6 ding mdt nghiém tw nhién x=y=z=2 (Lu Wen Twan [1], Jozefiak [2],
Podsypanin [1], Demyanenko [1]).

Ta da chitng minh rang v&i mdi nghiém nguyén thiy cta (2) thi s6 chdn trong cac sd X, Y sé chia
hét cho 4. Vi vy trong moi nghiém X, Y,Z cta (2) thi cé it nhit mét trong hai s6 X, Y chia hét cho
4. Ta sé chirng minh trong hai s6 dé cling c6 moét sé chia hét cho 3. Gia st ngwoc lai ta viét
x=3k+1, y=3l+1, k va | 1a s6 nguyén. Vi vay x> +y’ =3(3k2 +312 i2ki2l)+2. Nhwng day
khong thé 1a binh phwong ding vi binh phwong ctia mot s6 chi c6 thé chia hét cho 3 hodc chia 3 dw
1, diéu nay 12 hién nhién vi ta c6 biéu dién (3t+1)" =3(3t* + 2t)+1.

By gi¢ ta sé chirng minh rang trong moi nghiém tw nhién cta (2) thi it nhit mot trong cac s6
X, ¥,Z chia hét cho 5. D€ chirtng minh diéu nay ta hay xét mot s6 nguyén tuy y m khong chia hét
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cho 5. Ta c6 m=5k+1 hoac m=5k+2 trong dé6 k 1a s6 nguyén nao dé. Trong trwong hop thir
nhat thi m* =5(5k*£2k)+1 va trong truong hop thtt hai m* =5(5k* +4k)+4. Nhu thé binh
phwong cia mot s6 khong chia hét cho 5 khi chia cho 5 sé c¢6 s6 dw l1a 1 hodc 4. Bay gio gia st
X, Y,Z déu khéng chia hét cho 5 thi khi d6 x* va y* chia 5 dw 1 hodc 4 suy ra x>+ y* chia 5 dw 2,3
hozc 0. Do X*+y® = z° nén loai trir hai truong hop dAu tién vi z* chia 5 khong thé c6 s6 dw 1a 2
hodc 3. Vi viy trueong hop thi ba phdi xay ra. Suy ra z chia hét cho 5. Diéu phai chirng minh.

Do (3, 4, 5) 12 tam giac Pythagoras suy ra cac s6 1,2,3,4,5 1a tit cd cac s6 tw nhién N ma ta c6 thé
két ludn rang moi bo s6 Pythagoras déu c6 it nhit mot canh chia hét cho n.

Bay gior ta sé tim tit ca cac nghiém cla (2) ma hai trong s6 cic s6 X, Y,Z 1a s6 tw nhién lién tiép. R6
rang cac nghiém nhuw thé déu la nghiém nguyén thiy. Vivay z lasé1é va z—y =1 chi c6 thé xay ra
khi Y chin. Do d6 theo (10) ta c6 m* +n”*—2mn=z -y =1 hoic twong dwong (m—2)2 =1 trong
d6 tr m>n suy ra m—n=1 nghia 13 m=n+1. Vi viay x=m’-n’ :(n+1)2—n2 =2n+1,
y= 2n(n +1), z=y+1=2n(n+1)+1. Do d6 tit ca cic nghiém cua (2) ma z—-y =1 déu dwoc cho
béi cong thitc x=2n+1 y=2n(n+1), z=2n(n+1) +1 véi n=1,2,3, .

Duwdi day la 10 nghiém dau tién

n X y z n X Y Z

1 3 4 5 6 13 84 85
2 b 12 13 7 15 112 | 113
3 7 24 25 8 17 144 | 146
4 9 40 41 9 19 | 180 | 18I
5 1 60 61 10 21 220 | 221

Va mot s6 nghiém khac thudc dang nay

n l X I y | z n x ¥ z
10 21 220 221 20 41 840 | 8004001
100 201 20200 20201 200 401 80400 80401
1000 2001 2002000 | 2002001 2000 | 4001 8004000 | 8004001

Vé cac nghiém nay xem thém Willey [1]. Tiép theo ta xét treong hop x—y ==+1.
4. Nghiém tw nhién cia phwong trinh X° +y* =7° véi x—y =+1
Trong cac nghiém nguyén thiy cua (2) dwoc liét ké trong muc 3 ta chu y hai nghiém 3,4,5 va
21,20,29. Dé dang chirng minh rang cé v6 han nghiém théa man tinh chat trong muc nay. That vy,
néu ta c6 hai s6 tw nhién x va z théa min x° +(X+l)2 =7z’ thitacé

(3x+2z+1)" +(3x+22+2)" = (4x+3z2+2)".
Thét vay, ta c6 (3x+2z +1)2 +(3x+2z+ 2)2 =18x° +24xz+82* +18x+12z+5

Tir X +(X+1)2 = 7% suyra 2x* +2x+1= 2z’ trong d6
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(3x+2z +1)2 +(3x+2z+ 2)2 =16X? +24xz2+92> +16x+122+4
= (4x+32+2)2.

Vi viy tir mot tam giac Pythagoras cho truwdc gom hai canh géc vuéng la hai s6 tw nhién lién tiép
thi ta c6 thé thu dwoc mot tam gidc Pythagoras khac véi cung tinh chit. Bat dAu véi tam giac
nguyén thdy 3,4,5 ta thu dwoc tam gidc méi cd cac canh la 3-3+2-5+1=20, 21 va
4.3+3-5+2=29. Twong twy tir tam gidc mdi nay ta thu dwgc tam gidc véi cac canh
3:20+2-29+1=119, 120 va 4-20+3-29+2=169. Dwéi diy la sdu tam gidc dau tién thu dwoc
theo cach nay

3 - 5

20 21 29
119 120 169
696 697 985
4059 4060 5741

23660 23661 33461

Khong kho dé chirtng minh rang qua trinh nay cho mét day cac tam gidc ma canh goc vudng c6 do
dai 16n hon sé& lan lwgtla chanvalé. Pat x, =3,y, =4,z =5 vavei n=1,2,3,... dat

(11) X, =3X+2Z, +1,y ,=X.+1,2 ,=4X +3z, +2.

n+1
Ta sé chirng minh (Xn, Y., Z, )(n =1, 2,...) déu 1a cac tam giac Pythagoras véi cac canh goc vudng la
cac so tw nhién lién tiép.

Bo dé. Néu cdc s6 tw nhién X,Z théa mdn phwong trinh

(12) x2+(x+1)2 =7°

va néu X >3 thi

(13) X, =3X—2z+1, Z,=37—-4x-2
la cdc sé tw nhién théa mdn phwong trinh

(14) X +(%+1) =17,

va 7,<1Z.

Chitrng minh. Theo (13) ta c6
(15) X2 +(X, +1)° = 2x2 +2x, +1=18x* + 872 — 24xz +18x 122 +5,
2 =16X* +92° —24xz +16x—122 +4.
Theo (2) thi z° =2x* +2x+1.Tacé
16X° +92% + 24Xz +16X—127 + 4 =82% +18x" — 24xz +18x—122 +5
Vatwr (15) suy ra (14).
Theo (13) ta can chitng minh X, Z, 1a cac s6 tw nhiénva z,<z.
Tirc 1a cin chirng minh 3x—2z+1>0 va 0<3z—-4x—-2<Z hodc twvong dwong
(16) 22<3x+1, 3z>4x+2 wva Z<2x+1.
Do X >3 suyra x> >3x=2x+3. Theo (12) thi
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47° =8X° +8X+4=9x* +8Xx+4—-X* <

<9x? +8x+4—(2x+3)=9x% +6x+1=(3x+1)’.
Suyra 22<3x+1vado x>0, 2z<4x+1tacod z<2x+1. Stk dung (12) va X>0 suyra

972 =18x* +18x +9 > 16X +16x+4 = (4x+2)’,
trong dé 3z > 4X+ 2 vata chirng minh dwoc (16). B6 dé dwgc chirng minh. o
Bay gitr gia st ton tai cic tam giac Pythagoras (X, X+1, Z) khac véi cac tam giac (Xn, X, +1, Zn)
dinh nghia & trén. Trong s6 cac tam gidc nhw viy tbn tai tam giac (X, Y, Z) v&i z nhé nhit. Khi dé
X khong thé nhé hon hodc bang 3 bdi vi néu ngwoc lai ta c6 (X, Y, Z) = (3, 4, 5) .bat
(17) U=3x—-2z+1, v=3z—-4x-2.
Theo b6 dé thi (u, u +1,V) la tam gidc Pythagoras v&i v < z. Do z la nho nhit trong cac tam giac
Pythagoras khong cé dang (Xn X+ Zn) nénvéi n naodétacé U=X,, V=2, va

X.y=3Uu+2v+l,y ,=x,+1, 2 ,=4u+3v+2.

n+1

Vi vay, theo (17) Xyy =3(3x—2z+1)+2(3z-4x-2)+1=Xx,
Z,., =4(3x-22+1)+3(3z-4x-2)+2=1.

Do d6 tam giac (X, X+1, Z) lai 12 mot trong s6 cac tam giac (Xn, Yo Z, ) Mau thuln. Vay ta da chirng
minh dwogc cac tam giac (Xn,Xn +1, Zn) (n =1, 2,...) la tit ca cic tam giac Pythagoras ma trong dé
hai canh gbc vudéng la cac s6 tw nhién lién tiép.

C6 thé chirng minh dwoc néu day vo han Uu,,U,,... va Vv,,V,,... dwoc dinh nghia nhw sau: u, =0,
u=3, u,=6u—-u_,+2 véi n=12,.. va V=1, v,=5, v, =6V, -V, , védi n=12,.., thi

u2 +(u, +1)° =v? véi n=1,2,..., va (U, U, +1V,) 1a tam giac thix n trong diy (11).

) . : 2n+1
Ta cling c6 thé chirng minh rang néu (1+ \/E) =a, +bn\/§ voi n=12,...,a, va b, 1a cac s6

o[- e (L) \ L )
nguyén thi 5 , 5 ,b, | 1a tam gidc thi n trong day (11).

Bay gid ta gia st cdc sO tw nhién x va z théa man (12). Do mdt trong hai s6 X, X +1 1a chn, s6 con
SN 12 N 12 N o~ o 2 2 X N 1
lailalé, z 1alé vard rang z > X+1. Hon nita z <(2X+1) WVithEu=z-x-1va V=§(2X+1—Z)

12 c4c s6 tw nhién. Vi vay theo dang thitc

<z—x—1><z—x>_(x+<1—z>j2:1( L (x41)

2 2 4

. 2
va X* +(x+1)" = 2% ta thu duoc

(18) %u(u+1)=v2.



CHU'ONG 2. GIAI TICH DIOPHANTE BAC HAI VA CAO HON | 29

S6t, = 1u (u +1) v&i U la s6 tw nhién dwoc goi 1a sé tam gidc (xem muc 16).

Cong thic (18) chirng t6 rang s6 tam gidc 1a mot binh phwong ding.
Vi vay ng v&i moi nghiém tw nhién ca phwong trinh X +(X+1)2 = 7% déu cho mot nghiém tuw
nhién cta (18) bang cichdat u=z—-x-1, V= X+(1— Z) /2. bidu ngwoc lai ciing diing: néu nghiém

twnhién U va v théa man (18) thita dat Xx=u+2v, z=2U+2v+1. St dung dang thirc

(u +2v)2 +(u +2v+1)2 ~(2u +2v+1)2 =4(v2 —%u(u +l)j

Ta thu dwoc nghiém ctia phwong trinh X +(X+1)2 =z’vau=z-x-1,v= %(2X+l— z). Nhu vay

cac cong thirc nay bién d6i tit ca cic nghiém tw nhién X,Z cta phuwong trinh X +(X+1)2 =7°

thanh tit ca cidc nghiém tw nhién u va v cta (18) hodc néi cach khac 1a thanh tit ca cac s6 tam
gidc 1a binh phwong ding. Tir diy suy ra tinh vd han cta cac s6 tam giac loai nay. Ta liét ké sau s6
tam giac nhw thé

t, =1°, t, =67, t,, =357, t,g, =204%, t,.,, =1189%, t,,,, =6930°.

Suy ra dang thirc

(19) (22-2x-1) ~2(2x-2+1)' ~1=2(2° =X ~(x+1)’)
Nghia la néu cac s6 tw nhién x, z théa man (12) thi dat

(20) a=2z-2x-1,b=2x-z+1,

Ta thu dwoc

(21) a’-2b® =1,

v6éi a,b 1a cac s6 tw nhién vi theo (12) ta c6 z <2x+1 va 4z° >(2X+1)2 trong d6 2z >2x+1.
Cong thirc (20) twong dwong véi

22) x:b+%(a—1),z:a+b.

Néu a va b 1a cic s6 tw nhién va théa man (21) thi a 14 s6 1é 16n hon 1 va cac s6 dwgc cho bdi
(22) déu la s6 tw nhién. Hon nira tir (20) suy ra (22) nén theo (21), (20) va (19) ta thdy x va z
théa man (12). Vay tir tit ca cic nghiém tw nhién X,Z cta (12), st dung cong thirc (20), ta thu
dwoc tit ca cidc nghiém tw nhién a va b cta (21). B6n nghiém diu tién cta (12) dwoc liét ké &
trén cho ta b6n nghiém (a, b) clia phwong trinh (21) : (3, 2) , (17,12), (99, 70) ) (577,408),

Nguwoc lai, tir tat ca cac nghiém tw nhién cta (21), st dung cong thirc (22) ta thu dwoc tat ca cac
nghiém cua phwong trinh (12).

5. Cac tam giac Pythagoras c6 cung dién tich

Ttr danh sach cac tam giac Pythagoras duoc liét ké trong muc 1 ta nhén thay cac tam giac (21, 20,
29) va (35, 12, 37) c6 cung dién tich (210 don vi dién tich) va vi thé c6 it nhit hai tam giac nguyén
thiy Pythagoras véi canh huyén khac nhau cé cung dién tich.

Xét cac tam gidc khong nguyén thiuly véi canh huyén <37 ta nhan dwoc 8 tam giac (6,8,10),

(9,12,15), (12,16, 20), (15, 20, 25),(10,24, 26), (18,24,30), (30,16,34), (21,28,35) véi dién tich
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lan lwot la 24, 54, 96, 150, 120, 216, 240, 294. Vi vy ta nhan thiy khong c6 cdp tam gidc nao trong
cac tam giac Pythagoras v&i canh huyén <37 c6 cung dién tich trir cip (21, 20, 29), (35,12, 37)_

Ta chd y rang néu hai tam gidc Pythagoras c6 cung dién tich va cic canh huyén bang nhau thi
ching trung nhau. Thit viy, néu (ai,bl,cl) va (az,bz,cz) 13 cdp tam gidc nhw vay véi a >b,
a, > b, thi theo gia thiét ta c6 cac ding thirc a, b =a,b, va ¢, =c, trong d6 a’ +b? =a’ +b’ suy

ra (a-b) =(a,-b,) va (a+b) =(a,+b,)" voi a-b=a,-b, va a+b=a,+b, suy ra
a=a,vab =h,.

Theo danh sach trong muc 3 ta xét tam giac Pythagoras (15, 112, 113). Tam giac nay c6 dién tich la
840 =4-210 ti&cla bdn lan 1én hon dién tich tam giac (21, 20, 29) va (35, 12, 37). Nhan hai vé cta
cac tam giac d6 1én hai lan ta lan lwot thu dwoc hai tam gidc (42, 40, 58) va (70, 24, 74) véi dién
tich ding bang 840. Vi viy ta nhan dwoc ba tam giac Pythagoras (15, 112, 113), (42, 40, 58), (70,
24, 74) déu c6 cung dién tich. T4t ca cac tam gidc ndy déu khong nguyén thuy. Ta da biét rang dién
tich chung nhé nhit ctda ba tam gidc nguyén thuy 1a 13123110 va cac tam gidc d6 la (4485, 5852,
7373), (19019, 1390, 19069), (3059, 8580, 9089). Cac phén tit sinh twong rng lan lwotla (39, 38),
(138, 5), (78, 55). Cau hdi dit ra la khi nao thi ton tai mdt s6 lwgng lén cac tam gidc Pythagoras c6
cung dién tich va c6 canh huyén khac nhau. K€t qua cho cdu hoi nay c6 trong dinh ly sau day.

Pinh ly 2 (Fermat). V&i moi s6 tw nhién n déu ton tai n tam gidc Pythagoras cé cung dién tich va
cdc canh huyén khdc nhau.

Dinh ly dwoc chitng minh bang quy nap dwa trén két qua sau day

Bo deé. Cho trwdc n tam gidc Pythagoras cé cung dién tich va cdc canh huyén khdc nhau. Ta c6 cé
thé xdy dwng n+1 tam gidc Pythagoras véi cung dién tich va canh huyén khdc nhau trong dé it nhdt
c6 mét tam gidc c6 canh huyén Ié.

Chirng minh. Cho trwéc s6 tw nhién n. Gia st (a,,b,,c,) voi a <b <c, k=12,..,nla n tam

giac Pythagoras v&i cung dién tich va cac canh huyén khac nhau, hon nira ¢, 1é. bat
(23) alizzcl(blz_aiz)ak’ b|::201(b12_a12)bk'

¢, =2¢, (b’ -a’)c,, véi k=1,2,...n

4 2 ! !
(24) a'n-*—l = (b12 _alz) ) bn+1 = 4a1blclz’ Cn+1 = 4a:l.2bl2 +Cf'
v6éi k=1,2,...,n. Khi d6 cac tam gic (a;,b;,c;) déu la tam giac Pythagoras do ching lan luot
dong dang véi cac tam giac (a,,b,,c,), k=12,.,n. Hon nita (a,,,,b,,c,,,) cling la tam giac

Pythagoras. Diéu ndy dwoc suy truc tiép tir (24), phwong trinh a” +b’ = ¢’ va déng thirc
2 2\ 212 (a2 , W2 )2 22 IS
(b*—a*) +16a’b*(a’ +b’) :(4ab +(a”+b?) )

Bay gio ta chirng minh cac tam giac (a;,by,c;) v&i k=1,2,...,n+1 théa man cac diéu kién con lai.

Ki hiéu A 1a dién tich cta cac tam giac (a.b.c), k=12,..,n.Taco ab, =2A véi k=12,...,n.

Dién tich cta cac tam giac (ay,b;,c;) voi k=12,..n theo (23) s& bang
2 2

lalb =2c? (bf—af) ahb, =4c’ (bf—af) A. Dign tich cla tam giac (a ), theo (24),

r'H—l’ br’H—l’ Cr,1+1
. 2 2
bang voi %a,'Hlbr'Hl:Z(bf—af) Cfa1b1=4cf(b12—af) A. Vi vay cac tam giac (ay,by,c;) voi

k=12,...,n+1 déu c6 cung dién tich. D& chirng minh ring canh huyén cia cac tam giac nay déu
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khac nhau ta chi y rang cac s8 ¢,,k=1,2,...,n, déu khac nhau. Mt khac theo (23), c, (k<n) déu

12 s8 chdn. Ta lai c6 theo (24) thisd c,, 1a1é do ¢, 1&. B6 dé dwgc chirtng minh. ©

Ap dung bé dé cho trwong hop N=1. Tam gidc Pythagoras nhoé nhat dwoc 4p dung trong bé dé 1a
(3,4,5). Ta c6 hai tam gidc c6 cung dién tich (ai, b, C1) va (alz,b;,clz) thi theo (23) ta c6

2(bf—af)clz2-7-5:70 va do d6 a, =3-70=210, b, =4-70=280, ¢, =5-70=350. Nén theo

(24) thi a, =(4° —32)2 =49, b, =4-3-4.5? =1200, ¢, =4-3?-42+5? =1201. Ta c6 hai tam giac
Pythagoras cén tim la (210, 280, 350) va (49, 1200, 1201) c6 cung dién tich la 29400 va cac canh
huyén khac nhau, mét trong s6 d6 la 1é. Ap dung bé dé 1an nira cho hai tam giac nay ta thu dwoc ba
tam giac Pythagoras vé&i canh huyén khac nhau va cung dién tich nhwng cic canh cta ching déu
16n hon 10%°. Mit khac, sit dung mét phwong phap khac ta dd tim ra ba tam giac nhw vy nhung
cac canh déu nhd hon 10°. Hon nita ciing ton tai bén tam giac Pythagoras v&i canh huyén khac
nhau va cé cung dién tich véi d6 dai cidc canh déu nhé hon 10°. P6 1a cic tam giac
(518, 1320, 1418), (280, 2442, 2458), (231, 2960, 2969), (111, 6160, 6161) va dién tich chung cla
chiing 1a 314880. Nam tam giac Pythagoras véi canh nhé hon 10°cé canh huyén khac nhau va c6
cung dién tich la cac tam giac phan biét (2805,52416,52491), (3168, 46410, 46518),
(5236, 14040, 28564) , (6006, 24480, 25206), (8580,17136,19164) vdi dién tich chung 73513440.

Hién nhién 1a chi ton tai hitu han tam giac véi dién tich A cho trwéc. Hon nira cac canh géc vudng
clia tam gidc d6 phai la wérc s6 clia 2A .

Mat khac tir b6 dé dé dang suy ra ton tai vo han cac tam gidc vudng véi canh hiru ty va dién tich 1a
6. That vay, tir chirng minh ctia b6 dé suy ra néu ta c6 n tam gidc Pythagoras c6 cung dién tich A
v&i cac canh huyén phén biét va mot trong sé ching la 1é thi ton tai n+1 tam gidc Pythagoras c6
cing dién tich Ad?® véi canh huyén phan biét va mot trong s6 ching 12 18, trong d6 d 1a mot s6 tu
nhién. Bat ddu véi tam gidc (3, 4, 5) va str dung b6 dé n—1 Ian ta thu dwoc n tam giac Pythagoras

véi canh huyén phan biét va cé ciing dién tich 1a 6m?, trong d6 M 1a s& tw nhién phu thudc vao n.
Chia tit ca cic canh clia cac tam gidc nay cho m ta nhan dwgc n tam gidc vuong khéng triing nhau
v&i do dai cac canh hitu ty va dién tich déu bang 6. Do n 13 s6 tw nhién tly ¥ nén ta suy ra s6 tam
giac vudng c6 canh hiru ty va dién tich bang 6 khong thé hiru han duorc.

C6 thé chirng minh kha don gidn rang v&i moi s6 tw nhién n déu ton tai 2N tam giac Pythagoras
khong trung nhau véi cung chu vi. That vay, khong c6 hai tam gidc nguyén thiy khong trung nhau
nao la dong dang, nhwng s6 tam gidc nhw vay la vo han, ta cé thé chon n tam gidc khéng trung
nhau (a,,b,,c,) (k=12,...,n) nhwvay vadat a_+b +c, =s, véi k=12,...,n.

Véi k=1,2,...,n dat

$=55,...5

n?

Ta c6 a, +b, +c, =s v6i k= 1, 2,...,n va hon nira khdng c6 cip (a;(,b,'(,ci() (k=1,2,...,n) nao

déng dang. Do d6 ching cling khong trung nhau. Danh sach tit ca cac tam gidc Pythagoras nguyén
thiy v&i canh nhé hon 10000 dwoc dan day da béi A.A.Krishnawami trong [1]. Hai tam giac bi
thiéu dwgc tim ra boi D.H.Lehmer trong [5]. Kiém tra truc tiép ta thiy c6 70 tam giac v&i chu vi
khong vurot qua 1000 va cé 703 tam giac c6 chu vi khong vieot qua 10000.

Dé dang chirng minh véi mbi s§ tw nhién s déu ton tai tam gidc nguyén thiy ma chu vi clia né 1a
liy thira bidc s cua mét sd tw nhién. Thit vdy, xét t la s6 tw nhién >s>1 va dat

m:25‘1t2,n:(2t—1)s—m.DotZStacé 1—i > 1—i 21—i=1.Ho'nnfratL‘r s>1 suy
2t 23 2s 2
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ra (2t—1)" >2°'t°. Tir d6 n la s6 tw nhién nhé hon m (vi (2t—1)’ <2°t°=2m). Hién nhién

(m, n) =1.Tim cacsé X,Y,Z tlr cong thirc (9) ta thu dwgc tam giac Pythagoras ma chu vi ctia né la
X+y+z=2m(mm+n)=[2t(2t-1)]".

V&i s =2 ta cé tam giac (63, 16, 65) véi chu vi la 122,
Dé dang tim tat ca cic tam giadc Pythagoras c6 do 16m dién tich va chu vi bing nhau (Comberousse
[1], trang 190-191). Cac canh X,Y,Z clua cac tam gidc nhw vay théa man cadc phwong trinh

X+y'=2"vax+y+z= % xy.Thé z vao ta thu dwoc phwong trinh

(25) (x—4)(y—4)=8.

Suy ra x—4|8. Ta khong thé c6 Xx—4<0 vi néu X—4=-1 hodc Xx—4=-2 ta sé lan lugt c6
y—4=-8 hodc y—4=-2 suyra y=-4 hodac y=0, v0 ly. Neu Xx—4=—-4 hodc x—4=-8 thi
X<0,v0ly.Viy x—4>0vadodévi x—4|8 suyra x—4=1,2,4 hodc 8 vado dbé x=5,6,8 hodc
12. Txr d6 st dung (25) ta thu duwgc y=12,8,6 hodc 5. Tir diy ta thu dwoc hai tam giac
(5, 12, 13) va (6, 8, 10). R0 rang hai tam giac nay khong triing nhau. Dién tich va chu vi ctia tam
giac thi nhat1a 30 va thir hai la 24.

Dé dang chirng minh ton tai vd han tam giac Pythagoras c6 canh 1 hitu ty va dién tich cta ching
c6 do6 16m bang chu vi. C6 thé chirng minh rang tit ca cac tam giac (u,v,w) nhuw vay déu c6 dang

2(m+n) 4m 2(m?+n?)
Uu=——~+%, Vv=—m, W=———~
n m-n (m-n)n

trong d6 m va n<m la cac so tw nhién.
6. Vé cac binh phwong c6 tong va hiéu déu la binh phwong
Ta sé nghién ctru vé sw ton tai cic s6 tw nhién X, Y, z,t théa man
(26) X*+y?=22, X -y’ =t
Néi cach khac ta sé di tim cac s6 tw nhién x va y thoa man tong va hiéu cac binh phwong cta chiing
déu l1a binh phwong dung. Ta cé dinh ly Fermat sau day

Pinh ly 3. Khéng ton tai cdc sé tw nhién ma téng va hiéu cdc binh phwong ctia chiing déu la binh
phuwong ding.

Chitng minh. Gia st ton tai cac s6 tw nhién X va Y théaman X° +y* =z> va x* —y* =t° véi z va
t 12 cic s6 tw nhién va z >t. Trong tit ca cac cip s6 X, Y nhuw vay ton tai cip s6 ma X* +Yy° 1anho
nhét. Ky hiéu X, Y la cap s6 d6. Tacé (x,y)=1vinéud|x vad|y thido X +y? =25 X" —y* =t*
tasésuyra d?|z?,d*|t* dod6 d |z va d |t tir d6 suy ra phwong trinh c6 thé gian wéc cho d? ma
ta da gia thiét (x, y) 1abd s6 ma X* + y* nhé nhét c6 thé, mau thudn. Vay d =1.

Theo (26) suy ra 2x* =z*+1t*. Vivay cadc s6 z va t co ciung tinh chdn 18. Suy ra cac s6 z+t va

Z—t déu chan va vivay %(z+t) va %(z—t) 1a s6 tw nhién.

Néu d |%(Z+t) va d |%(Z—t) va d lénhon 1 thi d|z.Do
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o _(zrt) (2=t
@7 X‘(zj{zj

suyra d?|x* va d|x.Tirdévi X*+y? =z° taciing c6 d | y, mau thuin véi (x,y)=1.Vivay

2+t z-t
2 2

T (28) va (27) ta nhan thdy cac s6 %(z +t),%(z —t),x tao thanh mdt nghiém nguyén thiy ctia
phwong trinh Pythagoras, theo dinh 1y 1 thi suy ra tén tai cic s6 tw nhién nguyén t6 cung nhau

M,N v&i M>n va mot trong hai s6 1a chin, s6 kia 18, trong dé 1(z —t)=m’-n?, l(z +t)=2mn
2 2
hodc %(z+t)=m2—n2, %(z—t)=2mn. Do 2y? =7z”—t® nén trong ca hai trwong hop ta cb
2y? = 2(m2 —n2)4mn hay y? =(m2 —n2)4mn. Do Y chnnén y =2k vé&i k 1a s6 tw nhién nao do.
Str dung cong thitc ctia y* ta nhin duoc
(29) (m*—n*)mn =Kk
Do (M,n)=1tacs (Mxnm)=1vivay (m*—n>m)=1va (m*-n’,n)=1.
T (29) 4p dung hé qua Pinh 1y 8 Chwong 1, tit ca cac s6 m* —n®,m,n 1a binh phwong ding, vi vy
m=a?n=b’m?-n?=c?, véi a,b,C 1a cic s6 tw nhién.
Do (m, n) =1 va mot trong cac s6 M,N 1a chdn va sb con lai 1a 18 nén ta thu dwoc (m+ n, m—n) =1.
That vy, moi wéc s6 chung ctia cac s6 16 m+n va m—n déu lé, nhwng n6 cling 1a wéc ciia 2m va
2n vi vay tir (m, n) =1 suy ra wéc s6 nay bang 1.
Tuw (m+n,m—n):1 va (m+n)(m—n):m2—n2 =c’ suy ra m+n va m—n la cac binh phwong.
Vivay tit m=a’,n=b’ suyracacsé a?+b? va a’—b? ciingla cac binh phwong.
Nhuwng a® +b* < x* + y?, trai voi gia thiét & trén ctia cip X, Y. Ta c6 diéu phai chitng minh.
Mit khac ton tai vé han cac cdp sO tw nhién X,Y ma ton tai s6 tw nhién z va t thda man
4
X2 +y?=7"+1va xX*—y*=t? +1. Ching han ( chin thivéi X = q?+1, y=0°taco
2
X +y*=(g*+q*/2) +1 X —y* =(q*/2—-q°)* +1
2 2
Taciing c6 (2n°) +(2n)° =(2n*+1) —1véi n=12,...
Ton tai cdp s6 tw nhién X,y théa min véi cdc s6 tw nhién z,t nao d6 ta cé
X?+y>=2"-1x*—y? =t —1, ching han 21* +12° =14 -1,21° -12° =10° - 1.

Khong khé dé tim cac s6 tw nhién X,y ma ton tai cic s6 tw nhién z,t théa man X*+y*=7"+1 va
2

x* —y*=t*—1, chinghan
13° +117 =17° +1, 13° -11° =77 -1, 89+ 79° =119° +1,89" - 79” = 41° - 1.
Tw dinh ly (3) suy ra hé phwong trinh sau
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(*) X+yi=u® va X +2y* =V

khong c6 nghiém tw nhién X, Y,U,V.

That viy néu ton tai cac s6 tw nhién X, Y,U,V théa man (*) thi u®+y? =v*,u® — y* = x*, mau thuin
v&i Pinh ly 3.

Hé qua 1. Khong ton tai cdc sé tw nhién a,b,c théa mdn a* —b* =c.

Chirng minh. Néu ton tai cac s6 tw a,b,c nhw vay thi ta gia st (a,b) =1 vi néu (a,b) =d >1 thi
dit a=da,b=bd, ta c6 d*(a’ —b')=c? suy ra d*|c’ vi vay c=d?c, vatacé a’'—b'=c? véi
(ai,bl) =1. Gia st (a,b) =1, suyra (az,bz) =1 vi vay phwong trinh tré b* +c? =a*. Cac s b?,c,a’
tao thanh mot nghiém nguyén thuy cia phwong trinh Pythagoras. Khi dé theo Pinh ly 1 ta suy ra
ton tai cac s6 tw nhién M,N,M >N, théda min a’> =m?+n? va b®> =m®—n? hoic b* = 2mn. Truong
hop thtr nhit 13 khong thé x4y ra vi né mau thuln véi Pinh 1y 3. Trong trweong hop thi hai ta c6
a’+b*= (m + n2) va a’-b®=(m- n)z’ cling mau thuan véi Hé qua 1.

Tir diy suy ra khong ton tai cac sO tw nhién ma téng va hiéu cac binh phwong cta ching déu la boi
s6 tht k ctia binh phwong cac s6 tw nhién nao d6 vi néu ngwoc lai ta sé c6 a* —b* = (kuv)z, mau
thuan véi Hé qua 1.

Theo Hé qua 1 thi hiéu cta hai lily thira bac bén cta cac s6 tw nhién khéng phai binh phwong ding.
Nhung tich ctia hai hiéu nhw vy van c6 thé 1a binh phwong ding. Chang han

(34 —24)(114—24):9752, (24 —14)(234 —74)= 20407,
(5“ —44)(214 —~20*)=35677, (94 —7“)(114 —24) = 78007,

Hé qua 2. Khéng ton tai nghiém tw nhién cia phwong trinh x* +y* =2* (day la dinh Iy cuéi cing
ctiia Fermat trong trwdong hop bdc 4, xem thém muc 18).

. 2 N
Chirng minh. Néu X, Y,Z théa man phwong trinh thi z* —y* = (XZ) , mau thuan vé&i Hé qua 1.

Hé qua 2 ndi rang khong ton tai tam giac Pythagoras v&i cac canh 1a binh phwong ddng.

K.Zarankiewicz da dat ra cu héi c6 ton tai hay khong cac tam gidc Pythagoras véi do dai cac canh
1a cic s6 tam gidc (nghia 1a cac s6 dang t = n(n +1) /2). C6 thé kiém tra cic s6 tam giac
t,, =8778,t,, =10296,t,, =13530 ldp thanh mot tam giac Pythagoras. Ngoai ra ta khong biét
thém nghiém nao khac. Tuy nhién ton tai vo han cac tam gidc Pythagoras ma cac canh goc vuéng la

cac s6 tam giac lién tiép. Trong muc 4 ta di chitng minh phwong trinh x* +(X+l)2 =7° ¢6 vo han
nghiém ty nhién X,Z. V&i mdi nghiém X,Z nhw vay thi t; +t7 , =[(2X+1)Z]2. Vi du ta c6
t2 +17 =357t +t;, = (41.29)2. Hon nita ciing ton tai vo han cic tam giac Pythagoras nguyén thuy
ma cac canh géc vudng la cac s6 tam giac. Trong s6 dé c6 tam giac ('[7,'[9,53).

Néu v6i cac s6 tw nhién a,b,c tacé t> +t2 =t?, thi c6 thé kiém tra

((2a+2)° —1)2 +((20+2)° —1)2 = ((2c+2)’ —1)2.
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N 2 2 2 2 2 2 , ‘A ‘A s 12
Phwong trinh (X —1) +(y —1) = (Z —1) c6 nghiém tw nhién 1é la x=263,y =287,z =329.
Phuong trinh nay ciing c6 nghiém khac ma tat ca cic s6 X,Y,Z déulé, vidu x=10,y=13,z=14.
Ta khong biét phwong trinh nay c6 v6 han nghiém hay khong

Dé dang chirng minh rang khong c6 tam gidc Pythagoras nguyén thily ma néu cong thém 1 vao do
dai canh huyén thi ta c6 mét binh phwong dtng. Thit viy theo Dinh ly 1 thi canh huyén cia mot
tam giac nguyén thily c6 dang m” +n? véi mot trong hai s6 M,N 13 chdn va s6 con lai 1a 18. Xét s6

dw ctia m” +n” +1 khi chia cho 4 1a 2 do d6 né khong thé 1a binh phwong dung.

X \ 7 . Y \ 2 2 2 2 2 2 7 A A A
Dé dang chirng minh rang phwong trinh (X —l) +(y —1) = (Z +1) c6 vo han nghiém ty nhién.
e 2 N 7 no N 2 P 2 2 2 2 2 2 2 2
Két qua nay c6 thé rat ra tir dang thirc ((Zn + 2n) —1) +((2n +1) —1) = ((Zn + 2n) +1) .

Thay n=1,2,..., vao lan lwot ta thu dwoc
(42 1) +(3F 1) =(4*+2)
2 1\ 2 1\ 2 1\
(122 -1)" +(5° 1) =(12°+1),
2 1\? 2 1\? 2, 1\?
(247 -1) +(7* 1) =(24° +1)
Chi y rang cac s6 2n° +2n va 2n+1 déu cé thé 1a canh géc vudng clia tam gidc Pythagoras vi ta c6

(2n?+2n) +(2n+1)" =(2n* +2n+1) véin=12,...

Phwong trinh (x2 —l)2 +(y2 )2 = (22 —1)2 cling c6 v han nghiém. Két qua nay suy ra tir dang thirc

((en* 1) —1)2 +((2n)°) = ((en*+2) -1

DPic biét (72-1) +(8%) =(9°-1)".

2

Tuy nhién khong ton tai tam giac Pythagoras nao ma khi dem cac canh goc vuong trir di 1 ta déu
nhin dwoc cac binh phwong diung. Diéu nay dwoc suy ra tir tinh chat tam giac Pythagoras ludn cé
it nhat mot canh goc vudng chia hét cho 4.

Bén canh d6 c6 thé chirng minh rdng véi moi tam giac Pythagoras (a,b,c) va s6 tw nhién n cho

trwde thi déu ton tai tam gidc dong dang véi tam gidc d6 va théa man mébi canh ctia né 1a liiy thira
bac m vé6i M2n. Pé xdy dyng tam gidc nay can nhan cc canh cta tam gidc (a,b,c) voi

a2(4n 71)b4n(n_l)(2”+l)c4n2(2n_l) . St dung dang thitc a* +b® =c* tacé

((aan(n—l)(2n+1)Cn(2n_1) )Zn )2 N ((aZnﬂbanlCan )Zn_ljz _ ((aanbz(n_l)ncmz2n+l)2n+1j
Véin=2, ((a4b506 )4)2 +((a5b708)3)2 _ ((asb4cs)5)2_

Ta chwa biét c6 ton tai cic nghiém tw nhién cta phwong trinh x* + y* +z* =t* hay khéng. Phwong
trinh nay vo nghiém véi t nhé hon 220000 (Lander, Parkin va Selfridge [1]).

Ta c6 ding thirc 30* +120* +274* +315" =353* (Norrie, 1991) va 133* +134* =59* +158* (Euler,
1778). Ta khéng biét phwong trinh X*+y*+2*+t*=u* ¢6 v6 han nghiém tw nhién théa min
(%, y,z,t)=1 hay khong. Ngoai cac nghiém & trén thi c6 chinh xac 81 nghiém nita véi U < 20469

2
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va (x,y,z,t)=1 (Rose va Brudno [1]), chang han 240" +340" +430* +599* =651* (J.0.Patterson,
1942). Mt khéc ton tai vo han bd s6 X,Y,z,t théaman (x,y,z,t)=1va X' +y*=z"+t* (Lander
va Parkin [1], Lander, Parkin va Selfridge [1], Zaita [1]).
Ta cling c6

2" +2'+3"+4* + 4" =5,

4* +6* +8* +9% +14* =15,

1'+8* +12* +32* + 64" =65".

Tré lai véi HE qua 1 ta chu y phwong trinh — y4 =7 ¢6 nghiém tw nhién. That viy, véi moi s6 tw
‘A " , 4 2\* 4 2\* 4 3\3 o  a 4 4 3 ®
nhién k ta déu cé (k(k —1) ) —((k —1) ) =((k —1) ) . Dacbiét k=2, 450" -225" =157 | |

E.Swift [1] d4 chitng minh phwong trinh x* — y* = z® khéng c6 nghiém ty nhién ma (x,y)=1.

Hé qua 3. Khéng tdn tai ba binh phwong Idp thanh mét cdp sé cdng vdi céng sai binh phwong.
Chitng minh. N&u ton tai cac s tw nhién X,Y,z,t ma y?>—x*=t®> va z°-y?=t*> thi
y? —t? =x% y® +t? = z?, mau thudn véi Pinh 1y 3. ©

Hé qua 4 (Pinh ly Fermat). Khdng tén tai tam gidc Pythagoras ma dién tich la binh phwong (.
Chirng minh. Phan chirng. Gia st ton tai tam giac (a, b, c) nhw vay. Khi dé a® +b? =c? va ab=2d?,
trong d6 d va ¢ 1a cac s6 tw nhién. Khong mat tinh tdng quat gia sir @ >b. Khong xay ra trwong
hop @=D0 vi khong thé c6 2a’ =c*. Vi vy c’+(2d )2 = (a+b)2,c2 —(2d )2 =(a—b)2, mau thuan
voidinhly 3. O

C6 thé chirng minh khong ton tai cac s6 hiru ty khac 0 ma tong va hiéu binh phwong cta ching la
cac binh phwong hitu ty.

Ciing vay, c6 thé chirng minh khong ton tai cac s hitu ty a,b,c, khac 0 théa man a*—-b*=c*.
Phan chirng. Gid st ton tai cic s6 a,b,c nhw vay. C6 thé gid s ching déu dwong. bat a=1/m,

' A 2
b=r/s,c=u/v, I,m,r,s,u,v 1a s6 tw nhién. Do a*—b* =c* suy ra (Ivs)4 —(rvm)4 =(uvm252) ,
mau thuan véi Hé qua 1.

Pé dang chirng minh rang khong ton tai cac binh phwong hitu ty khac 0 ma tao thanh cip s6 cong
v&i cong sai binh phwong hitu ty. Ttr diy suy ra khéng ton tai s6 hitu ty X ma cacso X, X+1,x+2
déu la binh phwong hitu ty.

7. Phwong trinh x* +y* = 7°

Mot cAu hoi kha tw nhién dwoc dit ra 1a cé ton tai hay khéng cac tam gidc Pythagoras ma cac canh
goc vudng déu 1a cac binh phwong. Ciu tra 1o pht dinh c6 trong dinh Iy Fermat dwéi day.

Pinh ly 4. Phwong trinh
(30) x*+yt=7°
khéng cé nghiém tw nhién X,Y,Z.

Chirng minh. Phan ching. Gid st phwong trinh (30) c6 nghiém tw nhién va ky hiéu z 1a so tw
nhién nho nhat cé binh phwong la tong ctia hai liiy thira bac 4. Ta c6 (X, y) =1 vi néu ngwoc lai dat

@ C.M.Walsh da viét mot bai bao dai vé dinh 1y nay [1]. Bai bio nay bao gdm cac chi din lich si chi tiét cung vai cac
ghi chtl cua tac gia.



CHU'ONG 2. GIAI TICH DIOPHANTE BAC HAI VA CAO HON | 37

(x,y)=d>1, ta c6 x=0dx,y=dy,X,Y, 1a cic s tw nhién, nhu thé z° :d4(xf+yl4), suy ra
d*|z% do d6 d*|z vithé z=d?z,z 1as6 tw nhién. Do dé theo (30) ta c6 x? +y? = z2 < z°, mau
thuan véi gia thiét vé tinh nhoé nhat cia z. Vay (x,y)=1.Suyra (xz, yz) =1.Cacs6 x*,y%,z lap

thanh mot nghiém nguyén thiy ctia phwong trinh

(31) (x2)2+(y2)2:22.

Theo Dinh 1y 1 thi ¢6 thé gia thiét y* chin va ta c6

(32) X*=m>-n?, y*=2mn, z=m’+n’

voi (m,n)=1m>n, trong hai s M,N c6 mét s6 chan, mot s 1&. Néu M chan va n 1é thi theo hé
qua cta (32) phuong trinh x> +n?> =m? ¢ ca X va n déu lé. Piéu ndy dan téi mau thuln. Bdi vi
theo nhitng gi ta da chitrng minh trong muc 3 thi binh phwong cia mot sé 1é chia 8 dw 1, do d6 vé
trai ctia phwong trinh x* +n” =m? chia 8 dw 2 va vi thé khong thé 1a mdt binh phuong ding. Vi
vay m 1é¢ va n=2K trong d6 k la s6 tw nhién. Do (m,n) =1 suyra (m,k)=1. Theo dang thtrc thir
hai ctia (32) ta két luan ring y* = 2°mk tir d6 suyra Y chin va cé dang y =2l, suyral?> =mk. Do
(m,k)=1, theo Dinh Iy 8 Chwong 1 thi suy ra cac s6 mva k 1a cic binh phwong dung, nghia la
m=a* k =b’, trong d6 a,b 1a cic s6 tw nhién. Ta c6 n=2k =2b?. Vi vay theo (32), x+n?>=m?
trong d6 (m,n)=1suyra (x,n)=1.

Vay cac s6 X,N,M tao thanh mot nghiém nguyén thiy va theo Pinh 1y 1, n chdn suy ra

(33) n=2mn, - m=m+n

trong d6 m;,n, 1a cac s tw nhién nguyén t§ cing nhau. Do n=2b* ta c6 b*=mn, ma
(m,,n,) =1 suy ra cac s m;,n, 1a binh phwong ding, vdy m =a?, n,=b’ vado m=a’, si dung
(33) ta két luan a> =m’ +n? =a; +b’. Nhung a<a’=m<m’+n°=2z, suy ra @<z, mau thuin
vGi tinh nho nhat cia z. Vy phwong trinh (30) khong c6 nghiém tw nhién. o

Tt Pinh 1y 4 suy ra khéng ton tai cic tam giac Pythagoras ma cic canh géc vudng déu 1a binh
phwong. Ciing ¢ thé chirng minh khong ton tai cac tam gidc Pythagoras ma cac canh goc vuéng la
lap phwong. Chirng minh nay thi khé hon.

Mit khac ta c6 12* +15% + 20* = 481°. Téng quat hon néu ta c6 X +y? = z° thi

(34) (xy) +(x2) +(y2)" =(2* - xy?).

Néu (x,y)=(x,z)=(y,z)=1 thi suy (xy,xz,yz)=1. Vi thé theo (34) va vi ton tai v0 han cic
nghiém nguyén thiy ctia phwong trinh Pythagoras nén ta két luan phwong trinh t* +u® +v? = w?
c6 v6 han nghiém ty nhién t,U,V,W, véi(t,u,v)=1. Taluu y rang 2*+4" +6"+7* =63°. Hon nira
nhu ta da chirng minh trong muc 6 thi tong cia bén liy thira bic bon cé thé 1a liy thira bic bén.
Mait khac ta chwa ¢6 phan vi du cho gia thuyét Euler néi rang khong ton tai liiy thira bac bén c6 thé
biéu dién nhuw 12 téng cua ba iy thira bac bén khac.

Ta lwu y hé phwong trinh
XPrytaezt =2, XP+yr+zi =2t
c6 vd han nghiém tw nhién X, Y, Z,t. Diéu ndy dwoc suy ra tir cac dang thirc

4.

(n2 —1)4 +(2n il)4 +(n2 J_r2n)4 = 2(n2 in+l)
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(n? —1)2 +(2n+1)" +(n® J_r2n)2 =2(n*£n +1)2
(4n)" +(3n? —1)4 +(3n? —2n—1)4 =2(3n’ +1)4 ,
(4n)”+(3n*+2n —1)2 +(3n* —2n —1)2 =2(3n’ +1)2.
bac biétta co
3*'+5'+8'=2.7", F+5°+8=2.7°

7*+8* +15* =2.13", 72 +8%+15% =2.13%
Theo Pinh 1y 4 ta lwu y ring phwong trinh x* +y* =27 ¢6 nghiém tim thuong x=Yy,z=x%,X Ia
s6 tw nhién tuy y. Legendre da chirtng minh rang day la tit ca cic nghiém cta phwong trinh nay.
That vay néu ta c6 X* +y* =22° véi cac s6 tw nhién X,Y,Z ma X#Y, gia s X> Y, khi dé cac s6
X,y cé ciing tinh chin 18. Vi thé a=1(x’+y’) va b=1(x’—y”) la cic s6 tw nhién. Vi vy
X*=a+b, y?=a-b, 22° =x"+y"=2(a*+b”) va a’+b*=7°, a’-b’ =(xy)’, mau thuin véi

Pinh ly 3. Ttr d6 suy ra khong ton tai ba s6 tw nhién phén biét ma ldy thira bic bon ctia ching tao
thanh mét cip s6 cong. Phép chirng minh cho sw khéng ton tai ba 1ap phwong 1ap thanh mot cap so
cong kho hon va c6 thé tim thiy trong muc 14.

D& thiy phwong trinh Xx* +Yy* =3z° khéng c6 nghiém tw nhién. Pidu nay dwoc suy ra tir viéc
phwong trinh X* + y* = 3z% khéng c6 nghiém tw nhién. Ciing vdy, phwong trinh x* +y* =4z° ciing
khong c6 nghiém tw nhién. D€ chirng minh ta viét phwong trinh nay thanh xX* + y4 = (22)2 va st
dung Pinh ly 4. Twong tw phwong trinh x* +y* =9z% ciing khéng c6 nghiém tw nhién. By gi¢ ta
chitng minh ring phwong trinh x* +y* =5z° ciing khong c6 nghiém ti nhién. C6 thé gia st khong
c6 s6 nao trong hai s6 X,Y chia hét cho 5, do d6 chung sé c6 dang 5k +1 hodac 5k+2. Ta c6
(5k+1)° =5(5k* 2k )+1, (5k +2)° =5(5k* =4k +1)—1. Vi thé khi chia iy thira bac bon cia X, Y
cho 5 ta nhan dwoc s6 dwla 1. Do d6 X* + y* chia 5 dw 2 va vivay X* + y* =5z° khong thé xay ra.
Ciing c6 thé chitng minh dwoc néu K 13 s6 tw nhién #8 théa man 3<K <16 thi phwong trinh
x* +y* =kz® khong c6 nghiém tw nhién. Mit khac phwong trinh x* +y* =17z" c6 nghiém tuw
nhién x =2,y =z =1. Phwong trinh x* +y* =82” chi c6 cic nghiém tim thwong x = y = 2k, trong
d6 k 12 s6 tw nhién, z = x?/2.

Tl ding thic (a3 —3ab2)2 +(3a2b—b3 )2 = (a2 +b? )3 suy ra phwong trinh X*+Yy® =2z> ¢6 v6 han
nghiém tw nhién. D& dang chirng minh cac sé X = 8n(n2 —4), y=n*-24n*+16, z=n’+4, voi
n lasé1é >1,1a nguyén t6 cling nhau va théa man phwong trinh x> +y* = z*.

8. Vé ba binh phwong c6 tong déi mét l1a binh phwong ding

Goi X, Y,Z la nghiém cua phwong trinh Pythagoras. bat

(35) a:x(4y2—22). b:y(4x2—22). c=4xyz.
Do X*+y?=27"tacé @’ +b*=2°, a’+c? :x2(4y2+22)2, b® +c? :y2(4x2+22)2.

Vi vay v&i nghiém cho tredce cia phwong trinh Pythagoras ta nhin dwoc cac s6 a,b,c ma tong déi
mot cla cac binh phwong cta ching l1a binh phwong dung. Cac s6 a,b,c khi d6 1a do dai cac canh
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cia mot hinh hop chitr nhit ma dwong chéo cdc mat cia nd déu la sé tw nhién. Dac biét khi cho
x=3,y=4,z=5 ta c6 a=117, b=44, ¢ =240, a’ +b* =125%, @’ +¢* = 267°, b? +c? = 2442,
Cac s nay tim dwoc béi P.Halcke vao nam 1719. C6 thé chirng minh sy ton tai cac s6 a,b,c khong
c6 dang (35) ma tong d6i mdt cac binh phu’(yng clia chiing déu 1a binh phwong ding. Chang han
cac s6 a=252,b=240,c =275,a* +b =348, a* +c* =373%,b* +c? =365%; v&i C khong thé bang
4xyz, matkhacvi X<Z,Y <Z, ¢ phdilasé lén nhit trong ba sé a,b,c c6 dang (35).

Ta da biét d6i véi nghiém U,V,W ctia phwong trinh u® +v? =w? thi c6 it nhat mot trong hai sé U,V
chia hét cho 3 va it nhat mot s6 chia hét cho 4. Vi viy néu tong d6i mét cac binh phwong cia a,b,c
la binh phwong thi it nhat hai trong cac s6 a,b,c phai chia hét cho 3 va it nhat hai trong sé d6 phai
chia hét cho 4. Gia st ngwoc lai cic s6 a va b déu khong chia hét cho 3 thi tong cac binh phwong
cua ching khong phai binh phwong. Hé qua 1a khong phai tit cd cac cdp nhin dwoc tr (35) la
nguyén té cung nhau. Tuy nhién néu X,Y,Z la nghiém nguyén thiy cia phwong trinh Pythagoras
thi cdc s6 a,b,c nhéan dwoc tir (35) théa man (a,b)=1. Piéu nay chirng t6 ton tai vo han cac bg s6
a,b,c théa man (a,b,c) =1 va tong d6i mot binh phwong clia chling 1a binh phwong ding.

Dé dang ching minh néu a,b,c 1a cic s§ tw nhién théa man téng d6i mot cac binh phwong cla
chiing 1a binh phwong thi cac s6 ab, ac,bc ciing cé tinh chit d6. M.Kraitchik phat trién cach tim cac
bo ba a,b,c nhw vay trong cac chwong tir 4 t&i 6 trong [3]. Xem thém _Leech [2], Korec [1].

Ta chwa biét c6 ton tai hay khong ba s6 tw nhién a,b,c théa min cac s6 a>+b?, a’ +¢*, b>+c?va

a’ +b? +c? déu la binh phwong. Hay néi cach khac chiing ta chwa biét ¢ ton tai hinh hop chit nhat
ma dwong chéo cdc mat va duwong chéo chinh cia né déu la s6 tw nhién hay khéng.

Mat khac ton tai ba s6 tw nhién a,b,c, ching han a=124,b=957,c=13852800, ma cac sb
a’ +b*a”+c,b*>+c va a®+b? +c déu la binh phwong diing (Bromhead [1]). Ciing ton tai bon s
tw nhién X, Y, Z,t ma bit ky ba binh phwong nao ctia ching cting déu la binh phwong ding. S.Tebay
(xem thém Dickson [7] tip 2 trang 55) da tim ra cong thirc cho cic s6 nhw thé

x=(s*-1)(s*~9)(s* +3), y=4s(s-1)(s+3)(s’+3),
z:4s(s+1)(s—3)(sz+3), t:25(52—1)(52—9),
trong d6 S 12 s6 tw nhién 16m hon 3. Bang tinh toan truc tiép ta c6

X2 +y? + 22 =((32 +3)(s4 +652 +9))2,

X2+ y2+t? = ( )(s+3)( 253+1032+65+9))2,

2
X2 +2% +t7 = ( (s*+2s° +10s 6s+9)) :
Yo+ 127 +t (23 35 +2s° +27))

Khi S=4 tac6é x=1995, y=6384, z=1520, t=2840.

Euler da tim ra nghiém x =168, y =280, z =105, t = 60, nghiém nay khong c6 dang nhuw trén (Jean
Lagrange [1]). Euler ciing quan tdm t&i viéc tim ba s6 tw nhién X,Y,Z ma cdc s6 Xt Yy, X+z,y+z
déu l1a binh phwong. Pay la mot bd s6 nhw vay (x = 434657, y = 420968, z =50568) . C6 vd han cac
bd ba nhw vay (Dickson [7] tap 2 trang 449).

D& két thiic muc nay ta sé chirng minh ton tai vé han ddy sé tw nhién @& a,,.... théa man mdi s6

a’+a’+...+a, véi n=1,2,..., déu la binh phwong.
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Chrng minh bang quy nap. Gia s véi N cho truéc ta c6 cac s6 a,,a,,...a, théa man tinh chit s6
a/ +a’ +..+a’ labinh phwong cia méts61é >1. Nghiala a’ +a] +...+a; =(2k +1)2 , V&1 sO tw
nhién k nao do. Véi n=1 ldy a =3. S& dung (2k+1)° +(2k?+2k) =(2k? +2k+1)°, dat
a,, =2k’ +2k thi a+aj+..+a’, =(2k*+2k +1)2, day lai 12 mot binh phwong 1é. Pidu phai
chirtng minh. Cu thé véi a, =3 tacé a, =4,a, =12,a, =84,a, =3612 va tié€p tuc nhu thé. Vi vy ta
c6 chudi 3° +4> =52, 3° + 4> +12° =13°, 3° +4° +12° +84° =85, ...

9. Cac s diéu hoa

S6 tw nhién h dwoc goi la s6 diéu hoa néu ton tai s6 hivu ty V ma cdc s6 V> +h,v? —h Ia binh
phwong ctia cdc s6 hivu ty.

Gia str h 12 s6 diéu hoa nghia 12 ton tai cac s6 tw nhién a,b,c théa man z* +hc® =a%,z> —hc? =b?,
Tacé a>b va 2z =a® +b*. Suyra a va b c6 cung tinh chdn 1é. Vay a+b va a—b déu chin, dit
a+b=2x, a—b=2y, trong d6 X, Y la cac s6 tw nhién.

Tacé a=x+y,b=x—y nén 222 =a’+b? =(x+y) +(x—y)’ =2x2 +2y?, vay 2 = x* +y*.

Hon nita tr z°+hc* =a® z° —hc® =b?, suy ra 2hc? =a?-b’ =(x+ y)2 +(X—y)2 =4xy, vi vay
hc® = 2xy. Do d6 néu h 13 s6 diéu hoa thi ton tai nghiém ctia phwong trinh X+ y* = z° thoéa min
hc® = 2xy. Ngwoc lai néu cac s6 tw nhién X,Y,Z théa min phuwong trinh x> +y® =2 thi ta c6
22 +2xy =(x+ y)z.

Két hop cac két qua néu trén ta c6 ménh dé: moi nghiém tw nhién ctia phwong trinh X° +y* = z°

ttng véi mot sé diéu hoa h = 2xy . Ngwoc lai, moi s6 diéu hoa ciing cé thé nhdn dwoc bang cdch nay,
sai khdc mét ty 1é binh phwong.

Nghiém nhé nhat cia phwong trinh Pythagoras 1a 3,4,5 cho ta s6 diéu hoa 2-3-4=24=2%-6 (ta
c6 5°+24=7°5"-24=1%). Nghiém (5,12,13) cho s6 didu hoa 2-5:12=120=2-30 (va
13°+120=17%,13° —120 = 7). Nghiém khong nguyén thly (6,8,10) cho s diéu hoa 96=4°-6
(véi 10°+96=14%,10°—96=2%). Nghiém (8,15,17) cho s& diéu hoa 240=4%-15 (& day
17° +240=23",17* ~240=7"). Nghiém (9,40,41) cho s6 720=12*-5 véi cac ding thirc

2 2 2 2
417 +720 = 497,412 —720 =31, Suy ra | = +5=(4—9j (A —5=[3—1 .

12 12 12 12

Bai toan sau day xudt hién tir nhitng ndm 1220: tim s6 hitu ty r ma r>+5 va r*> =5 déu la binh

phwong hiru ty. Ngay khi bai toan dwoc dat nguoi ta da tim dwgc nghiém r = % Mot nghiém khac

2 2
dwoc tim ra béi J.D.Hill [1]1a r _ 3344161 Khi d6 r2+5=(ﬂ0m) va r? —5:(%j .

1494696 1494696 1494696
J.V.Uspensky va M.A.Heaslet ([1] trang 419-427) da chitrng minh hai nghiém néu trén la hai nghiém
t6i gidn véi mau sd nhoé nhit c6 thé. Ho cling da tim ra nghiém khac véi tir s6 va mau sé c6 téi 15
chir s6 thap phan va cling da trinh bay phwong phap dé chi ra vé han nghiém sé nhw vay.

Ta sé& chirng minh ton tai v6 han cac s6 hiru ty r ma cac sé r’+5, r’ +5 la binh phwong hitu ty.
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Gia st rang r =x/y, v&i cac s6 tw nhién X,y va Y chén, (X, y) =1 théa min tinh chit cac so
r*+5 va r’ -5 déu la binh phwong hitu ty. Do céc s6 (X* +5y°)/ y* va (x* ~5y*)/y* déula binh
phwong hitu ty suy ra ditu d6 ciing ding véi x> +5y° va x> —5y°. Nhwng vi chiing 1a cac s6 tu
nhién nén ching la binh phwong ctia cac s6 ty nhién, dat x* +5y* =z°, x> —5y* =t* va

_ x*+25y*

36 r
(36) b 2xyzt

44 2,2 4\?
X" £10x y 25y J ] X1=X4+25y4 va y1=Xth l1a cac sO tw

Tinh toan tryc tiép ta c6 I’ £5=
2xyzt

nhién, Y, chanvalénhon Y. C6 thé chirng minh (Xl, yl) =1,

Vi vay véi mdi s6 hiru ty r biéu dién dwdi dang phan s6 tdi gian x/y trong d6 X 1a s8 tw nhién, Y
chdn va cd hai s6 r>+5 va r’ -5 déu la binh phwong hitu ty. Theo (36) ta tim dwoc s6 hitu ty I,
cling c6 tinh chit néu trén va mau s6 t8i gidn 16n Y . Tir d6 suy ra ton tai vo han s6 hitu ty r ma ca
hai s6 r>+5 va r’> -5 déu la binh phwong hitu ty.

< M 7 ~ —_ 41 AN 2 . . . A ~
Bit dau véis6 I = 12 duwoc tim ra bdi Leonardo Pisano (Fibonacci), theo (36) ta nhan dwoc so

— 3344161 ’ ) A N A
1 — 1494696 , SO nay tim dwoc béi Hill. Tiép tuc stt dung (36) cho I, ta nhan dwoc r, 1a mot phan

s6 co tlr sO ¢ tdi 27 chir s6. Nhw & trén da dé cip, Uspensky va Heaslet da tim ra s6 hitu ty r thda
man ca hai s6 r? +5 va r? —5 déu la binh phwong hitu ty va ti s6 trong dang biéu dién phan sé téi
gidn cua r chi cé 15 chir s6. Nhw thé dwa vao cong thirc (36) ta khong thé thu dwoc tit cd cacsé r
ma r’ +5 va r? -5 déu la binh phwong hitu ty.

Ly do chinh khién moi ngwdi quan tdm téi viéc tim cac s6 r ma r? £5 déu 1a binh phwong hiru ty
c6 18 1a vi véi cac s6 h <5 thi khong ton tai cdc s6 hitu ty r ma r’ £h 1a binh phwong hitu ty.
Chrng minh két qua nay khi h=1 hoac h =4 dwoc suy ra truc tiép tir Dinh ly 3. Chirng minh cho
trwong hop h =2 khé hon mot chit. Gia st ton tai s6 hitu t r ma cac s6 r’+2 va r>—2 la binh
phuwong hitu ty. Pat r=x/y, véi X, Y 13 cac s6 tw nhién thi r’ +2y* va x*—2y? 1a binh phuong
hitu ty. Ma chung la cac s6 tw nhién nén ching phai la binh phwong cda cac s tw nhién. Vay ton tai
z va t ma x*+2y*=7%, x*-2y*=t’. Vi vay 2x*=z?+t%,4y°=7"—t*, suy ra
4x% =(z+t)" +(z—t)°. Tir d6 [ 2x(z —t)]2 :(22 —tz)2 +(z-1)' =(2y)" +(z-t)". Nhung Z#t

nén ta c6 mau thuan véi Dinh ly 4. Chirng minh khi h =3 ciing khé hon mét chut.

Mat khic ta c6 (ﬁj 6= (Zj , (Ej 6= (Ej (ﬁj 7= (4_63) (ﬁj 7= [%j

2 2 2 2 120 10 120 120
Bang diy du cac s6 diéu hoa nh6 hon 1000 dworc trinh bay b&i Tunnel trong [1].
D& dang ching minh ring khéng ton tai cic s6 tw nhién X,Y ma X°+Yy va X+ Yy déu 1a binh
phwong ding. That vy néutacé X° +y=t* thi t > X do d6 t > x+1, suy ra t? > x*> + 2x+1. Vi viy
y=t*—x*>2x+1> X. Lap ludn twong tw ta c6 X> Y, miu thuln.
Mit khéc ton tai vo han s hitu ty dwong X, Y ma X*+Y va X+Yy° déu la binh phwong hitu ty.
Thét vay, véi x=(n?-8n)/16(n-+1),y = 2x+1, n 12 s6 tw nhién >8, ta cé
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2 2
) n’+8n+16 , [n*+2n-8
Xry= ——m | XY = ——M—— | .
16(n+1) 8(n+1)
Dwa vao moi lién hé dwoc dé cip & trén gilra cac sO diéu hoa véi nghiém cua phwong trinh
Pythagoras va cdng thirc nghiém cta phwong trinh Pythagoras trong muc 3, thi diéu kién can va
dit dé h 1a s6 diéu hoa la hc® =4mn(m? —n®)1* trong d6 ¢,m,n,| 1a céc s6 ty nhién, (m,n)=1,
Ie 2 2 2 2 2 2 2 ~ NN Fin N 2 2 2
m>n,2|mn. Taco ((m +n )l) +hc =((m -n iZmn)I) .Néu h 1a s6 diéu hoa, z*+hc* =a?,
22 —hc? =b?, thi cac s6 b?,z°,a® tao thanh mot cip s6 cong coéng sai hc®. T d6 néu cac s6
b?,z%,a* tao thanh mét cip s cong véi cong sai he? thi h 13 s6 didu hoa. Vi vay s6 diéu hoa c6 thé
dinh nghia sai khac mét ty & binh phwong nhw 1a cong sai cia mot cip s6 cdng bao gdbm ba binh
v 2 , ~ N A ~ " , 2 2
phuwong dung. Tat ca cac cap sd cong nhw vdy déu cé dang Iz(m2 —n? —2mn) , 1P (m2 +n2) ,
2 ) n
|2 (m2 —-n®+ 2mn) véi M, N 1a cac s6 tw nhién, m>n.
C6 thé chirtng minh védi sé tw nhién K cho trwdc thi diéu kién cdn va du dé ton tai s6 tw nhién X théa
mdn K+ x* va k—x* déu la binh phwong diing la k =(4m4 +n4)I2, trong dé m,n,l la cdc sé tw
nhién (khéng gidm tdéng qudt cé thé gid st M,N nguyén t6 cung nhau). V&1 m=n=1 ta cé
54+422=3%, 5-22=1?, v&i m=1Ln=2 ta c6 20+4*=6%, 20—4*=2%, v6i m=2,n=1 ta cb
65+4% =97, 65—4* =77, vé6i m=1,n=3 taco 85+6° =11°, 85-6° =7°.
10. Phwong trinh x° +y® + 2% =t
Ta sé tim tit cd cAc nghiém tw nhién ctia phwong trinh
(37) X +y +2° =t*
DAu tién ta chi y rang it nhat hai trong cac s6 X, Y, Z 1a chdn. Gia st nguoc lai 1a tit ca cac sé X, Y,Z
déu 1&, khi d6 t* 1a téng ctia ba binh phwong 1é sé& c6 dang 8k +3 bai vi mdi binh phwong 1é chia 8
déu dw 1. biéu nay 1a khong thé vi ban than t? ciing 1a mot binh phwong 18. Néu chi c6 duy nhat
mot trong ba s6 X, Y,Z 1a chin thi téng x>+ y* +2z° =t sé ¢6 dang 4k +2, diéu nay ciing khong
thé x4y ra vi binh phwong ctia mot s6 chdn sé c6 dang 4k . Vay ta c6 thé gia sit Y va z chdn. Khi dé6
(38) y=2l, z=2m,
trong d6 | va m 1a cac s6 tw nhién. Tir (37) ta thiy 1> X. it
(39) t—x=u
Ta nhin dwoc s6 tw nhién U va tir (37), (38), (39) ta cb (x+u)2 =X*+41° +4m* va suy ra
2Xu+Uu® = 41> +4m?, hon nita
(40) u® =41” +4m* —2xu.
V& phai clia dang thirc (40) 1 tong clia cAc s6 chan, vi thé U chan. Dat
(41) u=2n,
véi s6 tw nhién N nao dé. Thé (41) vao (40) va chia ca hai vé cho 4 tac6 n* =1 +m® —nx. Hay la
1> + m? —n?

(42) =
n
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I +m® +n? '
Ma tir (39) suyra t=X+U=X+2n=————_  Hon nita vi X la s6 tw nhién, tir (42) ta suy ra
n

n® <1? + m?. Vay tat ca cac nghiém tw nhién X, Y,z,t,vdi Y,Z chln, cia (37) déu c6 dang

I +m? —n? 1 +m? +n?
(43) X=———,y=2l,z=2m, t=—"—,

n n

véi m,n,l 12 cac s6 tw nhién va n 13 wéc sé ctia 12 + m? vanho hon /12 +m?.
Bay gi¢ ta chirng minh diéu ngwoc lai, nghia la néu I,m,n théa man diéu kién néu trén thi cac sé
X, ¥,Z,t thu dwgc tir (43) sé tré thanh nghiém tw nhién cia phwong trinh (37). Tlr cac diéu kién
trénta cé X, Y,Z 1a cac s6 tw nhién. P& chirng minh chting théa min (37) ta sit dung dang thirc

(—'2 +m2_n2J2+(2I)2+(2m)2 :(—'”m””zf.

n n

Dé dang chirng minh rang moi nghiém tw nhién X,Y,z,t v&i Y,Z chén cta (37) déu thu dugc duy
nhat mot lan tir cong thirc (43). St dung (43) tacod | = %, m= %, n= t_TX va vi vay cacso I,m,n

xac dinh duy nhit theo X, Y, z,t. Lap luan nay dan téi két qua sau

Pinh 1y 5. Tdt cd cdc nghiém tw nhién X,Y,Z,t véi Y,Z chdn ctia phwong trinh X* +y* +2° =t* déu

12 +m? —n? [ +m?+n’ . ,

codang X=———, y=21,z=2m, t=——, |, m la cdc sé tw nhién tuy y, n 1a wéc sé
n

ctia 1> +m? va nhé hon 1> + m? . Hon nita moi nghiém déu duorc liét ké duy nhdt theo cdch nay.
Pinh 1y 5 khong chi ra sy ton tai nghiém ctia phwong trinh (37) nhwng lai cho ching ta phwong
phap dé tim chung. Bé qua cac cip |,m ma m>1 va childy cic gia tri cia N ma X lé. Ta cling loai
ra cac nghiém ma X, Yy, Z,t déu chan. P& thu lai cac nghiém d6 ta chi cAn nhan cac nghiém ma X lan
lwot véi cac lay thira ciia 2. Dwéi day 1a 10 nghiém dau tién cta (37) nhan dwoc theo cach nay

I m P +m? n x ¥y z t
1 | 2 | | 2 2 3
2 2 8 | 7 4 - 9
3 | 10 | 9 6 2 11
3 | 10 2 3 6 2 7
3 3 18 | 17 6 6 19
3 3 18 2 7 6 6 11
3 3 I8 3 3 6 6 9
4 2 20 1 19 8 4 21
4 2 20 B ] 8 4 9
4 4 32 | 31 8 8 33

R.D.Carmichael (xem [4] trang 39-43) da chi ra rang tit ca cac nghiém tw nhién cua (37) déu co
thé thu dwoc tir dang thirc

d*(m?—n”- p2+q2)2+d2(2mn—2pq)2+d2(2mp+2nq)2
=d*(m*+n’+ p2+q2)2

11. Phwong trinh xy =zt
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Gia st rang cac sO tw nhién X,Y,z,t théa man Xy =2zt va dit (x,z)=a.Thé thi x=ac,z= ad,
trong d6 ¢ va d la cac s tw nhién va (c,d)=1.Vivay acy =adt, nghiala cy =dt vatir (c,d)=1,
tasuyra d|y va nhw thé y=bd trong d6 b 1a s tw nhién, hon nira t=bc. Diéu ndy chirng to
rang néu cac s6 tw nhién X,Y,z,t théa man phwong trinh Xy =zt thi ton tai cic s6 tw nhién
a,b,c,d ma (c,d)=1va x=ac, y=bd, z =ad,t=bc. Ngwoc lai thi véi cic sd tw nhién cho
truwdc a,b,c,d ta dinh nghia cacso X, Y, z,t theo cong thirc trén thi Xy = zt. Ta c6 dinh ly

Pinh ly 6. Tdt cd cdc nghiém tw nhién ctia phwong trinh Xy =zt dworc cho béi céng thirc X =ac,
y=bd, z=ad, t=bc vdi a,b,c,d la cdc s6 tw nhién tiy y. Hon nita két qud van diing khi b6 sung
thém diéu kién (c,d)=1.

Dé dang chirng minh (c,d)=1, vy cong thikc trén cho ta tit ca cic nghiém va moi nghiém nhan
dwoc ding mot lan.

PE& tim dwoc cac nghiém cua phwong trinh Xy = zt, ta bat dAu véi cac sd tw nhién tuy y X, Z.

X X

z
Do —— =

(x2)” " (x2)

. Mit khéc, 14y cac s6 tw nhién tuy y X,Z,U va dat y =

t ta tha _z va
(x,2)"(x2) y (x,2) y
uz

do do y:(X,Z) m W’

ta nhian dwoc nghiém tw nhién cta Xy =zt . Vi vay tit ca cic nghiém tw nhién cua xy =tz

nguyén td cung nhau va dwa vao diang thic

suy ra t=

t=

ux
(x.2)
uz ux
duoc cho béi cong thirc y = t= voi X,Z,U tuyy.

(x,2)" " (x2)

Khong khé dé& nhén thdy tit ca cac nghiém tw nhién cta phwong trinh Xy = z° déu dwoc cho bai

cong x=u’t,y=Vt,Z=UM véi u,v,t tiy y. Ta gia thiét thém (u,v)=1 thi khi d6 mdi nghiém
déu nhan dugc dung mot 1an tir cac cong thirc ndy. C6 thé chirng minh rang tit ca cac nghiém tw
nhién ctia phwong trinh Xy =2z° déu dwoc cho b&i cong thirte x =uv?t®, y=u*wW’,Z=UVIW véi
u,v,t,w ty y.

T6ng quat hon ton tai cdng thirc nghiém téng quat ciia phwong trinh X X,...X, = 2" véi N>2 vasd
tw nhién K cho trwéc (Ward [1], Schinzel [4]).

Dé dang chirng minh véi cac s6 tw nhién cho trwedc N va M thi tit cd cac nghiém ty nhién cla
XXy X, =Y, Y, Yy, déu dwoc cho béi

X = V1Yo Ymal y = X Xy X 4t
(X1X2"'Xn—1’ yly2"'ym—1) (X1X2---Xn_1, ylyz...ym_l)

VOl X, Xo, e X010 Yoo Yoo Yot t 1a cac s6 tw nhién tuy y. Phwong trinh nay con c6 cong thirc
nghiém khac nhw sau: véi mn tham s6 ty nhién tuy y t; (i=1,2,...,m, j=1,2,...,n) thi cAc nghiém
déu c6 dang vy, =t.t,.t, (i=12..m), x; =t t,,..t,; (j=12..,n). P& chitng minh rang
céng thirc nay cho ta tat ca cdc nghiém cia phwong trinh ban dau la kha phirc tap (Bell [1]).

= A N A 2 7 A Py 2 \ 3
Bai tap. 1. Tim tat ca cadc nghiém nguyén ctia phwong trinh (X +y+ Z) =x+y*+7%

Loi gidi. Ta c6 dang thic (x+y+z)3—(x3+y3+z3):3(x+ y)(y+2z)(z+x). Vay chi can giai
phuwong trinh nghiém nguyén (x+y)(y+z)(z+x)=0.
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2. Tim tit ca cac nghiém nguyén ctia hé phwong trinh

(44) X+y+z=t, X*+y* +72°=t*, X+y*+2°=t°

Loi gidi. Tir h¢ (44) suy ra xy+yz+2x=0 va (x+y)(y+z)(z+x)=0(so sanh véi bai tap 1).
Néu x+y=0 thido xy+yz+zx=xy+(x+y)z=0,suyra xy=0 chonén x=y=0.Vivay néu
cac s6 nguyén X,Y,Z,t théa man hé (44) thi hai trong s6 X, Y,Z phai bing 0 va s6 thir ba bang {
véi t tiy y. Vi vay hé (44) chi c6 cac nghiém tim thudng.

3. Tim tit ca cic cap s6 tw nhién X, Y ma XY chia hétcho X+Y.

Loi gidi. Tét ca cac cap s6 nhw vy dwoc cho bdi cong thire

(45) x=k(m+n)m, y=k(m+n)n,

véi K 1a s6 tw nhién tly y va M, N nguyén t6 cung nhau. Tl (45) suy ra xy/(x+y)=kmn do dé
X+ Y| xy. Mat khac néu véi cac sO tw nhién X,y,x+y|xy dwoc thda man thi ta c6 thé dat
d =(x+y),x=dm,y =dn, va thu dwoc (m,n)=1, hon nita d (m+n)|d?mn, suy ra m+n|dmn.
Tlr (m,n)=1suy ra (m+n,mn)=1. Hé qua la m+n|d va do d6 d =k(m+n) v&i s6 tw nhién K
nao do. Vivay dit X=dm va y =dn ta nhan lai cdng thirc (45). D& dang chirng minh rang véi cac

s6 tw nhién k,m,n ma (m,n)=1 thi tit ca cac cap X,y thda man diéu kién x+y|xy dwoc nhan

lai ding mot lan tir cong thirc (45). That vay, theo cong thirc (45) ta c6 (m,n) =1, LIS phan s6
n

y N X y ’
toi gidn va bang véi — . Hé qua la cac so X, Y xac dinh M, N mot cach duy nhat. Vi vay theo (45) thi
y
k cling xac dinh mot cach duy nhitbéi X, Y.
4. Tim tit cd cAc nghiém tw nhién ciia phwong trinh
1 1 1
——=—
X y z

(46)

Loi gidi. T4t ca cdc nghiém tw nhién cda (46) dwoc cho béi cong thirc sau day

(47) x=k(m+n)m, y=k(m+n)n, z=kmn,

véi Kk 1a s6 tw nhién va (m,n)=1. That vdy, néu cic s6 tw nhién X, Y,Z thoa man (46) thi
(Xx+Yy)z=xy suyra x+Yy|xy vatheo bai tap 3 thi ta thiy cong thirc (45) dwoc théa man véi X, Y.
Vivdy z=xy/(x+y)=kmn suy ra céng thirc (47). Mat khac dé dang kiém tra lai cac s6 X, Y,Z
thoéa man cong thirc (47) cling théa man phuong trinh (46).

5. Tim tit ca cac nghiém nguyén clia phwong trinh
(48) (x+y+z)2:x2+y2+z2

Loi gidi. Phwong trinh (48) twong dwong véi
(49) Xy +yz+2zx=0.

Néu cac s6 nguyén X, Y,Z théa min phwong trinh (49) va it nhat mét trong so6 ching, gia s 1a X,
bang 0 thi theo (49) ta c6 yz =0 suy ra mot trong hai s Z,y cling bang 0. Vi vay néu mot trong
cac sd X, Y,Z bang 0 thi it nhat hai trong s6 ching bang 0. Mt khac néu hai trong cac X, Y,Z bang 0
va so thi ba tuy y thi phwong trinh (48) dwoc thdéa méan. Biy gio ta gid st X, Y,Z déu khac 0. Khi
dé6 theo (49) suy ra hai trong cac sé nay phai cing dwong hodc cing 4m va s6 con lai c6 dau nguwoc
lai. D6i ddu néu can thiét ta c6 the gid stt x>0, y>0, z<0. Tl (49) tasuy ra xy =—(x+Yy)z. Nhu



46 | Phwong trinh Xy = Zt

. o X
thé x+y|xy. By gio ta 6 thé 4p dung cong thikc (45) trong bai tip 3 véi 2= ——2— = —kmn. Vi

X+y
vay néu cac s6 nguyén X, Y,Z théa man phwong trinh (48), x>0,y >0, thi v&i s6 cac s6 tw nhién
k,m,n nao dé ma (m,n)=1 tanhan duoc

(50) x=k(m+n)m, y=k(m+n)n, z=—km.

Mit khac, tinh toan truc ti€p cho thiy cac s6 tw nhién k,m,n trong cdng thirc (50) cho ta nghiém
ctia phwong trinh (48). Vi viy tat ca cac nghiém X,Y,Z véi x>0,y >0 cua (48) déu dwoc cho boi
cong thirc (50) v6i k,m,n 1a cac s6 ty nhién. Hon nita ta c6 thé gia thiét (m,n)=1. Tt day tit ca
cac nghiém ctia phwong trinh (48) c6 thé tim dwgc mot cach dé dang.

6. Chirng minh hai ménh dé sau la twong dwong

(i) T6n tai cic s6 nguyén dwong a,b,c,d,ef ,g thoa man

(51) a’+b*=e*, b*+c*=f% a’+c’=g° a’+b*+c*=d’

(ii) Ton tai cAc s6 htru ty X, Y,Z 1én hon 1 théa man

x Y v Y z Y
(52) (l+x2) +(1+ yz] :(1+22] '

Loi gidi (M.Skalba). (i) — (ii). Khong mét tinh tong quat gia sir (a,b,c,d)=1.Suy ra d 1é va c6

ding mot trong cac sé a,b,c 1é, gid sirla a.

T Pinh 1y 1 va (51) suy ra ton tai cac s6 nguyén dwong d;,m;,n, (i =1,2,3) théa man
a=d,(m -nf); b=d,2m,n,, c=d,2mn,

(53) d=d,(m’ +n’) véii=123

Péng thirc a? +b? +c? =d? tré thanh (d,m,n, ) +(d,;myn, ) =(d,mn, )’

Chia c4 hai v& cho d* =d; (m,2 +n’ )2 ta thu dugc (52) voi

x:&>1, y=%>1, z=ﬂ>1
2 n3 r]l

(ii) = (i). V&i cac s6 hiru ty X, Y,Z 16n hon 1 théa méan (52). Ta viét

3
véi m, N 1 cac s6 nguyén dwong. Pat d = H(mi2 +n? )
i-1

Néu ta dinh nghia d, (i =1,2,3) va a,b,c theo cong thirc (53) va lay
e=d,(m;—n3), f =d,2mn,, g=d,(m;—n;),

thi ta nhin dwoc cac s6 nguyén dwong a,b,c,d,e, f,g théaméan (51).

12. Phwong trinh x* —x*y* +y* = 7°

Phwong trinh
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(54) X' —xyr+yt=17°

c6 nghiém tim thwong X=Y, z =Yy’ trong d6 Y 13 s tw nhién tiy y.

Gia str rang X, Y,Z la nghiém tw nhién cta (54) véi X # Y. RO rang ta c6 thé gia st (x,y) =1 vi néu
nguoc lai nghia 1a (x,y)=d >1 thi ta c6 X=dx,y=dy, suy ra theo (54) thi d*|z* va do d6
z=dz}. Chia ca hai v& cia (54) cho d* ta nhan dwoc (x,y,)=1va X' — X'y} +y; =z . Goi X, ,Z
la nghiém tw nhién cta (54) théa man (x,y)=1 va X# Y. Hon nita gia st rang d6i véi nghiém
X, Y,Z nay thi tich Xy dat gia tri bé nhat c6 thé.

Ta gia s rang mot trong cac s6 X, Y 1a chan, gid sttr1a Y. Do (x,y)=1suyra X lé. Phwong trinh
(54) c6 thé viét lai dwdi dang (X* - y? )2 +(xy)’ =2° trong d6 X* —y* =0 (vi X#Y). Tir (x,y)=1
suy ra (X2 - yz,xy) =1. Hon nita do XY chdn nén ap dung céng thirc nghiém nguyén thiy cua
phwong trinh Pythagoras ta suy ra ton tai cic s6 tw nhién M,N théa man (m,n)=12|mn,
X —y?=m
chdn va m 1&. Dbit y=2y, v6i Yy, 1a s ty nhién. Tr xy=2mn ta tim dwgc Xy, =mn vai

?—n?, xy=2mn.Do X léva Y chinnénsd x*—y* vda m*—n? c6 dang 4K +1 suy ra n

(X, Yo )=(m,n)=1. Tl Pinh 1y 6 suy ra ton tai cac s6 tw nhién a,b,c théa man x=ac, y,=bd,
m=ad, n=bc véi (c,d)=1.Tir (x,y,)=(m,n)=1 suyracicsé a,b,c,d la nguyén t5 cing nhau
d6i mot. Do X,M 1& nén cac s s a,c,d 18. Vado n channén b chan.

Thay x=ac, y=2y,=2bd, m=ad, n=bc vao phwong trinh x*—y’>=m?-n’ ta thu duwoc
(a®+b%)c* =(a’ +4b%)d*. Pt &5=(a’+b’,a’+4b?). Ta c6 &|a*+4b’—(a’+b*)=3b*va
5|4(a2+b2)—(a2+4b2)=3a2. Va do (a,b)=1 suy ra §|3. Nhung 3 khong phai wéc s6 cla
a’+b” vinéu 3|a’+b’ thi a,b déu chia hét cho 3, mau thuln véi (a,b)=1. Vay & =1 nghia la
(a®+b?,a* +4b%) =1, tir (a° +b?)c® =(a* +4b°)d* suy ra a*+b*|d? va c?|a”+4b”.

Mit khac tir (c,d)=1 suy ra d”|a’+b® va c®|a®+4b’. Vi vy a’+b’=d* va a’+4b’ =c’.
Nhung (a,b)=1vado a & nén (a,2b)=1.Vivay theo cong thirc nghiém nguyén thiy cia phwong
trinh Pythagoras thi tir ding thitrc a’ +(2b)2 =C” suy ra sy ton tai clia cac s6 tw nhién X, Y, thoa
man (xy,)=12|xy,, a=X —Y;, b=xY,. Tacé a*+b* =d*. Vivay x/ —x’y; +y, =d* va mot
trong cac s8 X;, Y, 1a chdn. Nhung Xy, =b<2bd =y <Xy suy ra XY, <Xy. Diéu ndy miu thuin
v&i gia thiét ban dau cia nghiém X, Y,Z. Chirng to cidc s6 X, Y déulé.

Do X# Y nén ta c6 thé gid st X> Y. T (x2 + yz)2 Jr(xy)2 =z>vasé X*—y*>0 1a chin nén ton

tai cac s6 tw nhién M,N théa man (m,n)=1, 2|mn, X* —y?=2mn va Xy =m*—n’. Tir d6

2
m* —m?n? +n* :(m2 —nz) +m?n?

oo{£57] 2]

va (m,n)=1, mdt trong cac s6 M,N la chan. Nhwng diéu nay la khong thé. Ta c6 dinh ly sau day

Pinh 1y 7. Phuwong trinh X* —Xx*y* +y* = 2% chi ¢ cdc nghiém tw nhién tdm thwong X=Y, z = x.

Chirng minh & trén thudc vé H.C.Pocklington [1].
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Twr dinh ly nay Pocklington da di t&i dinh ly Fermat sau day

Pinh ly 8. Khdng ton tai bén binh phwong khdc nhau tao thanh mot cdp sé cdng.

Chitng minh. Gia st phan ching X°, y*, 2%, W’ 1a cac s6 tw nhién théa mén tinh chit cip s6 cong
Yy —x? =72 —y* =W —z%. Do d6 ta c6 2y°* =x*+12%, 27° = y* +W* suy ra 2y°W’ = X’W’ + 2°W*,
2x°2% = XPy? +2°W tir d6 2X°2° —2y*W’ = X’y? —2°W’. S6 X’y® —2°W’ chin suy ra Xy va zZw c6
cung tinh chan 1&. Pat u=Xz, V=YW, r =(xy+2zw)/2, s=(xy—zw)/2.Rérang U,V,I,S déulasd
tw nhién. D& dang kiém tra u®—v®=2rs,uv=r?—s’ Suy ra u*-u®v*+v* =(r2 +52)2 va theo
Pinh 1y 7 suy ra U=V. Do X%, y?,z*,W* lap thanh mét cip s6 cong phan biét nén ta cé thé gia st
X<Y<Z<Wsuyra XZ< YW nghiald U<V, miuthuan. o

13. Phwong trinh x* +9x°y* +27y* = 7°

Loi giai sau day thudc vé J.Cel [1]. Ta sé chitng minh phwong trinh nay khéng c6 nghiém tw nhién.
Gia str phwong trinh

(55) X +9xPy? +27y* =77

c6 nghiém nguyén dwong va goi X, Y,Z la nghiém ma z dat gia tri nh6 nhit. Néu (x,y)=d >1 thi
x=dx, y=dy, vatl (55)suyra d*|z?, d?|z, z=d?%z,X, Y, Z 1a cdc s6 nguyén duwong. Chia ca
hai vé& ctia (55) cho d* ta nhan dwoc X, +9x7y> +27y, = z7. MAu thuln v6i gia thiét vé tinh nhé
nhdt z. Vi vdy (x,y)=1. Néu 2|x thi tir (55) suy ra 4|27y* —7* vi viy 2|y mau thuin véi
(x,y)=1.Do d6 X 1&.Néu Y ciinglé thi tlr (55) suy ra 8| 7% —5. Pitu nay khong thé cé. Vi viy
(56) X 1&, ¥ chan.

Néu 3| x thirdrangtacé 27|z° vivay 9|z, 81|27y*, 3| y mau thun véi (x,y)=1.Vay (x,3)=1.
Ta cling c6 (x,z)=1. That vdy, dat (x,z) bai d va tir (55) thi d | 27y*. T (x,3y)=1 tacé
(d,27y*)=1vivay d =1. Dt y = 2y,. Phuong trinh (55) c6 thé biéu dién dwéi dang

Z+ X2 z—x*
27y14=( > +9yf][ 5 —9ny.

Cac nhan tir & vé phai 1a dwong vi tdng va tich cla ching la dwong. it d; 13 wéc chung 16n nhat

cia ching. Ta c6 d/|27y; vi viy theo Hé qua 2 Dinh ly 6a Chwong 1 ta c6 d, |9y} va vi vay
d, | (X12 Z). Tl (x,z)=1 ta c6 thé 4p dung Dinh Iy 6a suy ra (Xz, Z) =1 vivéy d, =1 va theo Dinh ly

8 Chuwong 1 tjhi ta sé c6 mot trong hai kha nang sau xay ra

2 g2

(571) LTX 9y2=27a%, 22X _gy2=p*, y, =ab,
Z+X2 2 4 Z_X2 2 4

(572) 5 +9y, =a ,T—le =27b", y, =ab,

véi a,b la cac s6 nguyén dwong nguyén to cung nhau.
Hé (571) khong thé xay ra vi n6 din téi x> +18a°b? = 27a* —b*, 3|b* +1. Hé (572) din t&i
(58) x2 +18a%b% =a* — 27b*,
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suy ra @ hodc b chdn. Lwuy x 1&. Néu a chdn thi a*=x*+18a’b” +27b* =8k + 4, mau thuin.

2 2 2 2
Vay b chan suy ra 27b* = a +X—gb2 a _X—gbz . bat d, = a +X_gb2,a _X_gbz .
2 2 2 2 2 2 2 2

Ta c6 d; | 27b* vi vay d,|9b” va d,|x. Suyra d,|(9y? X) va do(3y,x)=1 ta suy ra d, =1. Néu

2 2 2
,a“tx 9 " x a+x 9 a—-x 9
cac s6 —=Db? déu am ta sé c6 a’ <9b? mau thuln véi (58). Vay —=b?, —=b’
2 2 2 2 2
, , " a’tx 9.,
la cac s06 nguyén dwong nguyén td cung nhau. Ap dung Pinh ly 8 chwong 1 ta cé _Eb =m,

2 —
a“Fx 9 x A N
—+—§b2 =27n*, b=mn, véi M,N 1a cic s6 nguyén dwong. Hon nita a?> =m* +9m*n? +27n*

va a<y, <Y<z, miu thuln vi gia thiét ban dau ciia nghiém X, Y, Z. Diéu phai chirtng minh. ©

(r day ta chu y téi hai bai bao 1én (Lind [1], Reichardt [1]) d nghién cttu cac phwong trinh dang
ax* +bx?y? +cy* =dz?.

14. Phwong trinh X° +y° = 27°

Gia st rang phwong trinh nay c¢6 nghiém nguyén X,Y,Z théamian X# Yy va z# 0. Ta c6 thé gia st
(X, y)=1 vi néu (X, y):d >1 thi ta c6 thé dit X=Xm, y:dyl va suy ra d? | 27° do d6 d |z vavi
vay 2=0z,. Ta sé c6 X + Y, =27 véi (%, ¥;)=1. Do x*+y°® =27° nén céc s6 X+Yy va X—-Y la
chdn suy ra cacsé U =(x+y)/2 va V=(X—y)/2 nguyén. Hon ntratacé X=U+V, y=U-V vado
(X, y) =1 nén (u,v) =1.Tacling c6 (u +V)3 +(u —V)3 =27%. Vivay u(u2 +3V2) =z’ mavi xzy va

1
z#0 suyrauvz==(x*-y?)z=0.
y L (¢=y?)

Néu (u,B):l, thi vi (u,v)zl, ta cd (u,u2 +3V2)=1. Hon nira ton tai cac s6 nguyén Z, va Z, thda
man U=2" va W +3v? =x}. Vivay Z2 —z° =3v® va do d6 (22—zf)[(zz—zf)2+3222f}=3v2. Pit
t=2,-2 khidé vi (z,2,)=1tacé (t,z)=1 va t(t*+3z) +3z/)=3v*. Suy ra 3|t. Ta diit t =3},
va t1(9t12 +9’[1212+3214)=V2 suy ra 3|v.Vivay V=3V, va vi (z,3)=1 suy ra s ot +9t,z7 +3z,
khéng chia hét cho 9, ma 9|V’ ta suy ra 3|t,. Vi vay t, =3t,. Ta ¢6 t,(27t> +9t,22 +z') =V’ ma
(t,z,)=1suyra (t,,7)=1va (t,, 27t +9t,z? +z;) =1. Hon nita t, =b* va 27b* +90%z’ +z/ =c’.
Cac s6 b va |z] 1a cac s6 tw nhién vi néu b=0 thi t,=0 va tir d6 t=0, do dé Z, =27} ma
(2,,2,)=1nén z,=%1, 7, =1 suyra v=0 do d6 X=Y mau thuln voi gia thiét cia X, Y,Z. Mt
khac néu 2,=0 thi u=0, do d6 3V =2 va hé qua 12 v=0, miu thuin. Viy ta két luan ring
phwong trinh X' +9x*y* +27y* = 7° khéng c6 nghiém tw nhién.

Néu 3|u thivi (u,v)=1 tac6 (v,3)=1 do d6 U=3U, va béivi u(u’+3v’)=2° nén 2=3z va
u1(3uf+v2)=3213 ma (V,3)=1 suy ra 3|U,. Hé qua 1a U, =3U, va u2(27u22 +V2)=Zf. Nhung do
(uz,v)zl suy ra (u2,27u22 +v2):1, taco U, =a‘°’, 27u§ +Vv2 =b® veéi (a,b)=1 va bdi vi (v,3):1
nén (b,3)=1. Ta c¢6 27a°+v’*=b’. DPit t=b-3a®’ ta nhan duoc (t,3)=1 va
t(t2+9a2t+27a4)=v2. Nhung vi (a,b)=1 ta suy ra (a,t):l. Tw (t,3)=1 ta suy ra
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(t.t*+9a’t+27a")=1. Hé qua la t=a; va t* +9a’t+27a’ =bf. Do d6 a’ +9a’a/ +27a' =b; véi
a,#0, a=0 vinéu & =0 thi t=0 mau thuln véi (t,3):1 vanéu a=0 thiu=0 vahéquala

z=0 mau thudn véi z#0. Viy ta két ludn ring phuwong trinh x* +9x%y* +27y* = z° khéng c6
nghiém ty nhién.

Tir hai trweong hop trén suy ra diéu phai chitrng minh. Loi gidi nay thudc vé Antoni Wakulicz [1].
Dinh ly 9. Phwong trinh X% + y3 =27° khéng cé nghiém nguyénvoi x#Yy va 2 #0.
Dinh Iy nay suy ra khéng c6 ba 1ap phwong phén biét 1ap thanh mét cip s6 cong.

Cho y =1 hodc y =—1 ta nhan thdy phwong trinh x* —2z° =1 khéng c6 nghiém nguyén Z,X nao
ngoai trit X=2z=-1va x=1, z=0 va phwong trinh x*—2z° = —1 khong c6 nghiém nguyén nao
ngoaitrir x=z=1va x=-1, z=0.

Hé qua 1. Khdng c¢6 sé tam gidc >1 nao la ldp phwong clia mét s6 tw nhién.

Chirng minh. Gia str ton tai s6 tam giac >1 1a 14p phwong ding. Thé thi ton tai cic sO tw nhién
m >1 va n thoéa man m(m+l) =2n°. Néu m chin thi m=2k, k 13 s6 tw nhién va k(2k +1) =n®,
do d6 vi (k,2k+1)=1 ta suy ra ton tai s§ tw nhién X,Z théa man k=2°, 2k+1=x°, do d6
x*—2z° =1 ma nhu ching ta di chitng minh & trén thi diéu nay 1a khong thé. Néu m 1& thi
m=2k —1 trong d6 k 1a s tw nhién >1 (vi m>1) va (2k —1)k =n°, do d6 vi (2k -1, k) =1 ta suy
ra ton tai cic s6 tw nhién X,Z théa man 2k —1=x?, k =z°. Vi vy x®—2z° =—1. Pidu nay ciing
khong thé xay ra. Hé qua dwgc chirng minh xong. o

Hé qua 2. Phwong trinh X* — y3 =1 khéng cé nghiém tw nhién nao ngogi trir X=3, y=2.

Chitng minh. Gia st ton tai s6 tw nhién X=3 va y théa man X*—Y’=1. Néu X chén thi ta c6
(x—1,x+1)=1 va béi vi (x—1)(x+1)=Yy° suy ra ton tai cdc s§ tw nhién a va b théa man
x—1=a’, x+1=b. Do d6 (b—a)(b*+ab+a’)=b*-a’=2 vatirdé b’ +ab+a’|2, vo ly. Vi vay
X 1é va do d6 x=2k +1 trong d6 k 1a s6 tw nhién >1 (néu k =1 thi x =3, mau thuln v&i gia
thiét). Tie X’ —1=y° suyra ¥ chinvadodé y=2n,tacé k(k+1)=2n° véi k 1258 tw nhién >1,
mau thuin véi Hé qua 1. Hé qua 2 dwoc chirng minh. o

Lién quan t&i Hé qua 2 ta nhéc lai gia thuyét Catalan néi tiéng néi rang phwong trinh x* —y' =1
chi c6 duy nhit mot nghiém tw nhién X,y,z,t ma mdi s6 déu lén hon 11a x=3, y=2, z=2,
t = 3. Gia thuyét nay chwa dwoc chirng minh.

R.Tijdeman [1] di han ché duoc viéc gidi phwong trinh thanh cac tinh todn hitu han bang cach dat

ra mot chan hiru hiéu cho cac nghiém. Gi¢i han nay dwoc xac dinh cu thé béi M.Langevin [1].
Langevin cling da chirng minh gia thuyét trong treong hop x* <exp exp exp exp 730.

Néu z va t 1a cac s6 nguyén t6 thi theo J.W.S.Cassels [3] tacé z|y, t|X.

A.Makowski [6] va S.Hyyro [1] d3 dwa vao nhin xét nay dé chirng minh khéng ton tai ba sé tw
nhién lién ti€p ma moi sd déu 1a mot liiy thira khong tAm thwdng. Mit khac rat dé dé chirng minh
khong ton tai bén s6 tw nhién lién ti€p ma modi s6 trong ching déu 1a cac liiy thira khong tim
thudng. Thit viy trong bon s6 ty nhién lién tiép ludn c6 mot so chia 4 dw 2, nghia 1a khong thé la
mot iy thira khéng tdm thwong.

Gia thuyét caa S.S.Pillai n6i rang néu U;,U,,... 1a ddy v6 han cac s6 tw nhién phan biét ma mdi s

trong chiing déu la liy thira khong tam thwong thi lim(u,,, —u, )=+ (Pillai [8]). Gia thuyét nay
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twong dwong véi ménh dé: véi mdi sé tw nhién m thi chi ¢6 hivu han cdc b s6 tw nhién X,Y,z,t ma
méi s6 déu Iém hon 2 va théa man phwong trinh XY —z' =m.

Mot van dé kha thua vi dwoc dat ra 1a véi gia tri ndo cia M thi ton tai cac s6 tw nhién X, y,z,t 1l6n
hon 1 théa man phwong trinh néu trén. D& dang chirng minh rang tinh chit nay 1a kha di v&i moi
s6 tw nhién khéng c6 dang 4k +2 véi k=0,1,2,...

Trong moi lién hé nay mot ciu hoi khac dwoc dat ra la cé phai véi moi s6 tw nhién n déu ton tai s6
tw nhién m ma phuwong trinh x’ —z' =m ¢6 it nhit N nghiém tw nhién phan biét X, y, z,t ma moi
s6 déu 16m hon 1 hay khén? Cau tra 1o 1a khdng dinh. Vi k =1,2,...,n va m=2°" thi

m= 22" — (22n—k—l 4okt )2 _(22n—k—1 _ k-1 )2_
Tacd 22 = (2274)" —(227)" v6i k=121,

Trong day U, dwoc dé cip & trén cac phin ti nhoé hon 400 lan lwotla 1, 4, 8, 9, 16, 25, 27, 32, 36,
49, 64, 81,100, 121, 125, 128, 144, 169, 196, 216, 225, 243, 256, 289, 324, 343, 361, 400 va twong
wngday U.,—U, 1a3,4,1,7,9,2,5,4,13,15,17,19, 21, 4, 3, 16, 25, 27, 20, 9, 18, 13, 33, 35, 19,
18, 39.

Hé qua 2°. Phwong trinh X* — y3 =1 khéng c6 nghiém hitu ty ngoai trir cdc nghiém x=0, y =1,
x=%1, y=0, x=43, y=2.

Chirng minh. Gia st cac sO hiru ty X, Y théa man Xz—y3 =1.pat x=h/g, y=r/s véi 9,Sla cac
s6 tw nhién va h,r la cic sd nguyén théa min (h,g)=(r,s)=1. Do X -y*=1 ta c6
Ws’—g'r’=g°s’. vi vay h’s®=g’(r*+s’). Vi (g,h)=1 ta 6 @°|s’. Mit khic
g°r’ :(hz—gz)s3 dodévi (r,s)=1tacé s°|g*. Tr day ta suyra g° =s°. Vi vy voi s6 tu nhién
M nao détacd g=m®, s=m? vasuyra h?—r®=m°. Vay r3=(h+m3)(h—m3) véi (mh)=1.
Néu mot trong cac s6 h va M 1a chdn va s6 con lai 12 1é thi (h+m3,h—m3):1 va tir d6 suy ra tén
tai @ va b théoa man h+m®*=a®, h—m®=b®, do d6 a3+(—b)3:2m3. Nhung vi m=0 suy ra

, h+m® h—-m?
a:—bdodéhzOVésuyraX:0,y:1.Néucémvéhdéuléthi( +2 _— j=1vé2|r

h+m®\( h—m?® ‘ )
do d6 r=2r, va 2r13:( 5 j( 5 ] Suy ra ton tai cac s6 nguyén a va b thdéa man

h+m?® =4a®, h¥m’=2b°. Vi vay b®+(£m)’ =2a’. Néu a=0 thi h=F¥m*=7Fg do d6 x=71,
y=0. Néu a=0 thi nhw ta da biét b bing +m=a. Vi viy h=4a’Fm’ =+3m’> =+3g do dé
Xx=%3,y=2.Hé qua 2* dwoc chitng minh. o
Hé qua 3. Néu N la s6 tw nhién I6m hon 1 thi 1° +2° +...+n® khdng phdi ldp phuong diing.

o e 17 4o ._(n(n+D))
Chirng minh. Tadabiét 1" +2° +..+n° = — =t,.

Néu cac s6 tﬁ 12 1ap phwong ding thi t, ciing 14 14p phwong ding . MAu thuin véi Hé qua 1. O day
can nhic lai dinh ly trong chwong trwéc (hé qua ctia Pinh ly 16) néi rang néu cac s6 tw nhién
a,b,lI,m théa man (I,m)=1, a' =b™ thi ton tai s6 tw nhién N théamin a=n" vab=n'. o
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Khé hon mot chit dé chirng minh rang véi n>1 thi sé 12 +2° +...+n” 1a binh phwong ctia mot s6
tw nhién chi trong trweong hop n=24, C6 madt bai todn lién quan la khi nao thi phwong trinh
1"+2"+...+(m —1)n =m" c6 nghiém tw nhién m,n >1. Bai toan nay van chwa dwoc giai. Gia thuyét
cua P.Erdos dwa ra ciu tra 1o phid dinh. L.Moser [2] da chirng minh gia thuyét trong trwong hop
m <10 (xem thém Best va Riele [1]). Cudi cing ta chi y rang c6 thé chirng minh phwong trinh
x> +y® = z° khong c6 nghiém nguyén Xx,y,z #0. Tir diy suy ra 1 khong phai la téng cta hai lap
phwong hitu ty (Chwong 11 muc 10).

15. Phwong trinh x° +y°® =az® véi a>2

Pinh ly 10. Néu a la sé tw nhién Ién hon 2 va khéng chia hét cho ldp phwong nao Ién hon 1 va

(59) X’ +y*=az’

c6 nghiém Xx,y,z voi (X, y) =1, z#0, thi phwong trinh ndy cé vé han nghiém nhw thé (xem thém
Nagell [5], trang 246).

Chitng minh. Gia st X,Yy,z,(X,y)=1, z#0 théa méan (59). Ta c6 (x,z)=1.Pit d =(x,z) ta c6
d®|az’~x’=y® dodé d |y mado (X,y)=1suyra d =1. Twongtu (y,z)=1.Dit

(60) 5:(x(x3+2y3),—y(2x3+ys),z(XS—y3)).
Ta c6

(61) X(X*+2y°) =%,

(62) —y(2x3+y3)=5y1,

(63) 2(x*~y*) =02,

trong d6 X, ;,Z, 12 cac s6 nguyén va (X, Y;,z,)=1.
Dwa vao dang thitc
3 3

(x( 427 )] =(y(2¢+y")) =(x+y) (¢ -y°)
Tir (59) suy ra cac s8 X, ¥;,Z, théa man phuwong trinh X +y; =az’. Néu x=y thivi (x,y)=1ta
6 x=y=+1vatk (59)suyra az’=+2,volyvi a>2.Vivay x=y vatheo (63) suyra z, #0.
Néu d =(x,y,)thi d°|x’+y; =az’. Néu d >1 va (d,z)=1 thi ta c6 (d3,zf)=1 vavi d®|az’
suy ra d*|a, mau thuin véi gia thiét a khong cé wéce 1ap phwong 16m hon 1. Vi vay hodc d =1
hodc d >1va (d,z)>1dodé (x,Y,,2)>1,voly.
Vi vay ta kétlusn d =1 vado dé (x,,y,)=1.

Hon nita do X +Y;, =az, ta thdy (szl):l- Tw (X,y)=l suy ra (X, y4)=1 va vi (62) suy ra
(8y;,x)=1 (néu d, |5y, va d, | x thitheo (62) suy ra d, | y* va nhw thé (5,x)=1.

Twong tu tir (61) ta suy ra (5x,y) =1 dodé (5,y)=1.

@ Bai toan nay dwoc dat ra boi E.Lucas [1]. Loi giai dﬁl} tién dua trén 1y thuyét vé cac ham elliptic dugc dua ra boi
G.N.Watson [1]. Loi giai dua trén ly thuyét vé truong so hoc dugce dua ra boi Ljunggren [5]. Xem thém Trost [1]
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Vi (x,z)=(y,z)=1 nén ta c6 (xy3,z)=1. Néu d|os va d|z thi theo (59) va (61) ta co
dX°+y°| X +xy° va d|x* +2yx’ dodé d|xy®. Tirdévi d |z va (xy°,z)=1nén d =1, nghia la
(6,2)=1.Vivay (8,x)=(5,y)=(5,2)=1 va tix (61), (62), (63) suy ra 5 la wéc sb chia X +2y°,
2x°+ v, x* = y® vado dé né ciing 1a wéc s6 clia x3+2y3+2(x3—y3)=3x3.

Vivay tir (5,x)=1 ta thdy §|3.Vay 6 =1 hodc & =3 va trong moi truong hop ta déu c6 §<3.
Néu x=0 thivi (x,y)=1tacé y==+1, mau thudn véi (59) vi a>2. Twong tw ta c6 y 0. Mbi

mot trong cic s6 X va y lakhac 0 vavi x=y néntacé [x° —y°|>1.

Néu cac s6 x,y cung dwong hodc cing am thi X°+xy+ y2=(x—y)2+3xy21+3xy24 va
‘XS —y3\ =|X— y”(x—y)z =3xy‘ >4, Néu mot trong cac s6 X,y la dwong va s6 con lai 1a 4m thi

xy <0 va X* —xy+ y2:(x+y)2—3xy24; vi X+Yy=#0, gid st ngwoc lai x=-y thi theo (59) va

a>2 suyra z=0, mau thuin véi gia thiét. Vi vay trong moi tredng hop ta déu cé ‘Xs - yS‘ >4,

Do & <3 nén tir cdng thirc (63) suy ra |z,|>|z|. Chirng t6 néu @ théa man diéu kién bai toan thi tir
mdi nghiém nguyén X,y,z v&i (x,y)=1va z=0 cta (59) ta c6 thé nhin dwoc mét nghiém khac
X, Y, 2, voi (Xi, y1)=1 va |Zl| >|Z|. Twr day suy ra c6 vo han nghiém nhw vay. Pinh ly 10 dwoc
chirng minh. ©

Cac phwong trinh x®+y®=372°, x*+y® =47°, x*+y® =5z° déu khéng c6 nghiém nguyén X,Y,z
véi z#0 (Selmer [1], [2]). Mit khac tir Pinh 1y 10 suy ra mdéi phwong trinh X*+y°® =67°,
XX +y =72, x*+y* =92° déu c6 vb han nghiém nguyén X, Y,z voi (X, y) =1va z#0. That vay,

ta stt dung Pinh 1y 10 va chd y rang cac s6 17, 37, 21 théa man phwong trinh thit nhit, cac sd 2,
—1,1 théa man phwong trinh th hai va cac s6 2,1,1 théa min phwong trinh thir ba (Nagell [5],
trang 247-248). Tir day ta suy ra mot sé hé qua trong chwong 11 muc 9.

16. S6 tam giac
Nhu ta da biét trong muc 4, s8 t, =n(n+1)/2 dwoc goi 12 s§ tam giac thit n. Danh sach 20000 s&
tam gidc dwoc liét ké vao ndm 1762 béi E. de Joncourt [1]. K.Zarankiewicz [1] d3 lwu y rang cac sd

21, 2211, 222111, ... déu la s6 tam giac. Ta c6 21:6;27, 22112@, 222111:M. Ban

doc c6 thé tw chirng minh nhan xét nay. Cac vi du twong tw dwoc dwa ra bdi T.Jozefiak [1]

55, 5050, 500500, 50005000, ...

5151, 501501, 50015001, 5000150001, ..

78, 8778, 887778, 88877778, ..

45, 4950, 499500, 49995000, ..

45, 2415, 224115, 22241115, ..
Dé dang chirng minh ton tai v han cic ciap s6 tam gidc ma téng d6i mot clia chiing déu 1a s6 tam
giac. That vay, dé dang kiém tra rang vdi s6 tw nhién k ta c6 t_, +k=t,  (v&i t; =0). Vi vay véi
k=t,(n=12..) ta ¢6 t ,+t =t . Dic biet t,+t,=t;, t+t;=t;, t;+t,=t,, t,+t;=t;.

M.N.Khatri [1] da tim ra ty +t, ., =t 1, Gos T ke = s, s Hhso =tz véi k=0,1,2,...
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Ddc biet t+1; =, G+l =tg, G+t =1, t,+t, =1, . Tacingco t,. ., =, +ly, VO
k =1,2,.... Ta sé chitrng minh ton tai vd han cap cac s6 tw nhién x,y thdéa min hé phwong trinh
(64) t+t, =t, vat-t, =t .

Dé dang chirng minh mdi phwong trinh trong (64) déu twong duwong véi

(65) X2 +X=5y*+.

Cho nén ta chi can chirng minh (65) c6 vo han nghiém tw nhién x, y. St dung dang thirc

(161X+360y+116)2 +161x+360y +116—5(72X+161y+52)2
—(72x+161y +52) = x>+ x—=5y* -y
Suy ra néu X,y tao thanh nghiém tw nhién cta (65) thi cic s6 u=161x+360y+116 va

v =72x+161y +52 la nghiém ty nhién u,v cla (65) ma lan lvgt1én hon x,y.Do x=2 va y=1
thoa man (65) suy ra (65) cé vo han nghiém tw nhién X, y (Sierpinski [32]).

J.Browkin [1] da st dung cic két qua cta P.F.Teilhet [1] d€ dwa ra mot phwong phap tim tit ca cac
cap s6 tam gidc ma téng va hiéu clia cac s6 trong moi cap déu 1a s6 tam giac.

V&i x <100 thi ton tai t,,t, véi (x,y)=(6,5),(18,16),(37,27),(44,39),(86,65),(91,54).

Nhu ta da biét (so sanh v&i Chwong 1 muc 4) tén tai vo han cac s6 tam gidc 1a binh phwong dung.

(3+2v2) —(3-2v2)

Nhic lai riang tir thoi Euler ta da biét véi mbi s6 tw nhién n thi s6 2 1a s6 tw

nhién va binh phwong ctia n6 la s6 tam giac (Sierpinski [30]). Mt khac, W.Ljunggren [4] da chirng
minh rang chi ton tai hai s6 tam gidc ma binh phwong 1a s6 tam giac, ky hiéula t; va t;.

Pinh ly 11. Khéng ton tai sé tam gidc > 1 la liiy thira bdc bon.

Chitng minh. Gia sir phan chirng ton tai s tw nhién m va n>1 ma in(n +1) =m* duoc thda
man. Khi d6 n(n +l) =2m* vado d6 n=2K suyra k(2k +1) =m*. Vi (k, k +l) =1 nén suy ra ton
tai cac s§ tw nhién x,y théa man kK=Yy*, 2k+1=x* va do d6 2y*+1=x". Néu n 1é thi
n=2k—1 vado d6 (2k—1)k =m*. Vi (2k —1k) =1 suy ra ton tai cac s6 tw nhién x,y théa mén
2k —1=x"k=y* Twrdaytacé 2y'—1=x" vatr 2k—1=n>1suyra y>1.Vay y' =k >1.

D& hoan tit chirng minh ta can chirng minh rang

1) Khong ton tai x,y thoa man 2y* +1=x"*,

2) Khong tén tai X va y >1 théa man 2y —1=x",

D& chirng minh 1) ta chd y ring néu 2y* +1=X" thita c6 (y2 )4 +x* =(y4 +1)2 , mau thuan véi Hé
qua 2 muc 6. D€ chirng minh 2) ta gia st 2y* —1=x" va do dé (y2 )4 —x* =(y4 —1)2. Nhung do

y“ >1, y“ —1 12 s6 ty nhién, mau thuan véi Hé qua 1 muc 6. Dinh ly dugc chirng minh. o
Tuy nhién van c6 thé x4y ra tinh huéng véi cac s6 hiru ty t va u thi %t(t +1) =u chang han véi

2
t= % ta c %t(t +1) = (gj . Cht y riing phwong trinh 2Y* +1= 7 khong c6 nghiém tw nhién y,z
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ngoai trir 2-13* —1* =239, C6 thé chirng minh ring phwong trinh 2y* ~1=7° chi c6 hai nghiém
twnhién y,z la y=2z=1 va y=13, z=239 (Ljunggren [1]).

C6 thé sir dung két qua quen thudc vé phwong trinh X" +Y" =22" (Denes [1]) d€ suy ra ring cac
s6 tam giac déu khong thé 1a liy thira bac n cia mét s6 tw nhién véi 2 <n <30. Mat khic theo dinh
Iy tng quat hon (Schinzel va Tijdeman [1]) thi phwong trinh P(x)=y", trong d6 P la da thirc
vGi hé s6 hiru ty véi it nhat hai hé s6 khac 0, c6 thé ¢ vo han nghiém nguyén x,y véi y>1m>2.
Vi vay s6 tam gidc khong thé la liy thira bac n cia mot s tw nhién véi n 16m hon mot giac tri N,

nao dé6. Theo E.Z.Chein [2] thi c6 thé chon n, = 7.877-10°,

Dé dang nhén thay vi s6 tw nhién n thi n(n+1) khong thé 1a binh phwong dung. That vdy, néu ta
co n(n +1) =a’ thivi (n, n +1) =1 suy ra cic s6 n,n+1 déu la binh phwong. Vay n=k*,n+1=1?
vadods (1-k)(1+k)=1?—k? =1. V4 ly. Tuy nhién véi N =2 thitacé 3(3+1)=(2)".

Twong tu ta ¢ thé chirng minh tich ctia hai s6 tw nhién lién ti€p khong thé 1a lily thira bac 1é6n hon
1. Chirng minh cho dinh 1y Goldbach néi rang tich cta ba s& tw nhién lién tiép khong thé 1a binh
phwong ciing twong d6i don gidn. That vay, ta c6 thé chirng minh rang tich cua ba s6 tw nhién lién
tiép khong thé 1a liy thira bac 1én hon 1. Gid s ton tai cac s6 tw nhién n,k va s>1 ma

n(n+1)(n+2)=k*. Do (n+1n(n+2))=1 4p dung Dinh ly 8 Chwong 1 suy ra ton tai a,b théa
man n+1=a° va n(n+2)=b*. Tirdé 1=(n+1)° —n(n+2)=(a’) —b* voly.

P.Erdos va ].L. Selfridge [1] d4 chirng minh tich ctia k s nguyén dwong lién tiép véi K >1 khong
thé 12 liiy thira bic 16m hon 1 va tich ctia k s6 18 lién ti€p véi K > 1 ciing khong thé 12 liiy thira bac

n
16n hon 1 (Erdos [5]). Hon nita véi s6 tw nhién K >3 va N> 2K thi s8 (kj khong thé 1a lay thira
baclén hon 1 (P.Erdos [11]).

Cacs6codang T, =¢ n(n +1)(n + 2) (véi n 14 s6 tw nhién) dwoc goi la sé tir dién. Tén goi nay duwoc
dat theo so cac hinh cdu c6 cung ban kinh c6 thé chira trong cac ti dién. Mwi s6 ti dién dau tién
1a 1,4,10,20,35,56,84,120,165,220 . Véi n=1,2,48 ta nhan dwgc cic s t dién 1°,2°,140° 1a binh
phuong dung. C6 thé chirng minh day la tat ca cac sé ti dién c6 tinh chit nay. Tinh chit nay dwoc
chitng minh b&i A.Meyl [1] dwa trén sw kién 13 cic s6 s, =1°+2°+...+n° 1a binh phwong khi va chi
khi N=1 hodc N =24 (xem thém muc 14). Ngwoc lai, gid st véi s6 tw nhiénntacd s, =m’ véim la
s8 tu nhién. Khi d6 ta c6 thé kiém tra 4s, =T, . Suy ra T,, =(2m) vi 2n bing 2 hoic 48 nghia la
N=1 hodc N=24.

Ton tai cac s6 tw nhién vira 1a s6 ti dién vira la s6 tam giac. E.T.Avanesov [1] da chirng minh tat ca
cac s6 nhu vay 1a n=1,10,120,1540,7140. Vé&i cic s6 nay thita cé6 N=13 X(X+1) =1 y(y+1)(y+ 2)
lan lwot véi x =1,4,15,55,119;y =1,3,8, 20,34.

Taco T,-T,, =t, va T +T,, =12 +2%+..+(n+1)".

C6 thé chirng minh ton tai v han cdp cac s6 tir dién ma téng (hoic hiéu) clia cac s6 trong mdi cap
cling 1a so t&r dién (Rohr [1], Sierpinski [33], Wunderlich [1], Bremner [1]). Ta chwa biét cé cap s6
tr dién nao ma ca téng va hiéu cia chung déu 1a sé ti dién hay khéng. H.E.Salzer [1] da dwa ra gia
thuyét néi rang moi binh phwong déu 1a téng ctia nhiéu nhat 1a bon sé tit dién va 6ng ta da chirng
minh tinh chit ndy v&i moi binh phwong <10°. Dic biét
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P=T,2=T,F=T,+T,+T,,# =T, +T,+T,+T,,5° =T, + T, +T, =T, + T, + T, +T,,
6° =T, +T, 7 =T, +T,+T,,8 =T, +T,+T,,9° =T, +T,+T,+T,,10° =T, + T, + T, + T,.

Dé dang ching minh moi s tw nhién déu 1a téng cta bon sé tr dién. That vady ta cé
1=T,+T,-T,-T,,2=T,-T,-T,-T, va v&i s6 tw nhién n > 2 ta c6 n=T +T_,-T ,-T . Tuy nhién chitng minh

moi s6 tw nhién déu la tong cua nhiéu nhit 8 s6 ti dién la khé hon (Watson [2]). Cac s6 tw nhién
<10" déu la téng clia nhiéu nhit 5 s8 tir dién (Salzer va Levine [1]).

17. Phwong trinh x> - Dy’ =1
Trong muc nay ta nghién ctru cic phwong trinh nghiém nguyén véi s6 ty nhién D cho trwéc
(66) X’ -Dy* =1

Phuwong trinh nay dwoc goi la phwong trinh Fermat hodc la phwong trinh Pell. Phwong trinh nay c6
cac nghiém tim thwong x=1,y=0 va X=-1, y=0. Ta chi cin tim cic nghiém tw nhién cua

(66). Néu D 1a binh phuwong thi (66) c6 thé viét thanh (X—ny)(x+ny)=1, do d6 X+ nyl 1, vo 1y

vi X, Y 1a cc s6 tw nhién. Vi vay néu D 1a binh phwong thi phwong trinh (66) khong c6 nghiém tu
nhién. D€ chitrng minh phwong trinh cling v6 nghiém trong trwong hop con lai ta xét bo dé

B6 dé. Néu D khoéng phdi binh phwong diing thi tén tai vo han cdp sé phdn biét X, Y théa mdn
(67) y#0 va |x?—Dy? |<2JD +1

Chirng minh. V&imbi k =0,1,2,...,n ky hiéu |k 13 s6 tw nhién lén nhat <k~/D +1.

Taco |, <kyvD+1 va I, +1> kD +1. vivay

(68) 0<I —kJD<1

Ta c6 N+l s6 |, —k\/B(k =0,1,2,..,n) 1a phan biét vi néu I, kD = l,. —k'JD thi ta c6

I~ =(k—k )ﬁ trong d6 kK#k' 1a khong thé xay ra vi néu ngwoc lai thi ~/D 1a binh phwong

hitu ty va suy ra D 1a binh phwong diing, mau thuin véi gia thiét.

Theo (68) thi cic s6 u=lI, —k\/B(k =0,1,2,...,n) phai théa man mdt trong cc bat déng thirc
2 n-1 n

0<us1, 1<us—, ..., ——<u<—. Suy ra it nhat c6 hai gia tri phan biét U' va U"thoa
n n n n n

man cung mot wée lwong, nghia la J—_l<u'si, J—_l<u"£i, trongdd | =1,2,...,n.
n n n n

Tir gia thit U'#U" ta c6 thé gid sit rang U'>U". Bat ding thirc U'<K/n va u">(k—1)/n suy ra
O<u—u"<2. Do u'=l —kJD,u"=l-iVD trong d6 k,i thudc v& 012...n thi dit
n

x=I -I,y=1-K tasuyra

(687 0<x—y\/5<£
n

Hién nhién vi X, Y 1a cic s6 nguyén va y=i—k. Vi viy y la hiéu cta hai chi s6 khac nhau tir day
0,1,2,...,n,nén né khac 0 va khéng 1é6n hon N nghia la

(69) 0<|y|<n
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Theo (68%) ta c6 yy/D < x < y\E—Fl.
n
1 1 ... . 1
Theo (69) suyra — n\/B-l_ﬁ <-n/D < X<n\/5+ﬁ,vahe quala |X| <nyD +H.

Tir d6 theo (69) thi |x+ y~/D| <|x|+]y|V/D < 2m/5+%.

Nhan hai vé véi (689) suy ra ‘Xz = Dyz‘ <2JD +1. Vi vay ton tai X,y théa min (67) va (68%). Tir

dAy suy ra ton tai vo han cdp s6 tw nhién X, Y théa min (67) va

(70) 0<x- yﬁ .
Gia str ngwoc lai, nghia la chi ton tai hiru han cap s6 nhw vay. Ky hiéu
(71) (%), (% ¥a)r o (X0 Y5)

la tat ca cac cap so dé. Khi dé cac s6
(72) %-%¥D, %-¥%D, ., x-yD

déu la dwong. Goi & 1a s6 nho nhat trong d6. SO tw nhién n théa man

(73) 1.,
n

O trén ta da chirng minh ton tai it nhat mot cdp s6 X,y théa méin ca (67) va (68%). T (689) va
(73) ta c6 0< x—y\fﬁ<a. Nhung do ¢ la nho nhat trong cac sé6 & day (72) nén x—y«fB
khong thudc vé diy dé, nghia la cap (X, y) khong trung véi cdp nao trong (71) va déu thoéa man
(67),(689) va do d6 théa man ca (70). Piéu nay mau thuin véi dinh nghia trong (71). Vay c6 vd

han céc cdp s6 X, Y théa man (67) va (70). B6 dé dwoc chirtng minh. o

Pinh ly 12. Néu s6 tw nhién D khéng phdi binh phwong diing thi phwong trinh x> —Dy* =1 c6 v
han nghiém tw nhién X, Y.

Chirng minh. Do s6 cac s6 nguyén véi tri tuyét d6i nhé hon 24/D +1 13 hitu han va theo bg d@ thi
ton tai v han cap (X, y) thdéa man bt dang thitrc (67) nén ton tai voé han cdp sd nguyén X,y ma
x> ~Dy? bing v&i mot s6 k xac dinh va khac 0 (trwomg hop D=X%"/y® dwoc loai bd). Ky hiéu tap
hop tat cd cac cip s6 X, Y nhwvayla Z . Véis6 nguyén  ky hiéu r(t) la phan dw nhin dwoc khi
chia t cho k. Vi X, Y thude Z ta xét cip I’(X), r(y). R& rang c6 nhiéu nhat k* cidp s6 phan biét
nhuw vay. Bay gior ta chia Z thanh cac 1ép véi gid thidt X, Y va x', y' thudc cung mdt 1ép néu va chi
néu I‘(X)z I‘(X') va r(y) = r(y'). Do sé cap I‘(X), r(y) phan biét 1a hitu han ma Z v han nén
it nhat mot trong cac 16p 1a vo han. Trong 1ép d6 ton tai hai cdp a,b va ¢,d ma it nhat mot trong
cac dang thirc |a| = |C|,|b| =|d| sai b&i vi v&i cdp a,b cho trudc ton tai nhiéu nhit 4 cdp ¢,d nhw
vay. Cac hiéu a® - Db? va ¢®—Dd” déu bang k (vi cic cap a,b va c,d déu thuéc Z ). Nhung do
a,b va c,d thuéc cing mot 16p nén suy ra r(a)=r(c) va r(b)=r(d). Vi vay ton tai cic s6
nguyén t va vV théaman a—c =kt va b—d =kv. T dé

(74) a=c+kt, b=d+kv,

Trong d6 t va vV déu nguyén. Nhan cac dang thirc
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(75) a’—Db® =k, ¢ —Dd* =k
va sir dung déng thtrc (@’ — Db®)(c” —~Dd”) =(ac—Dbd )’ — D(ad —cb)” ta suy ra
(76) (ac—Dbd)’ —D(ad —cb)’ =k
Tir (74) va (75) suy ra ac—Dbd =(c+kt)c—D(d +kv)d =c*~Dd* +k(ct—Ddv) va ciing c6
ad —cb=(c+kt)d —c(d +kv)=k(dt—cv). Vi vay néu ta chia ca hai vé clia (76) cho k® thi ta c6

(1+ct- de)2 —D(dt—cv)2 =1. Tir day dat X=|1+Ct— Ddv ,y:|dt—cv| tasuyra X>— Dy’ =1.Ta
sé chitng minh y=0.Néu y=0 suyra |x|=1vivdy 1+ct—Ddv=+1, dt—cv=0.

Nhan ding thirc thit nhat véi ¢ va thit hai véi —Dd sau d6 cong lai ta suy ra C+(C2 - Ddz)t = *C,
tir d6 theo (74) va (75) suyra a=:1C,nghiala [a|=|c|.

Twong tw nhin ding thirc th& nhit véi d va th hai voéi -c sau d6 cong lai ta co
d +(C2 — Ddz)v =+d, do dé theo (74) va (75) ta suy ra b=+d, nghia la |b| =|d| . Nhung tir ding

thirc nay va |a| = |C| suy ra mau thuan véi dinh nghia ctia a,b va c,d .

Vi vy ta da chitng minh ton tai it nhit mot cip X,y théa man X°—Dy’ =1 véi y =0 (nhw thé
x #0). P8i d4u néu can ta thu dwoc nghiém tw nhién cta (66). Néu ding thire X° — Dy’ =1 ding
v6i céc s6 ty nhién X,y nao d6 thi rd rang (2x% ~1)° —D(2xy)’ =1 v6i 2xy > y. Vi vy tir mot
nghiém tw nhién X,y bat ky cta (66) ta thu dwgc nghiém ty nhién x',y' ma x'>x va y'>y.
Suy ra (66) c6 vo han nghiém tw nhién. Pinh ly 12 dwoc chirtng minh. o

P& tim cac nghiém cta (66) mdt cach hitu hiéu ta 4p dung tha tuc sau: trong 1+ Dy? ta Ian luot
thay y béi cac s6 tw nhién 1,2,3,... vaky hiduula sé y diu tién ma 1+ Dy® 13 binh phwong ding.
Khi dé ta dat 1+ Du® =t*. Cap (t, U) la nghiém cta (66) véi t,u 1a cac s6 tw nhién nhé nhit nhw
thé vi véi moi nghiém X, Y khac cta (66) tacd Y >U suyra X = \/m >+1+Du? =t nén X>1t.
Trong cac trudmg hop riéng thi rat dé dé tim nghiém cua (66). Dic biét néu D c6 dang a? -1
trong dé a l1a s6 tw nhién (> l) thi nghiém nhé nhit cta (66) 1a t =a,U=1. Tuwong tw néu
D= a(a+1) véi a la s6 tw nhién thi nghiém nho nhit 1a t=2a+lLu=2 vi ta ¢6
(2a+1)° —D-22 =1 va néu véi s6 ty nhién X,x*~D-1 =1 thi ta sé c6 x> =a+a-+1 do dé
x*>a® suyra Xx>a nén x>a+1 va vi vdy x*>a’+2a+1>a’+a+1 mau thuin. Trong
trwong hop D =a® +2 véiala sé tw nhién thi ta chitng minh dwoc nghiém nhé nhét cta (66) 1a
t=a’+Lu=a va ciing vdy néu D = a” +1 thi cAc nghiém nhé nhatla t=2a’+Lu=2a.

Vi du. Véi D=2 phwong trinh (66) tré thanh x*-2y° =1, Lin lwot thay 1 va 2 cho y trong 1+ 2y
ta nhan duwgc 2 va 9. Nghiém nhé nhit1a X =3,y =2.Véi D=3 phwong trinh (66) tré thanh
x*~3y*=1.Thay 1 cho y trong 1+3y? ta nhin dwoc binh phuong ctia 2. Vi vy nghiém nhé nhit 13
t=2,u=1.Véi D=5 ta c6 phwong trinh x*-5y*=1, thay 1,2,3,4 cho y trong 1+5y? ta nhin
dwoc 6,21,46,81. Nghiém nhd nhit la t=9,u=4. Véi D=11 ta c6 phwong trinh x*-11y° =1,
thay 1,2,3 cho y trong 1+11y* ta nhan dwoc 12, 45,100 . Nghiém nhé nhit1a t =10,u = 3.
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Phuong phap tim nghiém trén mac du don gidn nhwng trén thuc té né khong thwce sw hitru dung vi
trong nhiéu trwong hop thi phwong phap nay yéu cdu mét lwong phép thir rat 1on. Vi du xét
phuwong trinh x*-13y? =1 ta tim dwgc t = 649,u =180 v&i 180 phép thir. Bdc biét véi phwong trinh

(77) x*-991y* =1
Nghiém nho nhit la

t =379516400906811930638014896080,

u=12055735790331359447442538767.
Nhuw thé néu ta str dung 1028 phép thir sau d6 két luan rang phuwong trinh (77) vo nghiém thi ta sé
thu dwgc mot két ludn khong dung. Trong Chwong 8 muc 5 ta sé trinh bay mot phwong phap htru
hiéu hon dé tim nghiém nhé nhit cta (66). Phwong phap nay sé khong qua tén thoi gian dé tinh
toan. Mit khac ta d€ y rang néu D khong phai binh phwong ddng thi c6 thé tim tit ca cac nghiém
hitu ty cha (66). That vay, v6i s6 hiru ty r thy ¥ ta ddt x=(r*+D)/(r*~D),y=2r/(r’~D) thi

2 (r*-D)+4Dr? 2 2
ot el )
re— r’—D re—

Do d6 x*—Dy®=1. D& dang chirng minh tit ca cic nghiém cta (66) déu thu dwoc theo cach ny.
Viéc tim tit ca cac nghiém hitu ty cia (66) twong dwong véi viéc tim nghiém nguyén cia phwong
trinh X’ - Dy’ =7°. Bay gior ta tré lai véi viéc tim tat cd cic nghiém tw nhién ctia phwong trinh (66).
Pinh ly 13. Tdt cd cdc nghiém ty nhién ctia phwong trinh X* — Dy2 =11

(78) (t) %0): (6, X)), (), -

Trong do (to, UO) la nghiém nhé nhdt va ('[k , Uk) dworc xdc dinh bdi

(79) t.., =tt +Dugu,,u,.,, =ut, +tu,,k=0,12,..

Chirng minh. D€ chirng minh cac b0 s6 trong (78) déu théa man phwong trinh (66) thi ta gia st
voi k>0 cap (tk,Uk) théa man (66). Rd rang cac s6 trong (79) 1a tw nhién va tir dang thic

t2,, — DUZ,, = (tot, + DUyU, )2 — D(Ugt, +t,u,)? = (t2 —DuZ)(t? —Du?) suy ra (t.;,U.,) ciing thoa
man phwong trinh (66). Vi viy ta chi can chi ra tit cd cic nghiém (X, y) cia phwong trinh
x*—Dy* =1 déu chira trong day (78). Ta chirng minh bé dé sau day

BS dé. Néu (X, Y) la nghiém tw nhién ciia X° =Dy’ =1 ma Uy <Y thi véi

(80) ¢ =t,x=Du,y,n7=-UX+t,

voi ¢, déula cicsd tw nhién, 7 <Y va ¢’ -Dp’ =1.

Chirng minh. Tix (80) ta c6 £ — Dr® = (t,x— Du,y)’ — D(~uXx+t,y)" = (t; — Du3 ) (x* — Dy?).

Hé qua 1a tir t? -~ Du? =1 va X’ —Dy’ =1 suy ra ¢*-Dn’ =1. Do d6 chi cin chirng minh réng néu & va
n 14 cac s8 tw nhién va 7<Y thi cic bit didng thiec 0<tx—Du,y va 0<-Ux+t,y<y la ding. Dau

0

tin ta cha vy Dzuzyzz(tg_l)(x2_1)<t§x2 do d6 Duy<tx va tr Uy <Y ta cb

2 2

X 1 1 [t

[;] = D+F< D+F:[u_oj . Hé quala X/ y<t,/u, suyra UX<t)y do dé 0<—-uyx+t,y.
0 0
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D& chirng minh —UyX+t,y<Y ta chi y vi t=Du; +1 suy ra t,>1 do d6 x*(2-2t,)<0<(t, —1)2.
Cong x* (tg —1) vao mbi v& clia bat ding thirc cudi ta suy ra x*(tg —2t, +1) < x* (g —1) +(t, ~1)°.
Do d6 (x* -1)(t, ~1)" < x? (t; —1) vahé qua la Dy*(t, ~1)° <x*Du? suyra y?(t,—1)" < x’u? vi vay
y(t0 —1) < XU, nghiala —XU, +1,Y <Y.B6 d& dwoc chitng minh. o
Bay gior gid st ton tai nghiém tw nhién cia phwong trinh x*~Dy’ =1 ma khong thudc day (78) thi
trong s6 dé ta chon nghiém (X, y) ma y l4y gia tri nhé nhat. Khi d6 y van 16m hon U, vi nghiém
(t,,Up ) 12 nghiém nhé nhat va néu y =u, suy ra X =t,, mau thun véi gia thiét (X, y) khong thudc
day (78). Tl bo dé 1ay cac s6 ¢, c6 dang (80) dinh nghia tir nghiém X, Y ta nhan thiy chiing thoa
man phwong trinh X*-Dy’=1 va 17 <Y. Tir dinh nghia cia nghiém (X, y) suy ra ({,7]) thudc day
(78). Viviy ton tai k >0 ma ¢ =t,,7=U, . Khi d6 theo cic cong thirc (79), (80) va t?-Du’ =1 suy ra

te =to¢ + DUy =ty (t,x— DUy ) + DU, (—UpX +t,y) = (t§ —~ Duj)x =X,

Uy = Uo§+t077 =Uy (tox_ Duoy)"'to (_UOX+t0y) = (tg - Dug) y=yY.
Twr d6 suy ra (X, y) lai thudc vé diy (78). Mau thuln. Pinh Iy 13 dwgc chirtng minh. o
Pic biét véi phuwong trinh X*-2y° =1 ma t, =3,U, =2 thi theo cong thitc (79) ta tim dwoc diy tt ca
cicnghiém chandlat =3 +2.2" =17, u =2.3+3-2=12, t,=99, u, =70, t, =577, u, =408, ....
Antoni Wakulicz d3 chi ra tir (79) suy ra t,,, =2tt, -t _,, U, =2tu, —u, ; véi k=0,1,2,...
Bay gi¢ ta chitng minh rang
(81) t . +U_,\/D=(t,+U,vD)" véi n=0,12,...
Cong thirc (81) ding véi n=1. Gid str né dung véin. Sk dung (79) véi k =n—1 suyra

t, +U,/D =t ; + Dugu, , +(Ugt, , +tu, ,)D

=(t0 +u0\/ﬁ)(tn_l +U, , D),

n+l
Do d6 theo (81) suy ra t, +Un\5=(t0 +UO\E) , chirng té (81) dung véi N+1 va vi vay theo
quy nap suy ra diéu phai chirng minh. Tir Dinh 1y 13 va c6ng thirc (81) dan téi dinh ly sau
Pinh 1y 14. Néu t,U; Ia nghiém tw nhién nhé nhdt phwong trinh X’ ~Dy’ =1 thi cdp s6 tw nhién t,u
la nghiém ctia phwong trinh nay khi va chi khi
(82) t+uy/D =(t, +U,/D)" véin nao dé.
V&i cac s6 tw nhién a,b,c,d tuy y dang thitrc a+b-/D =c+d+/D suyra a=c,b=d (vi /D
v0 ty). Vi vay khai trién vé phai cua (81) theo cong thirc nhi thirc va thu gon né vé dang c+dD
v6i ¢,d 1a cac s6 tw nhién tasuyra {,; =C,U_,_,. Ta chd ¥ ring theo cng thic (82) ctia tit ca cac

nghiém tw nhién cia (66) thi ta c6 thé thu dwoc tit cd cdc nghiém nguyén ctia né. That viy néu
t,u 1a nghiém tw nhién cta (66) thi theo Dinh ly 14 ding thitc (82) ding v&i s6 n nao d6. Ma

t—uﬁzll(t+u\/5) (ta gia sit t?—Du? =1) suy ra t—u\/lel(to+u0\/5)in. Cac s6 t,—U thu

dwoc tlr t,u bang cach doi d4u, hai nghiém con lai thudc 16p nay la (—t, —u) , (—t, u). Ta co
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Pinh ly 15. Moi nghiém nguyén ctia phwong trinh (66) déu cé dangt +uJD = =(t, +u0\/5)k vai k

la s6 nguyén thich hop va Uy, Yy Id nghiém tw nhién nhé nhdt. Ngworc lai, tdt cd cdc bo s6 nguyén t,u
nhdn dwoc tir céng thikc trén déu la nghiém ciia phwong trinh (66). Nghiém t =+1,u =0 c6 dworc khi
k=0.

Cac nghiém cia phwong trinh (66) cho ta mot phwong phap xap xi cian bic hai cia mot s6 tw nhién
b&i cac s6 hiru ty. That vay, tir (66) ta c6 x — y/D =1/(x+ yJB) cho nén

0<x/y—+D=1/ y(x+ yJB)<1/ y2JD <1/ y2.
Vi vy néu X, Y 1a nghiém tw nhién cia (66) thi phan s6 x/y x4p xi s6 /D vd&i sai s6 nhd hon
nghich ddo bic 2 ciia miu s8. RG rang x/y 1a tdi gian. Dic biét bén nghiém da dwoc liét ké cla
phwong trinh X’ —2y2 =1 cho ta phén s6 577 /408 1a x4p xi cia /2 v&i dd chinh x4c 5 chit s6
sau ddu ph4y thap phan (vi 408% >10°).
Tiép theo dé c6 wéc lwong chinh xac véi it bude thir hon ta sit dung cong thirc sau diy. Cong thirc

nay cho phép ta nhdy truc tiép tir nghiém £t _;,U. ; téinghiém b, 1, U, .
Tir (81) ta c6 t,, ; +Uy, ;3D =(t;, +uyy/D )2n = (s +u, VD )2 . dodé tr t2,—Du?, =1 suy ra
oy =12, +DUZ, =t2, +(t2, -1)=2t7, —1 U, =2t U, ;.
Vi vay ta 6 t,, /Uy, , =(2t2, -1)/(2t,u, ). Dac biét do t,/u,=99/70 1a mot x4p xi /2, ta c6 phan
s8 t, /u, =19601/13860 12 x4p xi /2 v&i dd chinh xac 8 chit s sau ddu phiy thap phan.

Vé s6 /2 talwu y rang ndm 1950 R.Coustal [1] da tim ra wéc lwgng véi 1033 chir s6 (xem thém
E.Borel [2]) va nam 1951 H.S.Uhler [1] d3 tim ra khai trién v&i 1543 chir s6 cua n6. Trong céng

trinh d6 tac gia cling chi ra biéu dién véi 1301 chir s6 cta \/g Cho t&i bay gio thi ta da biét biéu
dién /2 v&i 106 chir s6 va 24576 chir s6 ddi véi W3 (Beyer, Metropolia va Neuregerard [1]).

Tré lai véi phuong trinh x> -2y =1 ta sé chitng minh ring phwong trinh nay khéng cé cac nghiém
tw nhién X, Y nao ma x la binh phwong ding. That vy néu ton tai nghiém tw nhién X,y ma x =u?
thi u phai 1a s6 18 16n hon 1. Ttr d6 u? =8k +1. Hon nita do (u2 —1)(u2 +1)=u4 —1=2y? suy ra
8k (4k +1) = y* ma (2k,4k +1)=1 suy ra 2k =a’. Vi vay u®-1=8k :(2a)2, vo 1y vi hai s6 tw
nhién lién tiép khong thé déu 1a binh phuong ding. Suy ra phwong trinh X' —2y* =1 khéng c6
nghiém tw nhién. Dé dang chirng minh phwong trinh v* —2u? =—1 khéng c6 nghiém tw nhién
ngoai trir U=V =1. That vay, néu U >1 va v théa man v*—2u?=-1 thi u*-v* =(u2 —1)2 vGi
u,v,d? -1 1a cic s6 tw nhién. Nhwng didu nay mau thuin véi Hé qua 1 Dinh 1y 3 muc 6. Tuy nhién c6
thé chirng minh cac phwong trinh x* —2y4 =7%, U -2v'=-W du c6 vo han nghiém tw nhién.
bic biét (3, 2, 7) va (113, 84, 7967) 12 cic nghiém cta phwong trinh th nhat, (1, 13, 239) va
(1343,1525, 2165017) 1a cic nghiém cta phwong trinh tht hai. Hiu hét cdc phwong trinh
Diophante bac hai v&i hai bién déu cé thé bién do6i vé phwong trinh Pell (Skolem [2] trang 46).

Xét phwong trinh

(83) (x+1)°-x*=y?
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RO rang phwong trinh nay twong dwong véi (2y)2 —3(2X +1)2 =1. Do d6 ta chi can tim nghiém
nguyén U,V cla phwong trinh u?—-3v? =1 ma u chan, v 1é&. Phwong trinh nay c6 nghiém tim
thuwdng u=1,v=0. Nghiém tw nhién nhé nhit cia né 1a U, =2,V, =1 do dé theo Pinh ly 13 thi tat
ca cac nghiém ty nhién cta phwong trinh nay dwgc xac dinh béi day vo han (Uk,Vk ) k=0,12,...,
trong dé U, , =2U, +3V, va V,,, =U, +2V,. Suy ra néu U, chdnva V, 1& thi U, 18 va V,; chin.
Nguoc lai néu U, 1é va V, chdn thi U, chdn va V,,; 1&. Tl diy ta suy ra tit ca cic nghiém ty
nhién ctia phwong trinh u? —3v? =1 v&iuchidnvié 1a (U2k ,V2k) trong d6 k =0,1,2,... Twong tu tat
ca cac nghiém ty nhién cta (83) dwoc chira trong day vo han(Xk, yk), k=012,..,vé6i x,=0,y,=1
va X =1%_,+4y,,+3 Y, =12x_,+7y,,+6,k=0,12,.... Ngoai ra néu cac s6 tw nhién X,y théa man
phwong trinh (83) thi cic s6 § déu la tong ciia hai binh phwong tw nhién lién ti€p. Pac biét ta c6

8 —7° = (2% +3) ,105° ~104° = (92 +10%) .
A.Rotkiewicz [3] d4 nhan xét rang viéc gidi phwong trinh nghiém tw nhién
(84) (u—v)>=ud-v3
véi U >V cé thé dwoc quy vé viéc gidi phwong trinh (83) trong tip s6 tw nhién.
That vay, ta chd y rang néu cac s6 tw nhién X,y théa man (83) thi dit U= y(x+1),v =YX, ta c6

u-v=yvauw-v?=y* [(x+l)3 - XSJ =y°=(u —v)5 . Pay chinh 1a cong thitc (84).

Dit y:(u,v),x:v/y,t:u/y, ta c6 (X,t)=1 va béi vi U>V,t>X suy ra theo (84) ta c6
y?(t=x)" =y*(t°=x°) do d6 y*(t-x)" =(t*=x*)/(t—x) va tr (£*—x*)/(t—x)=(t—x)" +3tx
suy ra (t—x)2|3tx. Vi vy twr ('[,X)=1 ta suy ra t—x=1, hé qua la t:x+1,u:y(x+1) va
y? =(x+1)3 —x® suy ra (83). Do dé tat ca cac nghiém tw nhién cta (84) véi U >V déu thu dwoc tir

cac nghiém cta (83) bang phép dit U= y(x+1) V=YX,

18. Phwong trinh X +k = y3 véi k nguyén

Cac phwong trinh nay dwoc phat hién va nghién ctru béi nhiéu tac gid. Ta bat ddu véi dinh 1y téng
quét sau. Dinh 1y nay c6 thé 4p dung cho nhiéu gia tri k khac nhau (xem thém Mordell [1]).

Pinh 1y 16. Néu a 16 va b la s6 chdn khéng chia hét cho 3 va khéng cé wéc sé chung dang 4t +3 véi
avanéu k=b>-a® va k khong cé dang 8t —1 thi phuong trinh X* +k = y°* vé nghiém.

Chitng minh. Gia st phan chtng ring ton tai cic s6 nguyén X,y ma xX*’+k=y*.Dob chinvaalé
nénsé k =b?—a® 1. Vivay néu Y chdnthi X 1é vasuyra 8‘X2 -1 8‘ y® do d6 tirk +1=y° —(X2 —1)
ta suy ra 8k +1, mu thuan vi gia thiét k khong c6 dang 8t—1. Vay Y 1é va hé quala X chan. Do
dé x=2u vatlr b=2c tacé

X +b* =4(u+c’)=y* +a’ =(y+a)(y’ —ay+a’).
Do Y—a chan va a lé nén yz—ay+a2=(y—a)y+a2 1é. Hé qua la 4ly+a va y+a=4v. Vivay

y—a=4v-2a,y=4v—a va (y—a)y=4w+2a2 .Suy ra y°—ay+a’=4w+3a’. Do a 1& nén v& phai

c6 dang 4t+3. Hé qua la (Chwong 5) né c6 wéc s6 nguyén t6 P cb cung dang ma lily thira cao
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nhit § thda man P° 1a wée cia 4w+ 3a? 1a lily thira bac 18. Dt s=2a—1 thi do p*y’—ay+a’
va y —ay+a’pC+b? ta co p i +b?. Dat d =(x,b),x=dx,b=db thi (x,b)=1va p**d? (xf +bf).
Ta da biét (Chwong 11) tong binh phwong ctia hai s6 ma it nhat mot sé khong chia hét cho s6
nguyén td P c6 dang 4t+3 khong thé chia hétcho p.Tacé p*?|d? do dé p*|d* va p“|d. Tir d6
p’lx va p“lb do d6 p**|(y+a)(y*—ay+a’). Do s 16n nhdt ma s°|(y* —ay+a’) 1a 1& nén ta c6

ply +a. Ciing vy tir ply’—ay+a’=(y+a)(y—2a)+3a’ tasuyra pl3a’. Lai do p|b va b khong chia
hét cho 3 suy ra p\a , mau thuln v&i gia thiét ctia @ va b. Dinh ly 16 dwoc chirng minh. o

Hé qua. Phwong trinh X +k = y3 khéng cé nghiém tw nhién véi k =3,5,17,-11,—13 (d€ y rdng
3=22-1°5=2—(1)°,-11=4* -3* 17 =4* —(-1)’,-13=70> -17°.

Pinh ly 17. Néu a la sé nguyén cé dang 4t+2 va b 1é khdng chia hét cho 3 va khéng cé wéc sé
chung dang 4t+3 vdia thi véi k =b” —a® phwong trinh x? +k = y® vé nghiém.

Chitng minh. Phan chirng. Gia st ton tai cic s6 nguyén X,y théaman xX*+k=Yy*. Do k =b? —a® va
tir gia thié€t cia @ va b suy ra s6 k c6 dang 8t+1. Tir d6 néu Y chdn thi x*=y*-k c6 dang 8t -1,
vOly.Vay Y 1é vado dé X chdn. Néu Y c6 dang 4t+1 thi y+a c6 dang 4t+3 va do d6 né c6 wéc
s6 nguyén t6 P c6 dang nay ma liiy thira & cta P trong phan tich thanh wéc sé nguyén té cia
?1x* +b?. Do d6 nhu trong
chtrng minh Dinh 1y 16 ta suy ra p“[b va p’jx . Vay p3a’. Nhung plb ma b khéng chia hét cho 3

y+a 1asd1é nghiala u=2¢—1. Hon nita tir X' +b*=y*+a’ ta c6 p

suyra p=3.Vaytaco p\a, mau thuln véi gia thiét. Do d6 ta chi cAn xét tredmg hop Y c6 dang
4t+3. Khi d6 Yy—a c6 dang 4t+1 va y(y—a) c6 dang 4t+3. Do y°—ay+a’ c6 dang 4t+3 nén
twong tw chirng minh Dinh ly 16 thi ta chirng minh dwoc x* +b” =y*+a° =(y+ a)(y2 —ay+ az)

c6 wéc sd nguyén té P c6 dang 4t+3 vai liy thiva 1é trong phén tich thanh wéc s6 nguyén t6. Mau
thuln. Pinh Iy 17 dwoc chitng minh. o

Hé qua. Phwrong trinh X +k=y khéng cé nghiém nguyén véi k=9 va k =—7 (déy 9=1 —(—2)3

va —7 =1> —2°) (V.ALebesgue [2] dd tim ra mét chitng minh cho truomg hop K =—7 vdo ndm
1869)

Pinh 1y 18. Phuong trinh X* +12=Y° khong cé nghiém nguyén X, Y.

Chirng minh. Gia st phan chirng tén tai X,y théa man x*+12=y*. Néu X chin thi x= 2% vay
cling chin thi y=2y,. Vay X’ +3=2y° va X, 18, tir d6 X. c6 dang 8t+1 suyra 2y’ =x*+3 c6 dang
8t+4 nén yf c6 dang 4t+2. Vo6 ly vi lap phwong cia mot s6 chan chia hét cho 4. Suyra X va Yy
déulé. Tacod x*+4=y* —8=(y—2)(y2 +2y+4). Doy lénénsuyrasé y°+2y+4 c6 dang 4t+3.
Do d6 s8 x> +22,v6i (X,2) =1, c6 wéc s8 ¢6 dang 4k +3, vd 1. Pinh 1y 18 dwgc chirng minh. o

Ta Iwu y rang Mordell da chirng minh dinh 1y tdng quat hon: néu k = (Za)2 —(2b)3 véi a la sé 16
khéng chia hét cho 3 va b c6 dang 4t+3, hon nita (a,b) khéng cé wéc sé c6 dang 4t+3 thi phwong
trinh X’ +k =Y° vé nghiém. Pdc biét vi 12=2° —(2)°,~20=14> ~6° nén phuong trinh X +k =y’
khéng cé nghiém nguyén véi kK =12,k =—-20.

Pinh 1y 19. Phuong trinh x> +16=Y° vé nghiém.
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Chirng minh. Néu X chan thi Y ciing chan va do d6 x=2x,y=2y,,X, va Y, la cic s6 nguyén. Vi
vay X +4=2y; vahé quala X chin va do dé X =2X, suyra 2X’+2=Y.. Tir d6 Y, =2Y, suy ra
XZ2 +1= 4y§, vO ly. Vay X 1é suy ra y’ c6 dang 8t +1. Nhwng tir diy suy ra Y c6 dang 8t +1. Hé qua
la y—2 c6 dang 8t—1. Do y—2\y3—8=x2+8 nén cac sé6 x*+8 c6 wéc so c6 dang 8t —1. Suy ra
x*+8 c6 wéc s nguyén té6 P c6 dang 8k+5 hodc 8k +7. Nhwng nhw thé thi p‘X2 +8 ma day lai 1a
diéu la khéng thé xay ra (Chwong 9). Pinh 1y 19 dwoc chirng minh. o

Pinh 1y 20. Phuong trinh X*~16=Y° khéng c6 nghiém nao ngogi trir x —+4,y = 0.

Chitng minh. Gia st X,y théa man X' -16=Y°. Néu X 1é thi ta c6 (x+4,x—4)=1 do d6 tir
(x+4)(x=4) = y* suy ra ton tai cdc s 1¢ a,b théa man x+4=a°, x-4=b* do d6 a®—b*=8vod Iy vi 8
khong phdi hiéu cta hai 1ap phwong 18. Suy ra X chdn tirc1a X=2X. Tlr d6 Y ciing chin, y=2y,. Vi
vay X -4=2y?, Suyra X, chdn, X =2X, vado d6 Y ciing chin, nghiala Y, =2Y,.Ta c6 x; —-1=4y; .
Tir day suy ra X, 18 nghiala X, =2% +1. Vivay 4xC +4x, =4y} vatlr d6 x,(x,+1) =y;, ma (x,x,+1)=1
suy ra ton tai cac s6 nguyén a va b thdéa man X, = a’, X, +1= b° nhung tir ddy suyra Y, =0 vatirdéy
=0va X£4.DPinhly 20 dwoc chirng minh.. o

A.Thue [2] (xem Mordell [2]) di chitng minh rang v&i moi s6 nguyén k=0 thi phwong trinh
X’ +k =Yy* chi c6 hitu han nghiém nguyén.

Hé qua 2 DPinh ly 9 cho ta 1o gidi hoan chinh cho phwong trinh Xt -1= y3 . Phrong trinh X +1=y°
khong cé nghiém nguyén va ciing khong c6 nghiém hiru ty. Phwong trinh X' +2= y3 c6 nghiém tw
nhién duy nhiat X =95, Y = 3. K&t qua nay mac du dwoc biét téi tir théi Fermat nhwng 1o giai cia

né van la rat khé (Fermat [1] trang 345 va 434; chirng minh day du dau tién dwoc cho bé&i T.Pepin
[1] va sau d6 béi Euler). Loi gidi nay cé thé tim thiy trong Uspensky va Heaslet [1]. Chirng minh

dwoc trinh bay & day khéng sir dung téi treomg Q(v-2).

Chirng minh phwong trinh X -2= y3 chi c6 nghiém x =1,y =-1 ciing la rit kho. Loi giadi dau tién
dworc trinh bay béi A.Brauer [1] nam 1926 dwa trén ly thuyét vé cac idean, 1o giai trong Uspensky
va Heaslet [1] da tranh st dung ly thuyét do.

S6 nghiém ctia phwong trinh X* +k =y* c6 thé 16n tuy y.

T.Nagell [3] vao nam 1930 da chitrng minh rang véi k = —17 thi phwong trinh c6 ding 16 nghiém
la (X,y)=(23,-2),(#4,-1),(£5,2), (¥9,4), (£23,8), (282, 3), (+375,52), (+378661,5234) .

Cling vé cac phwong trinh nay, 0.Hemer da bao vé luin an cia minh (Hemer [1]). Cac chinh stra va
thong tin b6 sung dwoc tim thiy trong ban ghi chd sau d6 (Hemer [2]) va cuén sach ciia London va
Finkelstein [1]. Hermer di tim tit ca cic nghiém cta phwong trinh X +k = y3 véi moi kK ma
—100<k <0. Véi s6 duwong k<100 codng viéc twong tw dwgc hoan thanh béi F.B.Conghlan va
N.M.Stephens [1].

Vé mit ly thuyét bai toan ciing dworc giai bdi A.Baker [1]: ‘XS - yz‘ >10"(log |X|)1041 néu X' # y2
v&i moi s6 nguyén X, Y (Stark [2]). M.Hall, Jr [3] da dit ra gia thuyét rang véi s6 ¢ >0 nao do thi
bit dang thirc 0< ‘x3 - yz‘ < C\/M khong c6 nghiém nguyén. Gin diy Danilov [1] da chirng minh
rang v&i vo han cac s6 nguyén X, Y thi 0< |x3 - y2| < 0.97\/M. Y twdng clia Danilov dan téi dinh 1y

manh hon sau day
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v g 4 4
Pinh ly 21. Vi vé han s6 tw nhién X,Y ta cé bdt ddng thitc 0< x> —y* < % g

Chitng minh. Ta c6 (t° +6t-11)° - (t* -5)°[(t + 9 + 4]=172& — 345€. Theo Dinh 1y 14 véi ¢ =930249, 7, =83204,
n 1é thi phwong trinh ¢°-1257° =1 ¢6 v6 han nghiém tw nhién &,7 ma 125|& +1.
bat t =1364< +15257 -9, u=61X+ 682,

3 2
khi d6 ta thay t 16, 125 |t — 2, (t+9)2+4=500u2,(t2+(25;_11j _[(‘2;5)_4j -2 (2.

2 _ 2_
_tebn (-5

20 4
Ta c6 t=420x+20—-3</20x, 0<t—2<+/20x va tir d6 suy ra diéu phai chitng minh.

bat x

Phuong trinh X*+k = y° véi 2<|k| <20 c6 nghiém x,y =0 véik =4,7,11,13,15,18,19,20, -3, -5, -8, -
9,-10,-12,-15,-17,-18,-19do 22+ 4 = 23,12+ 7 = 23,42+ 11 = 33 (cling vay 582 + 11 = 153), 702 +
13=173,72+15=43,32+18=33,182+19=73,142+20=63,22-3=13,22-5=(-1)3,42-8 =23,
12-9=(-2)3,32-10 = (-1)3,22- 12 = (-2)3, 42 - 15 = 13 (ciing vay 11382 - 15 = 1093), 42 - 17 = (-1)3
(ciing vay 32- 17 = (-2)3), 192 - 18 = 73,122 - 19 = 53, véi tét ca c4c gié tri khac ctia k ma 2 <|k|< 20
thi phwong trinh khong c6 nghiém hitu ty x,y =0 ngoai trir véi k =—11 thi khéng c6 nghiém

2 3
nguyén nhuwng c6 nghiém hitu ty, cu thé (%J -11= (%j . Tlr déng thirc

27y°® —36x°y° +8x’ 2+y3—x2= oy’ —8x%y )
8x* 4x*

suy ra moi nghiém hitu ty ctia phwong trinh x*+k =y* ma x, y =0 déu cho thém mot nghiém khac.
Theo R.Fueter [1] thi néu ton tai mot nghiém nhw vay thi véi k # —1,432 ta sé c6 vo han nghiém.

Hién nhién cic nghiém hitu ty ca phwong trinh x*+k=y® thu dwoc tir cAc nghiém nguyén cia
phwong trinh u? +kw® = V3 véi W0 bing cach dit x=u/w’,y=v/w’.

That vay, dé dang kiém tra dwoc X*+k=y°. Dat x=m/n,y=r/s véi M, I 13 cic s6 nguyén va N, s
13 cac s6 tw nhién. Khi dé dit u=mn’s’,v=rn’s,w=ns, ta thiy cic s6 U,V,W nguyén, W0 va thoa
man u? + kw® = v voi U/W3 :m/n,v/W2 = r/s.

Cac nghiém hitu ty ctia phwong trinh x*+k = y® dwoc tim ra béi J.W.Cassels [1], [2] va E.S.Selmer
[3]. ].W.Cassels [1] da chi ra cic nghiém co ban cia phwong trinh u? + kw® =v? v&i cac gia tri k ¢
gia tri tuyét doi <50 ma ton tai nghiém khong tim thwong (trang 268). Selmer da tiép tuc phat
trién bang cua Cassels téi 100.

Ta chu y rang viéc phwong trinh u®+v® =w® khéng c6 nghiém nguyén véi uvw =0 13 twong
dwong véi viéc phwong trinh x° +432= y* khong c6 nghiém hiru ty nao ngoai trir x = +36,y =12.

That vay, gia st cac s6 hitu ty X, Y théa man X’ +432=Y° x#+36. Hién nhién y > 0. Cac s6 x/36
vay/121a hiru ty, 7/12 > 0. Gidn wéc ta c6 x/36 =k/n, y/12=m/n véi k 1a s6 nguyén va m,n
1a cac s6 tw nhién. Khdng giam tong quat gia st k va n chia hét cho 2 do ta c6 thé thay n,k, m bai
n+k L k

2n, 2k, 2m 1an lwot néu can. Piat u=

,w=m. R0 rang u,v,m nguyén va hon ntra
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P n+k) (n-kY)> , n® 3nk® nx ny . .

w>0.Taco B+v-w=|— | +| — | - mM*=—+"— —m®. Nhung k=—,m=—= vi vay
2 2 4 4 46 12

n3 nSXZ n3 3 n3
Gaviowi =Ty 3 ~— y3=

4 436 12° 1728
hitu ty X,y va X # 36 thi phwong trinh u® +v® =w? c6 nghiém nguyén U,V,W véi uvw = 0. Mat
khac gid st cac s6 nguyén UV,W véi uvw=0 théa min w*+v¥=w?. Ta cb

(432— X* + y3) =0. Suy ra néu phuong trinh x*+432=y° ¢4 nghiém

u3+v3:(u+v)(u2—uv+v2) va W20 suy ra u+v=0. Vi vay dat x=36(u—-v)/(u+v),
y=12w/(u+V) ta c6 cac s6 hiru ty U,V thdéa man

s (V) 36 (u-vy

— X =
d (u+v)3 (u+v)2
123(u2 —uv+v2)—362(u2 —2uv+v2)
- : =432
(u+v)

vasuyra X’ +432=Vy°,

Twong tw chirng minh nay ta c6 nhan xét rang phwong trinh u® +v* = Aw®véi A 13 s6 tw nhién l1a
c6 nghiém nguyén véi uvw = 0 khi va chi khi phwong trinh X° +432A% = y° ¢6 nghiém hiru ty. Tir
day suy ra dé chirng minh phwong trinh x3+y3 =7 khong c6 nghiém nguyén = 0 ta chi can
chitng minh phuwong trinh X*-16=Yy* khong c6 nghiém hitu ty X,y khac 0. P& ¥ ring néu U,V,W
khac 0 va théa man u® +v® =w? thicicsé hituty x = (V3 +W3)/V3 va Y =4vw/2 déu khac 0 va

théa méan x° -16=°.

T.R.Bendz [1] d3 chi ra dinh 1y Fermat 16n néi ring phwong trinh X" +Y" =2" khéng c6 nghiém tuw
nhién véi N> 2 twong dwong véi viéc phwong trinh X' -4 =y khong c6 nghiém hitu ty khac 0.
Pé két thiic muc nay ta lwu y dinh 1y néi rang cac phwong trinh X*+k =y" véi 0 <k <10,k = 7 déu
v nghiém véi n >3 da dwoc chitrng minh béi 0.Korhonen [1], V.A.Lebesgue [1], W.Ljunggren
[2],[3] va T.Nagell [2],[8],[9],[10].

Bai tap. 1. Chirng minh dinh ly V.Bouniakowsky [1] (ndm 1848) néi rang phwong trinh

n

(i) X"t" +y"u" =z"u
v&i cac s6 m, n nguyén to cung nhau sé c6 vo han nghiém tw nhién X,y,z,t,u,v.

Chirng minh. Theo Pinh ly 16 Chwong 1 ton tai cic s6 tw nhién r,S ma mr—ns=1. Chon a,b la
cac sO tw nhién tuy y. Dt c=a+b. Dé thdy x=a", y=b, z=c¢, t=b°c’, u=a’c’, v=a’b’thda man (i).
2. Chitrng minh ring phwong trinh x* = y*+2° ¢6 v6 han nghiém tw nhién.

Chirng minh. Cac s8 X:nlo(n+1)8,y:n7(n+1)5,z :n4(n+1)3, n=12,..., théa mian phuong
trinh.

3. Chirng minh ring véi n >1 phwong trinh X" +y" =2z"" ¢6 v6 han nghiém tw nhién.

n—’

Chirng minh. Ta c6 ((1+ k”)H)n +(k(l+ k")n—2)n = ((1+ k”)H) Cv6in=2.

4. Chirng minh rang phwong trinh X'+y' = 2" ¢6vo han nghiém.
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n+1

Chitng minh. Ta ¢6 (1+k")" +[k (1+k")']" =(1+k")"

Ghi chi. Phuong trinh AX" +BYy" =2" va téng quat hon 1a ) Aixi=0 dwoc dé cip téi boi mot s6
t=1

tac gia (Tchacaloff et Karanicoloff [1], Vijayaraghavan [1], Georgiev [1], Schinzel [12]).

5. Chirng minh ménh dé dang Fermat 1&n sau day: néu N la sé tw nhién Ién hon 2 thi phwong trinh
X" +(x+1)" =(x+2)" khéng cé nghiém tw nhién.

Chirng minh. Gia stx N 1as61é > 2; néuvéi X tw nhién ndo dé ta cé X" +(x+1)" =(x+2)" thivéi
y=x+1ltaco y"=(y+1)"—(y-1)",dodé y" —2(1‘)y”’l—2(2)y”’3 —...—2(2_2)y2 =2.Suyra y
12 wéc s6 cia 2 md y=x+1>1 suy ra vO ly. Néu N chdn va > 2 thi dit y=x+1 suy ra
y"=2(7)y"*=2(7.)y=0.Do d6 y*-2(7)y"?-2(3)y"* ~...—2n=0. Ping thirc thtr nhat
suy ra y” > 2ny”‘1 do d6 y > 2n; dang thirc thit hai suy ra Y 1a wéc cia 2n; mau thuan.

Ghi chu. B.Leszczynski [1] da chirng minh bd s6 nguyén dwong duy nhit n,X,y,Z véi y>1 ma
n+(n+1)=(n+2)" la n=1, X thy §, y=3,z=2 va n=3,x=x=2z=2. Truomg hop y=1
duwoc dat ra béi Demyanenko [4] va theo cach don gian hon béi Chain [1].

19. Mt s6 phwong trinh mii

1. Phwong trinh X' =y*. Ta tim t4t ca cac nghiém hitu ty dwong cia phwong trinh nay ma y > X.

Taco r= x/(y—x) la s6 hitu ty dwong va Yy =(1+1/ r)x. Do dé x¥ = x*¥"* vatr X' =Y suyra

XM=yt de XMV =y =(141/1)X Vi vy ¥ =1=1/r va hé qua la x=[1+1j :
.
r+1 n/m n m
m+n)’ 't o :
y=(1+1] Dit r=n/m, tacé (m”‘) - dodo #:—m.c;a hai vé déu la phan sé
r n S S

téi gian vi (M,n)=1,tacé (M+n,n)=1,dodé((m+n)",n")=1,vavi (t,5)=1,taco (t",s")=1.
Vay (m+n)n =t" va n" =s". Tir day theo Hé qua 1 Pinh ly 16 Chwong 1, do (m,n)=1 suy ra ton
tai cc s6 tw nhién k va | théa man m+n=k",t=k" va n=1",5s=1". Do dé6 m+1™ =k™. Tir day
suyra k>1+1. Néu m>1 thitasécé k" >(1+1)" 21" +mI™* +1>1" + m=k", vo ly. Hé qua 1a
m=1dodé r=n/m=n.Suyra

(85) x:(l+l] , y:(1+1j+,
n n

trong d6 N 1a s tw nhién. Ngwoc lai, dé thiy cac X, Y dwoc dinh nghia béi (85) théa min phuwong
trinh ban dau. Vi vy tit ca cac nghiém hitu ty ctia phwong trinh X' =y* véi Y > X > 0 déu dwoc
cho b&i (85) véin la s6 tw nhién. T diy suy ra n =1 1a treong hop duy nhit ma phwong trinh c6
nghiém tw nhién. Trong trweong hop nay nghiém sé 1a x = 2, y = 4. Vi vay ta két ludn rang phwong

trinh X’ =y* ¢6 duy nhat moét nghiém tw nhién X,y véi Y > X. Tinh chit nay cling dwoc suy ra tir

§/§>3/§=(‘i4_>§/§>%>...>4ﬁ. Phwong trinh Xy:yx lai c6 v6 han nghiém hitu ty X,y véi Yy > X.

2 ]
Khi n=2 tacé (gjs :(2)4.
4 8

2. Phwong trinh X’ -y* =1. Theo dinh ly Moret Blanc [1] thi phwong trinh
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(86) X -y =1

c6 dung hai nghiém tw nhiénla X =2,y =1va x=3,y =2.

Ta sé chirng minh dinh ly nay. Gid st cac s6 tw nhién X,y théa man (86). Khi d6 x’ >1 va do dé
X>1.Néu x=2 thi theo (86) ta c6 2 = y2 +1 suyra y 16 va hé qua 1a 4‘y2 —1. Tr day suy ra

a2’ -2 va 2127 -1, vay y=1.Tacé

(87) B>2=4a>%B>%6>..>

Va theo (86) thi X’ > yX,XﬂX > ylly. Cac s6 x=3,y=1 khong théa min (86) nhung X =3,y =2
théa man. Vi vdy néu X,y 1a nghiém ctia (86) khac véi (2,1) va (3,2) thi x=3,y >4 hoic, vi
x> ylly va (87), Xx=4,y > x+1. Viy trong cd hai trwong hop ta déu c6 y=>X+1. bat
y—X=a4a. Hién nhién a 1 s6 tw nhién va cic dang thirc sau la ddng

X+a a

y
(88) X—X= X _ = X _
y' (x+a) (Haj
X
Mae' >1+tvéit>0suyravéit=al/Xx tacéd (1+a/x)" <e®. Vaytheo (88) va x>3>e suyra
y a a
Ot
y et le) e e

X 3

Do d6 x' —y* > i/—o > m >1, mau thuln véi gia thiét vé bd (X, y) 12 nghiém cua (86). Suy ra phwong

trinh (86) khong cé nghiém nao ngoaitrir x=2,y=1va x=3,y =2.
3. Phwong trinh X'y’ =7°. Phwong trinh nay c6 v han nghiém tw nhién khac 1. Nhw da chi ra b&i
Chao Ko [2] thi v&i s6 tw nhién n ta ¢6 cac s

X = 2n+1(2”—n—1)+2n (2“ _1)2(2”’1) Y= 22n+1(2”—n—1) (Zn _1)2(2"71)+2 . 22n+1(2”—n—1)+n+1 (2” _1)2(2"—1)+1.

théa min phwong trinh Xy’ =75 Véi n=2 ta c6 x=2"-3°=2985984,y=2"3 =1679616,
z =2".3" =4478976. Chao Ko ciing chitng minh ring phwong trinh X'y’ =" khéng cé

nghiém tw nhién X,Y,Z ma mobi s6 déu lém hon 1 va (X, y) =1.

V.A.Demyanenko [3] da chirng minh riang néu X,Y,Z 1a cac s6 tw nhién 16n hon 1 théa man

phwong trinh X'y’ =z*thi X, Y phai c6 cling cac wéc s6 nguyén td (Chwong 3 muc 1).
Ta chwa biét phwong trinh x*y? =z° ¢6 nghiém 1é 16n hon 1 hay khong.

4. Phwong trinh X!y!=z! Khong kh6 dé€ chitng minh riang phwong trinh nay cé vé han nghiém
tw nhién X,Y,Z ma mdi s6 déu lén hon 1. That vy véi moi s6 tw nhién n 1ém hon 2 thi cac s6
X=n!-1y=n,z =n! thda min phwong trinh. Khi n=3 ta c6 5!3!'=6!. Phwong trinh nay con
c6 cac nghiém khac khong c6 dang nay ching han 6!7!=10!. Ta chwa biét ¢4 ton tai cAc nghiém
khac nita hay khong (Guy [1] trang 44). Mit khéac, rat dé dé tim tit ca cac nghiém tu nhién cua
phuwong trinh X4 y1=z1. That viy néu X,Y,Z 1a nghiém thi ta c6 thé gid st x<y vadodé 2>V,
nghiala Zz>y+1,suyra z!>(y+1)!. Nhung z!=xk y!<y!2,do d6 yl2>(y+1)l=y!(y+1)
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vahé quala y+i1<2,nghialda y=1,suyra Xx=1 va Z=2. Phwong trinh X4 y!=2! chi c6
ding moét nghiém tw nhién la X =1,y =1,z = 2. Cac phwong trinh dang giai thira dwoc nghién
cru béi P.Erdos, R.Oblath [1] va R.M.Pollack va H.N.Shapiro [1].






CHUONG 3

SO NGUYEN TO

1. S6 nguyén t6 va phan tich s6 tw nhién thanh tich cac s6 nguyén té

Cac s6 ty nhién 1én hon 1 khdng c6 wéc s6 nao ngoai 1 va chinh n6 dwoc goi 1a s6 nguyén t6 hodc
gon hon la nguyén td. Piéu kién can va di dé mot sé tw nhién m>1 la nguyén t6 la m khong thé
phén tich thanh tich cta hai s6 tw nhién nho hon m. Thit vy néu m 1a s6 nguyén t6 thi m khéng
thé biéu dién thanh tich a-b cta hai s6 tw nhién nhé hon m vi néu ngwoc lai thi cicsé a va b 1a
cac wéc soO tw nhién 16m hon 1 va nh6 hon m cia m. Piéu kién can dwoc chirng minh. Mat khac néu
m khéng phai s6 nguyén td thi né c6 wéc sé a véi 1<a<m vado d6 m=abvéib la sd ty nhién
nhé hon mvia >1. biéu kién du dwgc chirng minh.

Tt dinh nghia ctia cic sd nguyén t6 ta c6 ngay mot phwong phap dé quyét dinh mét s6 tw nhién
cho trwedc n >1 la nguyén t6 hay khong. Theo d6 ta chi can lan lwot chia n cho cacsé 2,3,...,n—1
va néu cé mot phép chia hét thi n khéng phai s6 nguyén t6, ngwoec lai thi n 1a sé nguyén té.

Mot s6 tw nhién khong bang 1 va ciing khong nguyén t8 dwoc goi 1a hop s6. D6 1a cac s c6 thé biéu
dién nhuw 1 tich ctia hai s6 nguyén dwong lén hon 1.

Xéthop s6 N=ab ta co thé gia sit a<bkhi dé a’<ab=n, suyra a<in. vi vAy ta c6 dinh ly

Pinh ly 1. Néu s6 tw nhién n la hop sé thi né c6 wéc s6 a théa man 1<a < \/ﬁ

Do d6 dé xét xem mot s6 tw nhién n>1 c6 la s6 nguyén té hay khong ta chi cAn dem sé dé chia
cho cac s6 1én hon 1 va khong vegt qua Jn. Bay gi¢ ta chirng minh dinh ly

Pinh 1y 2. Moi s6 tw nhién >1 c6 it nhdt mét wéc sé nguyén té.

Chirng minh. Xét s6 tw nhién n>1. Hién nhién N c6 cac wéc sé 16n hon 1. Ky hiéu p la wéc s6
nhd nhit 16n hon 1 cia N. Néu p khdng phai s6 nguyén t6 thi ta c6 p=ab v&i cac s6 tw nhién
l<a,b<p vivdy a l1a wéc s6 16n hon 1 ctia N va nhé hon p. Mau thudn suy ra p 1a wéc s6
nguyén td cia N.Dinh ly dwoc chirng minh. o

Tt hai dinh ly co ban nay ta c6

Hé qua 1. Moi hop s6 N ¢6 it nhdt mét wéc s6 nguyén t6 < \/ﬁ

Hé qua 2. Moi sé tw nhién >1 déu la tich ctia hiru han s6 nguyén té.

Chirtng minh. Phan ching. Gid st N >1 1a s6 tw nhién nhé nhit ma khong 1a tich cia cac s6
nguyén to. Tlr Pinh Iy 2 suy ra N c6 wéc so nguyén to p tircla n= p.n, véi n, la sd tw nhién. Ta
khong thé c6 n, =1 vi nhw thé N= P mau thuin véi gia thiét. Vivay n, >1 va n>n, va tir gia thiét
vé tinh nhd nhat clia Nsuy ra n, la tich cta hitu han cic s6 nguyén t6. Khi d6 n= p.n, lai la tich
cda hitu han cac s6 nguyén td. Viy Hé qua 2 dwoc chirng minh. o

Mot van dé duoc dat ra 1a 1am sao tim dwoc cach biéu dién mdt sd tw nhién cho trudc thanh tich
cla cac s6 nguyén t6. Ta sé chi ra mot phwong phap nhw vy mac du cic phép tinh toan cu thé c6
thé s& rat dai. Ta sé chirng minh rang viéc tim phan tich thanh thira s6 nguyén t6 ciia sd tw nhién
cho trudc c6 thé chuyén vé bai toan tim phéan tich thanh thira s6 nguyén té cia cac sé tw nhién nhé
hon s6 cho trwede d6. Gid st N 1a s6 tw nhién >1. Chia N 1an lwot cho 2,3,...,n ta sé tim dwoc wéc
sO nguyén t6 nhé nhat p ctand. Tacdé n= p.n, véi N, 1as6 tw nhién. Néu n, =1 thi n=p vataco
biéu dién cin tim. Néu nguwoec lai ta ldp lai qua trinh nay véi n, <n. Sau hitu han budc ta sé& thu

(k-1

dwoc bidu dién thanh thira s§ nguyén t§ n=pp'p...p%". Néu trong tich nay cac thira s& lp lai thi

ta thay chiing bang céc liiy thira thich hop va ta nhan dwoc
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1) n=qie..q5

trong d6 @,,0,,...,0, déu la cac s6 nguyén t6 phan biét, nghia la ¢, <0, <..<0, va a(i=12,..,9) Ia
cac s tw nhién. Biéu dién dang nay dwoc goi 1a phan tich thanh thira s6 nguyén t6 cla s6 tw nhién
n.Ro rang ¢,0,,...,0; 1a tit ca cac wdc s6 nguyén td cia n. Thit vAy néu N c6 wéc s6 nguyén to (

khong trung véi sd nao trong cac s6 ¢;,0,,..,(, thi véi i=1,2,...,s ta cd (q,qi)zl va do sd
nguyén td ( chicé hai wécséla  va 1l voi q=0 nén ching la cac sé nguyén t6 khac nhau nguyén
té cung nhau. Ta cling c6 (q,qiai ) =1 véi i=12,...,s vivady tr (1) va Pinh ly 6* Chwong 1 ta c6
(9,n)=1 mau thuln véi gia thiét. Ta ciing ¢6 cac s6 G (i =1,2,...,5) dwoc xac dinh duy nhat theo n
(nhw 1a cic wée s6 nguyén t6 ctia n). Hon nira cac lity thira &,,4,,...,8; ciling xac dinh duy nhat theo

C o 1 ,
N vinéu ¢ [N taco

n. Pac biét s6 &, c6 thé dinh nghia nhw 1a liy thira 16n nhit ma g*

0,95%...9% |n la diéu vo ly. Vi ta da gia st G;,0,,..., s 1a day tadng nén phan tich (1) la duy nhat.

Ta c6 dinh ly sau day

Pinh 1y 3. Moi sé tw nhién c6 thé biéu dién duy nhdt thanh tich ctia cdc s6 nguyén té néu khéng tinh
t&i thiv tw ctia cdc thira sé nguyén t6 trong phdn tich.

Mic du ta c6 thé xac dinh phan tich thanh thira s6 nguyén té cia moi sé tw nhién nhwng cac phép
tinh toan cu thé c6 thé sé rat dai. Pac biét trong tredmg hop cta s6 22 —1. Ta di biét s6 nay c6 89
chir s6 va 1a hop s va wéc s6 nhd nhat ctia n6 c6 11 chir s6. Tuy nhién ta van chwa biét tat ca cac

v 2 N 7 ~ =N 20 7 ~ 7 N A N \ ~ ~
wéc so cla sd do. Ta ciing chwa biét F,, = 2% +1 c6 nhitng wéc s6 nguyén td nao, hon nira ta ciing
chwa biét né c6 phai s6 nguyén t8 hay khong. Ta da biét mot wée s6 cia Fyyg 12 19-2%%° +1 nhung
ta chwa xac dinh dworc tit ca cic wéc s6 nguyén td cia nd. Mot hop sé khac chwa xac dinh dwoc cac

foox A ox1s 2
wée so nguyén t1a Fyy .
Pinh 1y 4. Néu sé tw nhién n> 2 thi giita N va n! ¢ it nhdt mét sé nguyén t6.
Chitng minh. Vi n>2 nénsd N =n!-1 16n hon 1 vi viy theo Pinh 1y 2 thi n6 cé wéc s6 nguyén té
p. Udc s6 nay khong thé nhé hon hodc bang N vi néu ngwoc lai n6 chia hét 1, vo ly. Do d6 p>n.
Mickhactalaic6 p<N vi p lawécs6cia N suyran<p<nkl<n!. O
Tt day suy ra véi moi s6 tw nhién déu c6 s6 nguyén t6 1én hon né. Vay c6 vo han sd nguyén té. Pac

biét ta biét ton tai cac s6 nguyén t6 c6 hang tram nghin chir s6, nhung ta chwa biét mot s6 nao nhw
vay. SO nguyén td 16n nhat tim dwocla 22°' —1 ¢6 65050 chit s6. S6 nay dwoc tim ra ndm 1985

Bai tap. 1. Chirng minh rang s chit s6 cia mot s6 nguyén t6 ma biéu dién thap phan cta n6 gom
toan chit s6 1 phaila s6 nguyén t6 (lwu y rang diéu ngwoc lai khong dung).

Chirng minh. Gia st N 1a s6 nguyén t6 nhw vay c6 S chit s6 1 trong biéu dién thap phan. Gia st S

S ab
12 hop s6, nghiala s=ab vdi a,b 12 cic s6 tw nhién 16m hon 1. Khi d6 ta ¢6 n= 10°-1_10 9_1.
Nhung 10*-1/10° -1 vi vay 109_1|n : 109_1 1a s tw nhién >1 vi a>1. Vi b>1 ta co
10° -1 10* -1 10* -1

nho hon N valén hon 1. Mau thuin. o

<

5 =n.Tlrdiy suyra N c6 wéc so

Chiéu nguoc lai khong ding chang han 111=3-37 va 11111=41-271. Ta chwa biét day sd
11,111,1111,... c6 chika v6 han s6 nguyén té hay khong. M.Kraitchik [2] (Chwong 3) da chirng
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minh s6 (1023 —1)/9 12 nguyén t8. Williams va Dubner [1] da ching minh véi P <10000 thi
(10p —1)/9 nguyén td chi trong cac treong hop P bang 2,19, 23,317 hodc 1031.

2. Chirng minh rang ton tai vd han cac s6 tw nhién khong c6 dang a’+ p v&i @ 1a s6 nguyén va p
nguyén to.

Chirng minh. Cac s6 (3n+2)2 voi Nn=1,2,... khéng c6 dang d6. Phan chirng. Gia st vdi s6 tw
nhién N nao d6 ta c6 (3n+2)2 =a’+p voi a la s6 nguyén dwong, P nguyén t6. Khi dé
3n+2>a,suy ra 3n+2—a>0. Nhung P =(3n+2—a)(3n—2+a) suy ra 3n+2—a=1 va
3n+2+a=p,suyra p=6Nn+3=3(2n+1). biéu nay la khong thé. o

Ghi chi. C6 thé chirng minh rang v&i moi s6 tw nhién k ton tai vo han céc liiy thira bac k cac s6 tw
nhién khéng c6 dang a“ + P v&i @ nguyén va P nguyén td (Clement [2]). Euler da chirng minh
ring mdi s6 tw nhién 1& n véi 1<n<2500 déu khéng c6 dang n=2a*+p véi N nguyén va p

nguyén t6. Piéu nay khong dung véi 5777 va 5993 (Dickson [7] tip 1 trang 424). Ta chwa biét ¢
ton tai vo han cac s6 tw nhién 1é khong c6 dang 2a° + p véi @ nguyén, p nguyén té hay khong.

3. Chirng minh rang t4t ca cac s6 c6 dang 8" +1 déu 1a hop s6.
Chitng minh. Tacé 2" +1|2*" +1=8"+1varorang 1< 2" +1<8"+1.Suyra 8" +1 la hop sé.

Ghi chi. Ta chwa biét c6 ton tai v6 han cac s6 nguyén t6 c6 dang 10" +1 hay khong. Ta cling chwa
biét c6 phai moi s6 c6 dang 12" +1 déu la hop s6 hay khong (n>1).

2. Sang Eratosthenes va bang cac s6 nguyén to
T Hé qua 1 trong muc 1 suy ra néu s tw nhién n >1 khong chia hét cho moi s6 nguyén t§ < \/ﬁ
thi n 1a s6 nguyén t6. VAy dé tim dwoc tit ca cac s6 nguyén to trong diy 2,3,4...,m, véi so tw

nhién cho trwdc M thi ta chi cin bé ra khoi diy tit ca cac bdi s§ kp ctia cic s6 nguyén t6 P </m
véi Kk >1. Vi vay trong treong hop riéng dé tim dwoc tit cd cac s6 nguyén to trong day 2,3...,100
ta chi cin bo ra khoi day tit ca cac bdisé cta 2,3,5 va 7.

Mot phwong phap don gian dé tim ra tit ca cic sO nguyén t6 lién tiép dwoc dwa ra bdi nha toan
hoc Hy Lap Eratosthenes. Xét day 2,3,4,... thivi 2 1a s6 nguyén t6 dau tién ky hiéula P, tabdra
khéi day tat ca cac s6 chdn lén hon 2. S6 dau tién con lai 1a 3=,. Ta lai bo di tit ca cac s6 16n hon
P, va chia hét cho P,.S6 dau tién con lai la 5= p;. Gia st sau bwdc thit N ta tim dwoc s6 nguyén to
th n la p, thi taloai bo ra khoi day tat ca cac s6 16n hon p, va chia hét cho p,.S6 dau tién thu

dwgc trong cac s6 con lai p,,, chinh 1a s6 nguyén t6 thir n+1. Néu ta chi xét day 2,3,..., N, thi
qua trinh trén sé dirng lai & bu¢c thit K véi P, 12 s6 nguyén t6 1on nhat < \/W Ta nhan dwoc
P=2p,=3 P;=9 p,=7, Py =11, p, =13, p, =17, p, =19, p, =23, p,, =29, p, =97,

Puo = 4L, Py =1223, Pyggy = 7917, Py = 9973, Py, =10007.

Gan day ta tinh dwoc Py =104395301 (xem ghi chi [1]).

D.Blanusa [1] da chi ra phwong phap hinh hoc twong rng cho sang Eratosthenes.
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Trong hé truc toa do Castesian ta xét tip hop A gobm cac diém (O,l}m =12,.., va tip hop B
m

gom cac diém (n +1, 0), Nn=12,..., méi diém cua tdp hop A dwoc ndi véi moi diém cua tp hop

B bang mot dwong thang. Khi d6 tap hop cac hoanh dd cia céc giao diém cta cac dwong thing nay
voi dwong thang y=-—1 1a tp hop cic hop s8. That vy phwong trinh dwong thang di qua

1
(O'EJ va (n +1, 0) 1a x/(n +1)+my =1. Pwong thing nay cit duong thdng y=-1 tai diém c6

hoanh d6 X= (m +1)(n +1) .Vi m va n la cac s6 tw nhién nén X la hgp s6. Ngwoc lai, néu X 1a hop

s6 thi X=(m+1)(n+1) véi m,n 1a cic s6 ty nhién va do d6 né 12 hoanh db giao diém ctia dwong
9 1 ,
thang ndi (O,EJ va (n +1,0) voi duwong thang y = —1.

Pi c6 mot bang day da cac sé nguyén té nho hon 7 triéu (D.N.Lehmer [1]). Trong bang nay cac wéc
s0 16n hon 2,3,5,7 cia tirng s6 tw nhién khéng 16n hon 10170000 dwoc trinh bay day du. Trong
Kulik, Poletti [1] cic s6 nguyén t6 nho hon 11 triéu dwgc trinh bay diy dd. Nha toan hoc Ba Lan
Jacob Philip Kulik sinh nim 1793 tai Lwéw va mit nam 1863 tai Prague da danh 20 nam dé soan
mot ban thdo c6 tén 13 Magus Canon Divisorum pro omnibus numbers par 2,3,5non
divisilibus et numerorum primorum interjacentium ad Millies centum millia, accuratius ad
100330201 usque. Authore Jacobo Philippo Kulik Galiciano Leopolensis Universitate Pragensi
Matheseos sublimioris Prof. publ.ac ord. Hién nay ban thao nay dwoc bao quan baéi Vién khoa
hoc Vienna. Bang liét ké cac s6 nguyén t6 nhd hon 7 triéu c6 str dung ban thdo nay véi nhirng
chinh stra mot sé 16i. Bai bao néi vé ].P.Kulik va céng viéc cia 6ng cing cac phac thao chan dung
vira dwoc phat hanh gan day béi I.Ya.Depman [1]. V& lich st cia bang cac s6 nguyén to xem tai liéu
da dan trang 594-601. Vao nam 1959 C.L.Baker va F.J.Gruenberger di xay dwng mot bang chira
tit cd cac s6 nguyén t6 nho hon 104395301 (Baker va Gruenberger [1]).

3. Hiéu cta cac s6 nguyén t6 lién tiép
Ky hiéu P, 12 s6 nguyén t6 thi n vaditd, =P, — P, véin=12,...

Cac s6 dau tién ciia day v han 0;,d,,... 13

, 2 2 4 2 4 2 4 6 2
6, 4, 2, 4 6, 6 2 6 4 2
6, 4, 6 8 4 2, 4 2 4 14
4, 6 2,10, 2, 6 6 4 6 6
2, 10, 2, 4, 2 12, 12, 4 2 4
6, 2 10, 6 6 6 2 6 4 2
10, 14, 4 2, 4 14 6, 10, 2, 4
6, 8 6 6 4 6 8 4 8 10
2, 100 2, 6 4 6 8 4 2 4
12, 8 4 8 4 6 12, 2 18 6

S6 2 1a s6 nguyén t6 chan duy nhat. Vivay sé p, véi n>11alévadods d, =p,,—P, chin,
Quan sat bang trén mot cAu hdi ddt ra 1a véi s6 tw nhién k nao thi ton tai N ma d, =2k ? Ta chwa
biét ciu tra 1oi. Dwéi diy 1 bang cic s6 tw nhién nho nhit N ma d, =2k véi 2k <30 va cac s6

nguyén to P, P,,, théaman p,,—p, =2k (Lander va Parkin [3]).
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Zk n Pn |Pns Zk n Pa |Pa+r 2“ n Pn [Pa+1
2 2 31 S 12 | 461 199] 211 22 (189 [1129]1151
4| 4 71 11 14 | 30| 113] 127 24 263 |1669]|1693
61 9| 23| 29 16 |282 |1831]1847 26 |367 (2477|2503
8|24 ) 89| 97 18 | 99 523| 541 28 (429 [2971]2999
10 | 34 [139 (149 20 | 154 | 887] 907 30 | 590 42974327

Cac s nguyén t3 lién tiép nhd nhit c6 hiéu bang 100 la 396733 va 396833. Bang cac s§ d,, voi
N <600 dwoc trinh bay bdi P.Erdos, A.Renyi [1] ). Bang d, véi n<1233 dwoc trinh bay bédi
M.Colombo [1].

Bang cac s6 nhé nhit P, ma P, —P,=2K véi 2k <314 dwoc trinh bay béi Lander va Parkin [3]
va Brent [1] (xem thém Brent [4], Weintraub [1]).

Hon mot tram nam trwdc gid thuyét sau da dwoc dit ra: véi moi s6 chdn 2K ton tai vé han cdc s6 tw
nhién n théa mdan d. =2k (de Plignac [1]).

V&i Kk =2 gia thuyét nay twong dwong vGi viéc ton tai vo han cdp s6 nguyén té sinh déi, nghia la
cap céc s6 1é lién tiép ma mdi s6 déu 1a s6 nguyén t6. Muwoi cdp s6 dau tién nhw vay la (3,5), (5,7),
(11,13), (17,19), (29,31), (41,43), (59,61), (71, 73), (101,103), (107,109). H.Tietze da trinh bay
bang cac cdp s6 nguyén td sinh déi nhé hon 300000. C6 2994 cidp nhw vay (Tietze [1] va Frucht
[1], xem Selmer va Nesheim [1] trong d6 cac s6 N thoa min 6n+1 va 6n—1 déu la s6 nguyén to
nhé hon 200000. So sanh véi Sexton [1] va [2].) Brent [3] da tim ra c6 152892 cip céc s6 nguyén

t§ sinh dd6i nhé hon 10™. Cip s6 16n nhit dwoc biét 13 260497545-2%% +1 (Atkin va Rickert, xem
Yates [1]). Bai toan chitng minh ton tai v6 han cac cap sd nguyén to sinh déi twong dwong véi viéc
chirng minh tén tai vé han cac s6 tw nhién N ma n? —1 c6 ding 4 wéc s6 tw nhién.

Tl ddy cac s6 tw nhién lién tiép 1,2,...,n dé tim dugc sé nguyéntd P ma p+2 ciing la s6 nguyén
t6 thi véi mbi hop sé k da dwoc bo ra khdi sang Eratosthenes ta cling bé di s6 k —2 (Golomb [1]),
W.A.Golubew [2] d3 dat ra cAu hoi véi s6 tw nhién N nao thi tén tai it nhit mot cdp sé nguyén td
ndm gitra n® va (n +1)3. Ta da biét chudi téng cac cap nghich dao clia cac cdp s6 nguyén td sinh doi
12 hdi tu (Brun [1]) @. Chudi

11 11 1 1 1 1 1 1

el B [ e B e o I e B I S B

3 5 5 7 11 13 17 19 29 31
da dwoc tinh chinh xac téi 6 chit s6 thap phan béi Brent [2]. Trong muc 17 ta sé thiy tong nghich
ddo cua tit ca cic sO nguyén t6 1a phan ky.
Mot cau hoi khac chwa c6 ciu tra 1o 1a ¢6 ton tai vo han cac sé nguyénté P ma p,p+2,p+6
va P+8 déu la s6 nguyén t6 hay khong? Mot bd bén s6 nguyén t6 nhw vy goi 1a mot bd s6

nguyén t6 sinh bén. Sdu bd s6 nguyén t6 sinh bon dau tién nhin dwgc véi
p =5,11,101,191,821,1481. K.Fruchtl [1], [2]. [3]. [4] d4 liét k& t4t ca cac bd nhw vay nhé hon

W Duoi day 1a mét sé 16i trong bang duwoc trich dan (theo J. Galgowski va L. Kacperek):

Thay vi O, =12 ta c6 U, =2, thay vi d;, =6 taco d;, =4, thay vi d;,, =12 ta co d,,, =22,
Thay vi O,y =18 taco d,,, =28, thay vi 0, =4 taco d,g =6, thay vi d,,, =18 ta co d,g, =28,

Taco Uy =2.

@ Ching minh so cip cia dinh Iy Brun ¢6 trong cubn sach cua E. Landau [2], tap 1
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15000000. C6 tit ca 1209 b s6 nhw vay. Gan diy J.Bohuman [2] da chi ra c6 ding 49262 b bon
nhé hon 2.10°. Mot bd bén s6 nguyén t& nhw vAy ma s& nhé nhat 16n hon 5 sé cé cac chit s§ tin
cung lan lwotla 1,3,7 va 9.

R& rang moéi bd bon nhw vay cho ta hai cip s6 nguyén t6 sinh do6i. Tuy nhién cé cac cip s6 nguyén
t6 sinh doi ma gitra ching khong cé s6 nguyén t6 nao va khong tao thanh bd bén, Vi du nhw cip
(179,181) va (191,193). Cap thi hai cling v&i (197,199) tao thanh mét bé bon nguyén t6. Gitra hai
cap (419,421) va (431,433) khong c6 s6 nguyén tb nao.

Cac cap 809,811,821,823 va 1019 1021; 1031, 1033 ciing nhw vay. Mot cau hoi dwoc datra la c6
ton tai sO lwong tuy y cic cdp sd nguyén t6 sinh doi lién ti€p ma gitra chiing khong c6 s6 nguyén to
nao hay khong. Ta da biét c6 cac bo ba nhw vy la

179,181,191,193,197,199

809,811,821,823,827,829 3359,3361,3371,3373,3389,3391; 4217,4219,4229,4231,4241,4243;
6761,6763,6779,6781,6791,6793.

Mot bo bon nhw vay la 9419,9421,9431,9433, 9437,9439, 9461, 9463.

C6 thé chitng minh rang néu P#95 vacicsé p,p+2,p+6 va p+8 la sé nguyén té thi khi
chia P cho 210 ta nhin dwoc so dwla 11,101 hodc 191.

C6 thé chirng minh cac s6 d, c6 thé 1én tuy y. That vay ky hiéu m 13 s6 tw nhién 1én tuy y. Ky hiéu
P, 1a s6 nguyén t6 lén nhit <m!+1. S6 ml+k 1a hop s6 voi k=2,3,...m (vi k|mlk véi

k=23,...,m).Vivay P, 2m4m+lvahéqualad =p,,—p, >m.

Vay ta c6 thé chirng minh d, (n =12, ) tién t&i vo han.

C6 cac s6 twnhién N ma d =d .. Chang han n=2,15,36,39, 46.

Ton tai cac s6 tw nhién n ma d, =d_, =d_, ching han véi n =54, 464,682, 709,821,829.

Tuy nhién ta khong biét véi s6 tw nhién k ndo thi ton tai s tw nhién n théa mian
d =d,=d ,=.=d, (Lander va Parkin [4] vd Bohman [2]). P.Erdos va P.Turan [2] di chirng

minh rang ton tai vd han cic s6 tw nhién N ma d >d .. V&i moi s8 tw nhién m va k thi ton tai s§

tw nhién N ma cacsé d,d ,,...d . déulén hon M. N6i cach khac ton tai vo han cac cdp s6 nguyén

td sinh d6i ma hiéu cua ching 1én tuy y (Erdos [7]).
Cac hiéu cua cac s6 nguyén to6 sinh d6i dwgc nghién cru rat rong béi G.Ricci (Ricci [1],[2])
4. Gia thuyét Goldbach

Gia thuyét Goldbach ndi rang moi s6 chan lén hon 2 déu 1a téng cta hai sd nguyén t6. Gia thuyét
nay da dwoc kiém tra véi cac s6 chdn nhé hon 10° (Light, Forrest, Hammond, Roe [1]). Ndm 1973
Chen [2] da chirng minh moi s& chin du lén déu 1a téng clia mot sd nguyén td va mot sd tw nhién
c6 nhiéu nhat hai wéc s6 nguyén t6. Két qua dau tién thudc dang nay dwoc tim ra béi Brun [2] vao
nam 1920.

Gia thuyét Golbach kéo theo moi s 1é c6 thé biéu dién v han cach dwéi dang p+q-r véi p,Q,r
13 cac s6 nguyén t6. Két qua khong don gian nay dwoc tim ra béi J.G.Van der Corput [2]. Ong ta
cling chitrng minh rang hau hét cac s6 chan 1a téng cla hai s6 nguyén t6 1é. Nghia 1a véi moi s6
duong ¢ thivédi s6 tw nhién da 16n N ta c6 s6 cac s6 chdn <N ma khong phai tdng cta hai sé
nguyén t6 sé nho hon &N (Van der Corput [1]).

A.Desboves [1] da chi ra moi sd tw nhién <10000 c6 dang 4k +2 d@u la tdng cha hai s6 nguyén

t6, moi s6 déu c6 dang 4k-+1. Diéu nay chi ding néu ta coi 1 ciing 12 s6 nguyén t6. Khi dé
2=1+16=1+514=1+13,38=1+37,62=1+61.
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Mot bai toan kha gin véi gid thuyét Golbach 1a c6 phai véi s6 tw nhién cho trweée n thi s6 G(n) tat
ca cac phép phén tich n thanh téng cta hai s6 nguyén to sé tién t&i vo cung khi n tang. N.Pipping
[1], [2] da tinh ham G(N) véi moi s8 chdn n nhé hon 5000 va mét s6 s& khac. Cc tinh toan cho

ham G(Nn) véi n < 2000000 dworc thye hién boi M.L.Stein va P.R.Stein (Stein va Stein [1]).

Ta c6 G(4)=G(6)=1, G(B8)=2, G(10)=3, G(12)=2, G(14)=3, G(16)=G(18)=G(20)=4,
G(22) =5, G(24)=6. Hon nira G(158) =9 va G(2n) >10 véi 2n >158. Twong tyw G(188) =10 va
G(2n)>10 v&i 2n>188. S6 chdn nhé nhit 2n ma G(2n)>100 1a 840. That ra ta c6
G(840)=102. S8 2n 16n nhdtma G(2n) <100 c6 théla s 2n =4574.

Tir gid thuyét Golbach suy ra mdi sé 1& 1én hon 7 déu 1a téng ciia ba s6 1é. That viy, néu n 1a sg 1é
>7 thi N—3 14 s8 chan > 4 va theo gia thuyét Goldbach thi n6 1a téng cta hai s6 nguyén té 18. Vi vay
moi s6 1é 16n hon 7 déu la tong cua ba s6 nguyén t6 1é. Nhin xét nay cling chwa dwgc chirng minh
mot cach chit ché. Tuy nhién cac kho khan chi 1a van dé ky thuét vi vao ndm 1937 L.Vinogradov da
chirng minh céc sd 1é 16n hon mot hang s6 xac dinh dwgc a thi déu cé tinh chit nhw vay. Sau do
K.G. Borozdkin [1] da chirng minh rdng a <exp(exp16,038) < 3%". Vay ta chi can kiém tra lai v&i

cacs6 7 <n<a, tuy nhién cac phép tinh todn 1é6n nhw vy la chwa thwc hién dwoc.

Tinh hudng lai rat khac d6i véi cau héi rang c6 phai moi s6 chan déu 1a hiéu cda hai s6 nguyén t6?
Hién tai ta chwa c6 phwong phap nao dé ti€p can bai toan nay. A.Schinzel [11] d3 chitng minh rang
gia thuyét Goldbach suy ra moi s6 1é >17 déu la tong ctia ba s6 nguyén t6 1é phan biét. Tt két qua
trén cta Vinogradov suy ra tinh chit nay 1a ding v&i cac s6 du 16n. Giad thuyét n6i rang moi s6 chdn
>6 déu la tong cta hai s6 nguyén td phan biét twong dwong v&i gia thuyét néi rang moi s tw nhién
>17 déu la tong clia ba s6 nguyén t6 phan biét (Sierpinski [23]).

Nam 1930 L.Schnireiman [1] da dwa ra mot chirng minh so c¢4p rang ton tai cac s6 S ma moi s tw
nhién >1 déu la tdng cia nhiéu nhit S s6 nguyén t6. Riesel va Vaughan [1] di st dung lai phwong
phap ctia Schnireman dé€ chirng minh rang moi s6 chan >1 déu la tdng clia nhiéu nhit 19 s6 nguyén
t6. Tir két qua néu trén cla Vinogradov ta thdy moi s tw nhién dd 1é6n déu cé thé biéu dién nhuw 1a
téng ctia nhiéu nhat 4 s6 nguyén t6, cac trueong hop khac cé thé kiém tra bang may tinh nhwng né
yéu ciu nhiéu thoi gian. C6 thé dé dang chirng minh ton tai vo han cac s6 tw nhién khéng thé biéu
dién nhw la tong cta it hon 3 s6 nguyén t6 (so sanh véi bai tip 2 & dudi). Mot gid thuyét khac dwoc
dat ra 1a c6 phai moi s6 1é >5 déu la tong cia mot s6 nguyén t6 va mot sd c6 dang 2p, voi p
nguyén t6 (Dickson [7] trang 424)? Mayah [1] di kiém tra gia thuyét nay véi n < 42.10°.

Bai tap. 1. Chirng minh rang moi s6 tw nhién >11 déu 1a téng cta hai hop sé.

Chirng minh. Xét s6 tw nhién n>11. Néu n chdntircla n=2k, thi k>6 va n—6= 2(k —3), suy ra

N—6 lahops6. Néu n 1é nghiala n=2k +1, thi k>6 va n-9= 2(k—4) lahopso. o

2. Chirng minh ring ton tai vo han s6 tw nhién 1é khong biéu dién dwoc thanh téng cda it hon 3 s6
nguyén to.

Chirng minh. Cac s6 (14k +3)2 , v&i k =1,2,... ¢4 tinh chit nhw vay. That vay cac s6 nay déu khong
nguyén t6. Hon nita ching khong thé biéu dién thanh téng cta hai s6 nguyén t§ vi néu nguwoc lai
thi do chting 1a 1é¢ nén mdt trong hai hang tir nguyén t8 phai bang 2 va ta c6 (14k + 3)2 =2+ p, suy
ra p= 7(28k2 +12k +l), nhung diy khong phai s6 nguyén t8. Mau thuan. o

Ghi chi. C6 thé chirng minh mdt cach so cip rang ton tai vo han cac sd 1é 1a tong clia ba s6 nguyén
t6 phan biét nhung khong la téng cua it hon ba s6 nguyén t6 (Sierpinski [31]).

3. Chirng minh rang gia thuyét Golbach twong dwong véi gia thuyét néi rang moi sd chdn >4 1a
téng cla ba s6 nguyén to.
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Chirng minh. Tlr gid thuyét Goldbach suy ra v&i s6 tw nhién n>1tacdé 2n=p+q, véi p vaq la
cac s6 nguyén t6. Vi vy 2(n +1) =2+ p+40, nghia la moi s6 chdn dugc chon du lén >4 déu dwoc

biéu dién thanh t6ng cua ba s nguyén td. Mat khac néu moi s§ chdn >4 déu 1a tdng cta ba s
nguyén té nghialanéuvédi N>2 tacé 2n=p+q+r, véi p,q,r la cic sé nguyén t6 thi it nhat mot

trong cac s8 p,q,r 1a chdn va do d6 bang 2. Gid str r =2. Khi do6 2(n —1) =p+q véi n—1>1, suy
ra gia thuyét Goldbach. o

4. Ching minh ring cic phwong trinh X*+y> =2*, X +y* +2° =t*, x> + y* + 7° +t* =u® déu
khong cé nghiém la cac s6 nguyén té.

Chirng minh. D€ chitrng minh phwong trinh thit nhit khéng c6 nghiém nguyén t6 ta nhé lai trong
chwong 2 muc 3 ta da chirng minh moi nghiém tw nhién ciia phwong trinh nay cé it nhit mot sé
chia hét cho 4. Bay gio xét phwong trinh thi hai. Gid st ton tai cac s6 nguyén to X,Y,z,t théa man

x> +Yy® +2° =t°. Nhw da chirng minh trong Chwong 2 muc 10 thi it nhat hai trong cac sé x,y,z la
chdn, ma vi chung 1a nguyén t8 nén chiing déu bang 2. Vi vay t* —z* =8. Nhung do z,t 1a nguyén
t6 va {t nhét c6 1 s6 1é nén tir déng thire (t—z)(t+2)=8 suyrat—z>2 vahé quila t+z<4,vd
ly vi trong hai s0 t,Z c6 mot s6 nguyén to 1é. Cudi cing xét phwong trinh thir ba. Gia st ton tai cac
s6 nguyén té X, Y,z,t,u théa min X* +y*>+z° +t> =u®. R rang U > 2 va do d6 1a 1&. Vi vay it nhit
mot trong cac s6 X,Y,Z,t 1&. Néu chi c6 dung mot s6é trong ching 1a 1é, gia sir 1a t, thi ta c6
Xx=y=z=2, suyra 12+t =u” vatr d6 (t—u)(t+a)=12, suy ra t—u>2,t+u<6. Nhung diéu
nay khong thé xay ra vi U,t 1a cac s6 nguyén t6 1é phan biét. Ngwoc lai néu ba trong cac sé nguyén
t6 X,Y,z,t 1a1é va s6 con lai chin thi u® = x> + y* +z° +t* deu cé dang 4k +3,voly. o

5. Tim cac nghiém nguyén t& ctia phwong trinh X* +y> +2° +t* =v* véi x<y<z<t<u<v.

Lo gidi. C6 duy nhat mot nghiém 1a 2% +2° +2° +2% + 3% =5%, vi d& dang chitng minh chi c6 ding
moét trong cac sO X,Y,z,t,U, lalé va do do 4.22 +U% =V?, suy ra (v—u)(v+u)=16,v—u <8, vi
vayu=3,v=5. o

5. Cac s6 nguyén t6 lap thanh cap s6 cong

Mot cip s6 cong gom 18 phan tir déu la sd nguyén to la 4808316343+ 71777060k, k =0,1,2,...,17.
P.A. Pritchard [1] da tim ra cac s6 4180566390k +8297644387(k :0,1,2,..,18) 1ap thanh cip sé
cong gom 19 s6 nguyén td phin biét. Ta chwa biét c6 ton tai cip sé cong c6 100 sé nguyén t6 hay
khong. Ta sé chirng minh néu cip sé cong nhw thé ton tai thi cong sai ctia cp s6 nay sé phai la mot
s6 c6 nhiéu hon 30 chir s6 thip phan.

Pinh ly 5. Néu n va r la cdc s6 tw nhién, n>1 va néu N phdn t cia cdp s6 cong
M,M+r,...,m+(n-1)r déu la s6 nguyén t6'1é thi céng sai r chia hét cho moi s& nguyén t6 nhé hon
N (Dickson [7] tap 1 trang 425).

Chirng minh. Gia st m,n>1 va r 1a cac s6 tw nhién cho trwdc va cdc s6 m,m+r,..., m+(n—1)r
déu la s6 nguyén to 1é. Ta phai c6 m>n, vi néu ngwoec lai thi hop s6 m+mr = m(1+ r) sé la phan
tlr clia ddy s6 trén. Ky hiéu p la s6 nguyén t6 nhé hon n va dat r,r,...,r,, 1a phan du nhéan dwoc
khi Ian lwot chia cac s6 m,m+r,..,m+(p—1)r cho p. Cac s6 dw nay la nhd hon p va hon nira
chiing déu khac 0 vi néu nguwoc lai thi mot trong cac sé nguyén to sé khéng nhé hon m>n>p va
chia hét cho p, mau thuln. Vi vay cac s6 dw trén chi c6 thé nhan cac gid tri 1,2,..., p—1, nghiala c6

p—1 kha ning. Tlr day suy ra ton tai hai s6 nguyén k va | théoamin O<k<I<p-1mar =rI.
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Hé quala p|(m—Ir)—(m+kr) vavivay p|(I-k)r. Nhung O<l-k<p-1<p, dodé p|r. Vi p

la s6 nguyén t6 tuy y nho hon n, ta c6 diéu phai chirng minh. o
T DPinh ly 5 ta c6 hé qua sau day

Hé qua. Néu tdn tai cdp s6 cdng tdng chira N> 2 s6 nguyén td thi cdng sai cia ddy ndy sé chia hét
cho tich P, tdt cd cdc s6 nguyén té nhé hon n,va vi vdy bdn thdn céng sai dé > P,.

bac biét, cong sai clia cdp s6 cdng gom ba s6 nguyén td phan biét phai > P, =2. Ton tai duy nhat
mot cip s6 cOng cong sai 2 la 3,5,7. Ton tai vo han cdp s6 cdng gdbm ba s6 nguyén t6. Chirng minh
két qua nay khong don giadn (xem Van der Corput [2] va Chowla [2]).

Bai toan chirng minh tén tai vo han cip sé cong nhw viy la twong dwong véi cdu hoi khi nao thi
phwong trinh p+r =2q c6 v han nghiém nguyén t6 p,q,r, véi p#r. Tw gia thuyét H (muc 8)
suy ra v&i moi s6 ty nhién N va sé nguyén t6 p >n thi ton tai vo han cip s6 cong ting c6 N phan
tlr 1a s6 nguyén t6 ma phén tir thir nhat1a p.

Taliét ké & day mot s cip s6 cong gobm ba sé nguyén té6 ma s6 dau tiénla 3: 3,7,11; 3,11,19; 3, 13,
23; 3,31,59; 3,37, 71; 3, 23,43; 3,31, 59; 3,37, 71; 3, 41, 79; 3, 43, 83. Cong sai clia cip s6 cong
gom 4 s nguyén t0 phai > P, =6. C6 rit nhiéu cip sd cdng 4 s6 nguyén t6 cong sai bang 6 ching
han: 5,11, 17, 23; 11, 17, 23, 29; 41, 47, 53, 59; 61, 67, 73, 79. Tl gid thuyét H suy ra ton tai vé han
cip s6 cong nhu vy, hon nira ching con 1a cac s6 nguyén t6 lién tiép. Dac biét ta c6 day 251, 257,
263,269; 1741, 1747, 1753, 1759. Coéng sai cua cip s6 cong gom 5 s6 nguyén to phai l1én hon hoic
bang 6. Ton tai duy nhit mot cip sd cdng gdm 5 s6 nguyén t6 ma cong sai bang 613 5, 11, 17, 23,
29. Ta lwu y rang trong mot cip s6 cOng nhw vay thi phai c6 mot s6 chia hét cho 5. Twong tw ta dé
dang chirng minh rang ton tai ding mot cip s cong gom 5 s6 nguyén td ma coéng sai bang 1213 5,
17,29, 41, 49. Khong c6 cap s6 cdng nao nhw vy cb cong sai la 18 hodc 24. Tuy nhién tir gia thuyét
H suy ra ton tai vo han cip s6 cong gdbm 6 sd nguyén t6 ma cong sai bang 30. Chang han 7, 37, 67,
97, 127, 157; 541, 571, 601, 631, 661, 691. Tir hé qua & trén suy ra moi cip s6 cong gom 7 sd
nguyén td thi céng sai ctia day chia hét cho 30. Dé dang chirng minh rang khéng c6 cip s6 cong nao
nhw vdy ma cong sai nho hon 150. C6 ding mét cip sd cdng gom 7 sé nguyén to cong sai 150 1a 7,
157,307,457, 607,757,907. Ly do la vi trong bay s6 nguyén t6 nay sé c6 mot so chia hét cho 7. Tw
hé qua cling suy ra mot cap s6 cdng 10 phan ti nguyén t6 thi c6 cong sai = B, =210. Cap s6 cong
nhw vay c6 cong sai 210 la 199+ 210k, véi k =0,1,2,...,9. Tir gid thuyét H suy ra c¢6 vo han cip s6
cong nhw vay. Tir hé qua suy ra cong sai cia cip s6 cong gom 100 sé nguyén t6 phai chia hét cho
tich ctia moi s6 nguyén t6 nhd hon 100, va do dé coéng sai nay c¢6 hon 30 chit s§ trong biéu dién
thip phan. Ta chwa tim dwoc mot cdp s6 cong nao nhw viy. Ta cling chwa biét c6 ton tai cap so
cong nhw vay hay khéng (Grosswald va Hagis [1]).

6. Cac s6 nguyén t6 trong mot cip s6 cong cho trwéc

Khéc véi muc 5, trong muc nay ta xem xét vin dé véi cac s tw nhién a va b nao thi cip s6 cong
ak +b=12,..., chita v6 han s6 nguyén t3? R3 rang néu (a,b)=d >1, thi khong c6 s6 nguyén t&

nio trong cdp sd cong ak +b=12,.., béi vi véi moi k,ak+b=d(ka/d+b/d) deu la hop s6 (
a/d,b/d 1a cac sé tw nhién).

Vi vay diéu kién cin dé ton tai vo han sd nguyén t6 trong cip s6 cong ak +b 1a (a, b) =1.

Nam 1837 Lejeune Dirichlet da chirng minh diéu kién trén ciing la diéu kién du. Loi giai don gidn
nhit cta dinh ly nay (van rat phitc tap) dwoc trinh bay trong Chwong 8 cudn sach caa E.Trost [3].
Ta sé chirng minh dinh ly nay trong moét vai trwong hop riéng. Trong Chwong 51avéi a=4,b=13
(Pinh ly 7 va 7a), trong Chwong 6 véi b=1a tuy y (Pinh ly 11a), trong Chwong 9 vé&i
a=8b=357 (Pinhly1,2,3) vavéi a="5,b =4 (Dinh 1y 4).

Hai dinh ly sau la twong dwong
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T. Néu a,b va K Ia cdc s6 tw nhién, (a, b) =1, thi ton tai v han sé nguyén t6 cé dang ak +b.

T1. Néu a va b la cdc s6 tw nhién théa madn (a,b) =1, thi ton tai it nhdt mot s6 nguyén té p cé dang
ak +b védi k tw nhién .

Chirng minh. R6 rang T suy ra T;. Ta chi cin chirng minh chiéu ngwoc lai, nghia la T; suy ra T. Ta
gid st a>1 vivdi a=1 thi T hién nhién ding. Gid s& a,b 1a cic s6 ty nhién cho trwdc théa man

(a,b)=1. Khi d6 ré rang (am,b)zl. Vi vay theo T; suy ra ton tai sO nguyén t6 p thdéa méin
p=a"k+b, v&i s6 tw nhién k. Nhung do a>1,a" >2" >m. Suy ra p>m. Vi vay ta da ching

minh v&i moi s6 tw nhién m thi déu ton tai s6 nguyén t6 c6 dang ak +b valén hon m. Tir diy suy
ra ton tai vo han s6 nguyén c6 dang nhw vdy. o

Trong Chwong 5 DPinh 1y 9 ta sé chitrng minh v&i moi s6 nguyén t6 c6 dang 4t+1 déu la tong cla
hai binh phwong hoan hdo. Str dung két qua nay ta chirng minh hé qua sau diy cta Pinh ly T

Hé qua. V&i moi s6 tw nhién N déu tdn tai s6 nguyén t6 p théa mdn p=a’+b*, véi a,b la cdc s6
tw nhién > n.
Chirng minh. Gia st n la s6 tw nhién. Theo T thi ton tai s6 nguyén té6 q>n c6 dang 4t—1. Suy ra

(4(12 +q)2(22 +q2)...(n2 Jrq)2 ,q)zl. Vi vay theo T suy ra ton tai s6 tw nhién k théa man s6

p :4(12 +q)2(22 +q)2 ...(n2 +q)2 k —q 13 s6 nguyén t6 va c6 dang 4t +1. Vi vay ton tai a,b thoa
min p=a’+b’, véi a<b, gidsr a<n. thi

b? = p—a’ :4(12 +q)2(22+q)2...(n2+Q)2 k—(az+q)

2
=(a’ +q)(4(12 +q)2 ...((a—l)2 +q) ((a+1)2 + q)...((n2 +q)2 k —1)),
Véi cac nhan tir & v€ phai déu la nguyén té cung nhau. Hé qud 1a chung déu la cac binh phwong
ding. Nhwng diéu nay la khong thé vi nhan ti thir hai c6 dang 4t—1. Vi vy b>a>n, suy ra hé
qua dwoc chirng minh. o

Ta lwu y rang theo dinh ly ctia E.Hecke [1] thi v&i moi s6 thue ¢ >d >0 déu ton tai s6 nguyén td p

2 ~ . NP, iAo s a .
théamin p=a’+b’ véi a,b 1 cac s6 tw nhién va ¢ > b > d (Maknis [1]).

7. Tam thirc Euler x*+ x+41
D& dang chtrng minh réng khong ton tai da thire f(X)=ax" +aXx" " +..+a, ,X+a, véi hé s6
nguyén va a,m>0 ma cacsé f (X) la nguyén té v&i moi gia tri nguyén cua X. That vay véi gia tri
di 16m cta X, gid st X>X,, ham f(X) ting. Véi gia tri X, > X, f (X,)=p 12 s8 nguyén t5 thi
p|f (X1+ p), ma f (X1+ p) > f (Xl)z p, suy ra f (X1+ p) la hop s6. Ta ciing chirng minh dwoc
khong c¢6 ham hiru ty ndo nhan moi gia tri nguyén t6 v&i ddi s6 nguyén ngoai trir ham hang (Buck
[1]). Tuy nhién t6n tai da thirc bac hai véi hé s6 nguyén nhén gia tri nguyén té véi day rat dai cac
s6 tw nhién lién tiép. Vi du tam thtc Euler f(x)= x> +X+41, nhan moi gia tri nguyén t& véi
x=0,1,..,39. D& y riing f(x+1)=f(x)+2(x+1). T day suy ra véi x=0,1,2,... thi f(x) nhan
cic gia tri riéng cia day 41+2.1+2.2+2.3+... vivay ta c6 41, 43,47,53, 61, 71, 83,..., 1601. C6 thé
kiém tra trong bang cac s6 nguyén t6 dé thiy tit ca cac s6 nay déu nguyén té.

@ Chang minh sy tuong duong cua T va Ty duoc t6i (Sierpinski) dua ra vao ndm 1950 (Sierpinski [12] trang 526). Sau
nam sau bai toan vé sy twong duong nay dugc trinh bay trong The Amer. Math. Monthly trong s6 E1218 (1956) trang
342 va dugc chung minh boi D.Zeitlin (1957, trang 46). Xem thém V.S.Hanly [1].
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Do f(—x)=f(x-1), suyra f(—x) nguyéntévéi x=12,...,40.
Vay véi x =-40,-39,...,-1,0,1,...,39 thi f (X) nhén gia tri nguyén t6 (khong nhat thiét phan biét).

Ham f (X) con ¢ mot tinh chit tha vi khac: véi moi s6 nguyén X thi khéng ¢ s6 d nao ma
1<d<41la wéc cia f(x). That vay, gid st v6i s6 nguyén X ta c6 d| f(x), véi 1<d <41. Ky
hiéu r 1a s6 dw nhin dwoc khi chia X cho d. Thé thi x=kd +r, véi k 1a s6 nguyén va 0<r <d.
Nhung f(kd+r)=kd(kd+2r+1)+f(r), do d|f(x) suy ra d| f(r); tuy nhién tir day ta c6
mau thuln. That vay, béi vi 0<r <d <41, ta phdi c6 0<r <39; suy ra nhu ta da biét f (r) la so
nguyén td >41, va né khong c6 wéc s6 d théa mian 1<d <41. Vi vy véi moi s6 nguyén X thi
f (x) khong c6 wécs6 d théaman 1<d <41.

Tinh chit ndy c6 lién quan t&i viéc tim xem véi s6 tw nhién X >40 nao thi f (X) la s6 nguyén to.
Véi x=40 tacé f (40) =40-41+41=41%, do d6 f (X) l1a hgp s6.S6 f (41)=41.42+41=41'43
ciing 13 hop s6. Néu x>41 va néu s6 f(x) 1a hop s8 thi vi (x +1)2 =x?+2x+1va
X’ +x+41=f(x), suyra f (X)<(X+1)2. Do d6 s6 f(X) c6 wécsé p<x+1 va do ta da ching
minh & trén 41<p<x (khi chia f(X) cho X ta nhin dwoc s6 du 1a 41). Vi vay
f (42) =42-43+41 nguyén té.

E.Trost trong [3] trang 41 da chi ra véi X khong vugt qua 11000 thi ham f (X) nhén 4506 gid tri
nguyén t8 khac nhau. Ta chua biét ddy f(x)(Xx=12,...) c6 chira vd han s nguyén t& hay khong.
Két qua ctia ciu hdi nay dwoc suy ra tir giad thuyét H trong muc 8.

Tir cac tinh chét cia f () suy ra tam thitc g(x)= f(x—40)=x*—-79x+1601 nhan cac gia tri
nguyén t§ (khong nhat thiét phan biét) véi x=0,1,2,...,79. Tacé g(t)=g(79—t) véimoi t.

Tt cac két qua cta G.Frobenius [1] va H.M.Stark [1] suy ra khéng t6n tai s6 A 16n hon 41 ma tam
thitc x?+ X+ A nhan cac gia tri nguyén to véi x=0,1,2,...,A—2. Véi x=0,1,...,28 thi cac gia tri
6x° 46X+ 31 1a cAc s6 nguyén t6 phan biét cé dang 6k +1; chiing nam gitta 31 va 4909 v&i cac gidi
han kem theo (C.Coxe, Van der Pol va Speziali [1]).

Cac gia tri cia 2x° +29 déu la nguyén t6 véi —28 < x < 28.

Dé dang chirng minh rang ton tai da thirc bAc N nhan cac gia tri nguyén té véi x=0,1,...,n; tuy
nhién ta chwa biét da thirc bic 2 hodc cao hon véi bién s6 X nao nhén vo han gia tri nguyén té véi
cac gia tri clia X. Pic biét ta cling khong biét da thirc x* +1 cé tinh chat d6 hay khong.

W.A.Golubew [5] da trinh bay mét danh sach cac s6 tw nhién X <120000 ma x*+1 nguyén t6.
M.Wunderlich [2] d4 tim ra c6 ding 624535 s8 x <14-10° c6 tinh chat nhw vay. H.Iwaniec [1] da
chirng minh rang ton tai vé han s6 x* +1 1a tich clia nhidu nhét hai s nguyén té va B.M.Bredihin
[1] d4 chirng minh ring tén tai vo han s& nguyén té c6 dang X° + y* +1.

Néu da thirc f (X) véi hé s6 nguyén nhan cac gia tri nguyén té v&i vo han cic gia tri cia X thi hé
sO 4, cua liiy thira bac cao nhat ctia X phai la dwong vi vé&i gia tri di lén cia X thi da thirc c6 cung
diu véi a,. Hon nira da thic f (X) khong thé 1a tich cda hai da thirc véi hé s6 nguyén vi néu

nguwoec lai thi véi gia tri dd 1én cha X thisd f (X) sé1a hop s8. Vi vy da thic f (X) 1a bat kha quy.
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Tuy nhién cac diéu kién nay khong du dé suy ra f (X) nhin cac gia tri nguyén t6 thim chi la véi it
nhit mot gia tri cia X. That vay, da thitc x> +x+4 bat kha quy va khong cé nghiém thuc, nhung
véi moi gia tri nguyén cta X thi cacs6 x>+ X+4 déu 1a hop s6 béi vi chiing déu 1a cac s6 chdn 1én
hon3vi X" +x= (X +1) X, tich nay luén chan va khéng am.

Nam 1857 W.BouniakowsKky [2] da dit ra gid thuyét sau: néu f (X) la da thirc bdt khd quy hé s6
nguyén va N ky hiéu wéc chung Ién nhdt cia cdc sé f (X),X nhdn moi gid tri nguyén thi da thirc

f (X)/N nhdn gid tri nguyén t6 v&i vé han gid tri cia X. (Dickson [7] tdp 1 trang 333).

Xét da thire f (X) =X+ Xx+4. Vi f (0)=4,f (1) =6va f (X) 12 s6 chn suy ra wéc chung lén nhat
cua f (X) khi X nhan moi gia tri nguyén 1a 2. Do d6 gia thuyét trén ndi rang c6 vo han s nguyén

td c6 dang X(X+1)/2+2.

8. Gia thuyét H
Ky hiéu S la s6 tw nhién va f,(x), f,(x),..., f,(x) la cac da thirc hé s6 nguyén. Gia s ton tai v han
sO tw nhién X ma cacs6 f,(x), f,(x),..., f,(x) déu la s6 nguyén t6. Nhw ta da biét trong muc 7 thi
cac da thire f,(x),i=12,...,s 1a bat kha quy va cac hé s6 cao nhat déu dwong. Do d6 véi gia tri da
16m ctia X thitdt ca cacsd f,(x),i=12,...,s, 1a1én tiy y. C6 thé kiém tra ring tinh chit nay suy ra
khong ton tai s6 tw nhién d >1 13 wéc cha P(X) = fl(X) f, (X) f (X) v&i moi s6 tw nhién X. That
vdy néu ton tai wéc sO nhw thé thi nd sé la wdc s6 cla tich S s6 nguyén t6 1on tuy y, diéu nay la
.oy To(X) 12 cdc da
f (X) déu

yrey g

khong thé. Vi vy ta da chirng minh rang néu S 1a s6 tw nhién va fl(X), f, (X),
thirc hé s6 nguyén va cé vo han cac gia tri tw nhién ciia X ma cac s6 fl(X), f, (X)
nguyén to thi cac da thirc nay phai théa man

biéu kién C. Cdc da thire f,(x),(i=12,...,s,) déu bdt khd quy véi hé sé cao nhdt dwong va khéng
ton tai s6 tw nhién d >1 la wéc cia P(x)= f,(X) f,(x)...T,(X),X nguyén tiy y.

Nam 1958 A.Schinzel da dat ra gia thuyét sau

Gia thuyét H. Néu s la s6 tw nhiénva f,(X), f,(X),..., f,(X) la cdc da thitc hé s6 nguyén théa man
Diéu kién C thi ton tai vé han sé tw nhién X ma cdc sé fl(X), f, (X),
(Schinzel et Sierpinski [3], trang 188).

ey fs(x) déu nguyén té
Trwong hop riéng khi cac da thic f, 13 tuyén tinh ta thu lai gid thuyét dat ra sém hon badi
L.E.Dickson [1]. Ta trinh bay & diy mot s6 hé qua cia gia thuyét H.

Véi s6 tw nhién cho trude n va f,(x)=x> +1, f,(x)=x" +3, f,(x)=x" +7, f,(X)=x> +9.
vei P(x)=f,(x)f,(x)f(x)f,(x) ta c6 P(0)=1-3-7-9 va P(1)=2-4-8-10. Hé qua la
(P(O), P(l)) =1. Suy ra diéu kién C dwoc théa man va gid thuyét H suy ra: véi moi sé tw nhién n

tdn tai vé han s6 tw nhién X ma cdc s6 X* +1Lx° +3,x* +7,x* +9 ddu la nguyén té (Sierpinski
[34]). Tlr day suy ra ton tai vé han bd cac s6 nguyén t6 sinh bén (xem muc 3) va ton tai vé han cac
s6 nguyén t6 c6 dang x> +1 hodc dang x* +1.

W.A.Golubew [6] da tinh todn va chi ra chi ¢4 5 s6 tw nhién X nho hon 10.000 ma cac so
X2 +1, x> +3,x> +7,x* +9 déu 1a nguyén t8. P6 1a x = 2,10,1420, 2080, 2600.
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Ky hiéu k 1a s6 nguyén tuy y va fl(X)zx, fz(X)=X+2k. Véi P(X): f,(x) fZ(X) ta co
P(l) =2k +1, P(Z) = 4(k +1). RO rang (2k +1,4(k +l)) =1, suy ra cac da thirc nay thoa min diéu
kién C. Tlr gid thuyét H suy ra ton tai vo han cac s6 tw nhién X ma cacsé p=x va g=x+2k déu
12 s6 nguyén t8. Vi vdy 2k = p—q, suy ra 2K c6 thé biéu dién vd han cach nhw 1a hiéu cta hai s§
nguyén t8. Nghia 12 tir gia thuyét H c6 thé suy ra moi s6 chin déu c6 thé biéu dién v6 han cach nhu
12 hiéu cua hai s6 nguyén t8. Tir gia thuyét H cling c6 thé suy ra moi sd chan cé thé biéu dién duédi
dang hiéu cta hai s6 nguyén t6 lién tiép (Schinzel va Sierpinski [3] trang 190).

T gia thuyét H suy ra néu a va b 1a cac sd tw nhién thoa man (a, b) = (a, b(b+ 2)) =1, thi ton tai
v0 han s6 nguyén t6 p c6 dang ak +b, véi k 1a s6 tw nhién théa man p+2 ciing la sé nguyén té.
That vay, xét cac da thic f(x)=ax+b, f,(x)=ax+b+2. véi P(x)="f(x)f,(x) ta c6
P(0)=b(b+2),P(1)=(a+b)(a+b+2) va P(1)+P(-1)= 2a’ +2b(b+2). Néu ton tai s6 nguyén
t6 q théa man q|P(X) véi moi sé nguyén x, thinéu b 1& ta c6 P(0) 1é kéo theo  1é vanéu b
chén thivi (a,b)=1a 1&; viviy cd a+b va a+b+2 déulé vadods P(1) 1é suyra q 1& Do dé
trong moi truomg hop q déu 1&. Vay ta c6 thé gia st q|P(0), nghia 1a q|b(b+2) va
q|P(1)+P(-1), tacé q|2a* do dé vi q 1é nén q|a. Nhung didu nay vé ly vi (a,b(b+2)) =1. Vi
vay diéu kién C dwgc thoa man. Do dé tir gid thuyét H suy ra toén tai vo han sé tw nhién X ma cac sé
f, (X) =ax+bva f, (X) =ax+b+2 déu nguyén t6. Hé qua dwoc chitrng minh.

D& dang nhan thdy diéu kién (a, b(b+ 2)) =114 can thiét d6i véi sy ton tai vo han cacs6 p cb
dang ak +b ma p+2 clingla s6 nguyén ta.

Xét s6 nguyén tuy y k va dit f(x)=x f,(x)=2k+1+2x. Véi P(x)=f(x)f,(x) ta c6
P(l) =2k +3, P(—l) :—(2k—1). Do (2k -1,2k +3) =1 vé&i moi s6 nguyén k, ta nhin thay cac da

thirc nay théa man diéu kién C. Khi do6 theo gia thuyét H thi ton tai vo han cac s6 tw nhién X ma cac
s6 q=x va p=2k+1+2x déunguyén tb. Vi vy 2k +1= p—2q. Do d6 tir gia thuyét H suy ra moi
s61é (>0 hoac <0) déu c6 thé biéu dién vd han cach nhuw 12 hiéu ciia mot s6 nguyén td va boi 2
cia mot s6 nguyén td khac.
G.de Rocquigny [1] dat ra ciu hoéi c6 phai moi s6 nguyén chia hét cho 6 déu la hiéu cua hai s6
nguyén t6 c6 dang 6k-+1. Cau trd 1oi khang dinh 1a hé qua clia gid thuyét H. That vy véi
f,(x)=6x+1 va f,(x)=6x+6k+1 P(x)=f(x)f,(x) tacé6 P(0)=6k+1,P(—k)=—(6k-1)
va (6k —-1,6k +1) =1 véimoi sé nguyén K.
Ttr gid thuyét H suy ra ton tai cAp s6 cong dai vo han ma cac phin t 1a cic s6 nguyén to lién tiép
(Schinzel va Sierpinski [13]). C6 rat nhiéu hé qua khac dwgc suy ra tir gia thuyét H, vi du gia thuyét
Bouniakowsky (xem Schinzel va Sierpinski [3] va Schinzel [13]).
Bai tap. Chirng minh rang tir gia thuyét H suy ra: véi hai s6 nguyén nguyén t6 cing nhau a va b
théa man mot trong hai s6 12 chdn va a > 0. Khi d6 ton tai vo han s6 nguyén t6 p théa min ap+b
déu 1a s6 nguyén to.
Ching minh. Dit f(x)=ax+b, f,(x)=x. V& P(x)=f(x)f,(x) ta c6 P(l)=a+bh,
P(—l) =a-—b, va do mot trong hai s6 a,b 1a chdn, s con lai 1a 1é vi (a, b) =1. Vatwr (a, b) =1 suy
ra (a+b, a—b) =1. Do dé (P(l), P(—l)) =1 va diéu kién C dwoc théa man. Khi do tir gia thuyét H
suy ra ton tai vé han X ma f, (X) =X va fl(X) =ax+b déu 1a cac s6 nguyén t8. Ta c6 diéu phai

chirng minh.
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9. Ham so 7Z'(X)

V&imoi s6 thue X ky hiéu 7Z'(X) la s6 cac s6 nguyén té khéng vwot qua X.

Taco

7(1)=0,7(2)=17(3)=7(4)=2,7(5)=7(6)=3, z(7)=7(8)=7(9) =7 (10) =4,

7(100) =25, 7(1000) =168, 7 (10000) =1229, z(10° ) = 9592, 7 (10° ) = 78498, (10" ) = 664579,
7(10°) =5761455, 7(10° ) = 50847534,

Nam 1972 ].Bohman [1] da tinh dwoc 7(10°)=455052511 (day la két qua chinh stra tir két qua
cia Lebmer [8] vio nim 1958), r(10")=41180548137(10")=37607912018. Gan day
J.C.Lagarias, V.S.Miller va AM.Odlyzko [1] da tinh dwoc (10" ) = 346065536839 (ddy la két qua
chinh stra tir két qua ctia Bohman [1]), 7 (10" ) = 3204941750802, 7 (10" ) = 298445704422669 va
(10 ) = 279238341033925. Hién nhién ta c6 7 (p,)=n véi n=12,...

P.Erdos (Trost [3] trang 52-53) da tim ra l&i giai don gidn clia bat dang thirc

S logn

> voi n=12,...
2log 2

(2) z(n)

Nhw ta di chirng minh trong Chwong 1 muc 14, moi s6 tw nhién déu cé thé biéu dién duy nhat
duwdi dang k°l, véi k va | 1a cac s6 tw nhién va hon nita | 13 khéng c6 wéc chinh phwong. Véi méi
s6 trong cac s6 1,2,...,n, ta c6 bidu dién k’l <n; do d6 k? <n. Vivay k < \/ﬁ Suy ra kK c6 thé nhan
nhidu nhat Vn gia tri khac nhau. S6 | khong c6 wéc s6 chinh phwong va nho hon n nén cé thé
biéu dién nhuw 12 tich ciia mot s6 s6 nguyén td thudc day p,, p,, .-, Prin): SO lwong cac s6 nhw vay
(tinh ca 1) 1a 2°". Hé qua 1a s6 | c6 thé nhan nhidu nhit 2" gi4 tri khac nhau. Do dé s& lwong
cac tich Ik? phan biét va khéng 16n hon n, t8i dala Jn27 ™, v moi s6 tw nhién <n déu dwoc biéu

dién duéi dang d6 suy ra n<n2"™. vay Jn<2"™ va liy logarithm ca hai vé& ta c6

% logn<(n)log2, tir day suy ra (2).

Sau day trong muc 14 ta sé chirng minh cac bat dang thirc chit hon cho n(n) Tuy nhién diéu tha
vi ctia bat ding thirc (2) ndm & tinh don gidn trong cach chirng minh cta né.
Ky hiéu k 1a s6 tw nhién tuy y va n=p,. Theo cong thic (2) va 7n(p)=k, ta cb
k>log p,/2log2. Do dé p, <2%* véi k=1,2,..., honnita 2% 1a hop s§ véi moi k =1,2,..., suy ra
(3) p, <2 véik=12,..
Bai tap. 1. Chirng minh rang v&i moi s6 tw nhién n>1 bat dang thic
7Z'(n —1) - ﬂ(n)

n-1 n

4

ding néu va chi néu n 1a s6 nguyén t6. V&i moi hop sé N ta cd

7z(n—1)>7z(n).
n-1 n

(5)
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Chirng minh. Néu n 1a hop s6 thi z(n)=7z(n-1) va (5) dang. Néu n la s6 nguyén t& thi
7(n)=7(n-1)+1

© #(n)_#(n-1) :1(1_Mj'

n n-1 n n-1

Nhung 7 (k) <k véi k=1,2,... nén tir (6) suyra (4). ©

2. Cho trwée s6 tw nhién m, tim tit ca cac nghiém ty nhién cia phwong trinh ﬂ(n) =m.

Loi gidi. Cac nghiém tw nhién n théaman p, <n<p,.,. Vay c6 ding p,,,, — P,, nghiém can tim.
10. Chirng minh dinh dé Bertrand (Pinh ly Tchebycheff)

Vé&i sé thwe cho trwede X ky hiéu [X] la s6 nguyén lén nhat < x.

Ta c6 E} = o,{—ﬂ =-1[V2]=1[~]=3.

T dinh nghia suy ra véi moi s thwe X tacéo X-1< [X] < X. Pang thic [X] =X xay ra néu va chi

néu X la s6 nguyén. Néu Kk 1a sd nguyén thi véi cac sd thwc X ta cé [X+k] =[X]+k. Véi moi s6

thuc X,y tacé [X]+[y]<[x+y]. Vidu 0=B}+E}<E+ﬂ=1 va E}E}:E%}:o.

Pinh ly 6. Liy thira ctia s6 nguyén té p trong phdn tich thanh thiva s6 nguyén té cia n! la

o LB

Chirng minh. Gia st n,k la hai s6 tw nhién cho trudc va s6 nguyén t6 p <n. Cac so trong day
1,2,...,n chia hét cho p* déu c6 dang Ip*, v&i | 1a s6 tw nhién théa man Ip* <n, nghia la
| < n/ p¥. S6 cac s6 | nhuw vay 1a [n/ pk}. Mit khac ré rang s6 mi a cda sé nguyén té p trong
phén tich thanh thira s6 nguyén té ctia n! chinh la téng cla sé cac so trong diy 1,2,...,n ma chia
hét cho p v&is6 cac s6 chia hét cho p* va sé cac s6 chia hét cho p® va cit nhw thé. Tir day suy ra
(7). ©

Ung dung don gian nhat ca Pinh 1y 6 14 tinh s& chit s6 0 tin cung ctia 100!. Theo cdng thitc (7)
(véi n=100 va p=2) thi s6 mii cta 2 trong phan tich thanh thira s6 nguyén t6 ctia 100! La

[1(;0}[1;0}[1;0}._ =50+ 25+12+6+3+1=097.

100} {100

S6 mii cia 5 la {? + ?} =20+4=24. Vivay s6 100! c6 24 chir s6 0 tin cung.

Bo dé 1. VGi moi sé tw nhién n>1 ta ¢é

2n 4"
8
@ (n]>2ﬁ'

2

4
22

. 4 e
Chirng minh. Bit dang thirc (8) dung véi N=2 badi vi (2] =6> . Gia st bat dang thirc (8)

dding véi s6 tw nhién n>1. Ta ¢
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[2n+2j 2n+1(2n) 2(2n+1)4"
=2 >———
n+1 n+1{n )" (n+1)2vn

__2fnsna 4
\/4n(n+1)\/n+1 2dn+1

Vi (2n +1)2 >4n(n+1), suyra 2n+1>, j4n(n +1). Theo quy nap suy ra (8) dwoc chirng minh. o
Bo dé 2. Tich P, cua cic s6 nguyén to6 <n, v&i s6 tw nhién n cho trwée, la khdng vwot qua 4"

Chirng minh. B6 dé hién nhién dung véi n=1 va n=2. Ky hiéu n la s6 tw nhién > 2. Gia s& b6 dé

ding véi cac s6 tw nhién <n. Néu n 1a s6 chan > 2, thi P, =P, ;. Vi viy b8 dé ding v6i n. Néu

n=2k+1, v&i k 12 s6 tw nhién thi mdi s6 nguyén t8 p théa man k+2< p <2k +1 déu la wéc s6

9

cua

)

2k+1) (2k +1)2k (2k ~1)...(k +2)
( k ]_ 1.2.k '

e [ 2K+1 2k +1 2k +1 (2k+1 K v vt e e . n
Do(1+1) > ‘ + K il =2 " ,tacod ‘ < 4", Vay tich cta tit ca cic sd nguyén

t6 phan biét théa min k+2< p <2k +1 1a wéc cla (9) khong vuot qua 4“. Nhung theo gia thiét
thi b6 dé dung véi moi s6 nhé hon n, nén tich clia cic s6 nguyén t6 <K +1 1a nhé hon 4, ta c6

P =P, <4 4“1 =4%"=4" Vivay P, <4". Theo quy nap b6 dé dwgc chirng minh. ©

Bo6 dé 3. Néu p la wdc sé nguyén té ctia s6 [Zn) V& p=+/2n,thi p=+/2n chi khi liy thira cia p
n

trong phdn tich thanh thira sé nguyén to ctia (an bdng 1.
n

Chitrng minh. Theo Dinh ly 6 thi liiy thira cia p trong phéan tich thanh thira s6 nguyén t6 cla

(2n)! 1a {@}+{2—2}+{2—2}+ va trong phan tich cta n! 1a {ﬂ}+{%}+{%}+ Do
p p p p p p
2n) (2n)! ) [ZH) X {Zn} X { n } x {Zn} { n }
=-—~ suyralily thtractia p tron laa= — |=2> | —|= — -2 — |
(n] (n1y’ yrew PR, kz; p* kzl‘ p* kz; p* p*

Néu p>+/2n, thi p =2 chi khi n=2. Do d6 véi moi n#2 thita c6 p>+/2n, tir day suy ra
2n n !
a={—}—2{—} <2.Héquala a<2, nghiala a<l (do a la sé nguyén).
p p
. 4
B6 dé 3 dwoc chirng minh véi n#2. Véi n=2, tacéd 5 =2-3. O

. ’ " ’ 2n 2n
B0 dé 4. Moi wéc s6 pr (p nguyén té, r la so tw nhién) ctia (n j déu < 2n. Ta c6 ( ] < (2n)"M,
n

2n
Chirng minh. V&i s6 nguyén t6 p théa man p' |(n j, liy thira cia p trong phéan tich thanh thira

2n (|2
s6 nguyén to cia [ J laa= Z {—C}—Z{Lk} >r.
n ki\ P p
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r-1
Néu p" > 2n, thitaco {2—2}—2{%} =0véik>r;suyra a= Z[{Z—T}—Z[%D
p p =\ P p

Nhung véi moi s6 thuc X,[2x]—2[x]<1, déng thirc cudi cing suy ra a <r -1, mau thuin véi tinh
chdt a>r. Vivay p' <2n.
DE& chitng minh phan thir hai cia bd d@ ta chi y rang trong phan tich thanh thira s6 nguyén td cta

2n ! ’ : 2n
( j thi chi ¢ cac s6 nguyén té6 <2n xult hién, ta c6 [ <(2n)"®" piéu phai chitng minh. o
n n
~ SA A \ N A N 2n A Ve Ve A~ A A~ \ \ 2
BoO dé 5. Néu n la sé tw nhién > 2, thi khong c6 wéc s6 nguyén té6 p nao ma 5 n<psn.
n

Chitng minh. Néu §n< p<n, thi 2—;<3 va %Zl. Do dé {Z—Q}SZ,{%}ZL suy ra

on 2| M=o ®. véi k>1 ta 6 pk>ﬂn2 va do do 2—T<i<1 voi n>4. Vi vay
p p 9 p*  2n

2n n '
{—} — 2{—} =0. v&i moi k >1 va n>4. Viy ta suy ra véi n >4 thi liy thira ctia s6 nguyén to p
p p

2n) 2n , ,
trong [n j bang 0, nghia la [n j khong chia hét cho p. Suy ra b6 dé dang véi n>4. Véi n=3

6 8
hodc n=4 tacét&§n< p<n suyra p=3 va 3 khong phai wéc s6 cua (3)=20 va (4j=70.

B6 dé dwoc chirng minh. o
Bo dé 6. Ly thira ctia s6 nguyénté p ma n< p<2n trong " la bdng 1.

Chirng minh. V&i n< p<2n ta c6 1<2—|:<2,%<1. Suy ra {2—;}:1{%}:0. Voi K>2 ta co

n
Ak

}: 0. Vay liy thira a cta
P

n 2 2n 2n
<—. Suyravéi n>1, — <1 vahéqua {—k}za suy ra {
n p p

2n .
s6 nguyén t6 p trong phan tich cta (n j thanh thira s6 nguyén t6 la bang 1. V&éi n=1 thi

n < p <2n khong théa man. B6 dé dwoc chirng minh. o

Bo dé 7. Véi n =14 ta co ﬂ(ﬂ)ﬁ%n—l.

Chitng minh. D& dang kiém tra 7(14)

6 :%—1. Suy ra B6 dé 7 dung véi n=14. Gia st n 1a so

tw nhién khong nhé hon 15. Trong diy 1,2,...,n cac sb chan 4,6,8, ..., 2{%} déu la hop so. SO cac so

®) That vay véi sb thuc X ta co 2[X] < 2x, [ZX] >2X—1, suyra [ZX] — Z[X] > =1, va hé qua 1a vi vé trai 1a sb

nguyén nén ta cd [ZX] - Z[X] >0.
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nhu vay la [E} —1. Hon nita trong ddy 1,2,...,n v&i n>15, c6 cac s6 lé nhung khong nguyén to la

1,9,15. Vivayz(n)<n—| | 2 |-143 |=n—| 2 |-2<21 i | X[ _1). Do d6 () <2 -1 vei
2 2 2 2| 2 2
n>15, suy ra b6 dé dwgc chirng minh. o

Bo dé 8. Ky hiéu R, la tich tdt cd cdc s6 nguyén t6 p théa mdn n< p <2n. Néu khdng c6 s6 nguyén
td nao nhw vdy thi ddt R, =1. Khi dé véi n > 98.

n/3
(10) R > &

2n (2n)"
3 2n 2n ,
Chirng minh. Tl dinh nghia cia R, suy ra R | . Hé qua la R =Q,R,, voi Q, la so tu

nhién. Vi viy theo B6 dé 6 ta suy ra khong c6 s6 nguyén t6 p nao ma n< p<2n lai xuat hién
trong phan tich thanh thtra s6 nguyén t6 cia Q,. Suy ra cac so nguyén t6 p khong xuat hién trong

phén tich nay déu <n, vivay theo B6 dé 5 thi s6 dé phai < %n. Suy ra tich cta tat ca cac s6 nguyén
t6 phan biét p théa man p|Q, 1a khéng 16n hon tich cha tat ca cic s6 nguyén t6 khéng vwot qua
%n. Tich nay theo B6 dé 2 thi khong vwrot qua 4°"°. Theo b dé 3 va Q, |[2nn], lily thira cda s6
nguyén té p trong Q, c6 thé lén hon 1 chikhi p< J2n . S8 cac s8 nguyén t6 nhw vy theo B6 dé 7

(voi HZn] thay thé cho N vivéi n>98, ta cé +/2n >14) 1a nhé hon v/2n/2. Theo B3 d 4 thi tich

cla tat ca cac liiy thira cia cac s6 nguyén td xuit hién trong phan tich thanh thira s6 nguyén té cua
2ny e e PR
la < (2n) . Ta cling c6 bat dang thirc nhw vay cho tich cta cac liiy thira ciia cac s6 nguyén
n

(2n)""

t6 xudt hién trong phan tich thanh thira s6 nguyén t6 ctia Q,. Vivay Q, < 423 . Nhung vi

2n
(n ] =Q,R,, vatheo B6 dé 1 suyra Q R, > 4”/2\/ﬁ tir d6 céng thirc (10) dwgc chirng minh. o

BG d@é 9. Véi s6 tw nhién k >8 ta cé 2 >18(k+1).

Chirng minh. Chtng minh bing quy nap. Ta c6 2°=256>18-9. Néu 2°>18(k+1), thi
2t =2 +2 >18k +18+18k +18 >18k +36 =18(k+2). o

Bo dé 10. Véi moi s6 thuc X>8 ta cé 2° >18x.

Chirng minh. Véi moi s6 thuc X 28 ta cé [x]>8. Theo B3 d& 9, 2* > 2] >18([X]+1) >18X, suy ra
2*>18x,. o

B& dé 11. Vi s6 tw nhién k=6 ta cé 2° > 6(k +1).

Chirng minh. Theo B& dé 9 thi chi cin chirng minh B3 dé 11 véi k=6 va k=7. Ta co
2°=64>6-7va2’' =128>6-8. o
Bo dé 12. Vi sé thuec X>6 ta cé 2° > 6x.

Chirng minh twong tw B6 dé 10.
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Bo6 dé 13. Néu n la s6 tw nhién > 648, thi R, > 2n.

Chitng minh. Theo B§ dé 8 chi cin chitng minh néu n>648, thi 4"° > 4n\/H(2n)Jn/_2. Lwu y rang
néu n>648, thi \2n/6>6 va theo B§ dé 12,2 >/2n, suy ra 2"°>(2n)™”. Nhung do
n>648, tacé 2n/9>8, sir dung B§ dé 10 ta nhan dwoc 22"° > 4n, suy ra 2"° > 4n/4n > 4nn.
Vay véi n> 648, tacé 4"° > 4n\/ﬁ(2n)J”/:2. Bo dé dwoc chirng minh. o

Bo dé 14. Néu n > 648, thi giira N va 2N c¢6 it nhdt hai sé nguyén t6 khdc nhau.

Chirng minh. Tlr dinh nghia cia R, thi néu c6 nhiéu nhat mot s6 nguyén t6 gitta N va 2n, thi ta cé
R, £2n, v&i n>648, mau thudn véi B6 dé 13. o

Pinh ly 7. Néu n la s6 tw nhién > 5, thi gitta N va 2N cé it nhdt hai s6 nguyén té khdc nhau.

Chirng minh. V&i n=6 dinh ly ding vi gitra 6 va 12 chi c¢6 hai s6 nguyén t6 1a 7 va 11. Vi viy theo
B6 dé 14, dinh ly dwoc chitng minh cho cac s6 tw nhién N ma 7 <n<648. D& kiém tra diéu nay ta
khong can phai thir véi cac treong hop 7,8,...,a =647 truc tiép. Ta chi cin xac dinh day cac s6

nguyén té d,,0,,...,q,, ma d,=7,q, <20,, véi k=2,3,....m va (, , >a. Ky hiéu n la so ty nhién
tiy y théa man 7 <n<a. Phan tit dau tién cta day q,,0,,...,q,, 1a <n va phan t cudila >a>n.
Vi vy ton tai chi s 16n nhit k véi k <m—1 théaméan g, <n. Tacdé K+2<m,n<q,,, vaviviydo
Oy.» <20, <2n, suy ragiita N va 2n c6 it nhat hai s6 nguyéntéla g, , va g,,,. ©

Day trén chinh la 7,11,13,19,23,37,43,73,83,139,163,277,317,547,631,653,1259.

Hé qua tryc ti€p ctia Pinh 1y 7 1a

Pinh ly 8 (Tchebycheff). Néu n la sé tw nhién >3, thi gitta N va 2n—2 cé it nhdt mét sé nguyén
to.

Chitrng minh. V&éi n =4 va m =5 thi dinh ly ding. Néu n > 5, thi theo Pinh 1y 7, gitta N va 2n ton
tai it nhat hai s6 nguyén t6. Néu s6 lén honla q=2n-1, thisé kiala <2n—2, vi 2n—2, v&i n > 5,
lahopsonéntaco n<p<2n—-2. Néu g<2n-1, thiviq<2n-1 tacoé n<p<2n-2. ©

DPinh 1y 8 dwoc dit ra nhw 1a mot gia thuyét béi J.Bertrand vao ndam 1845 va dwoc chirng minh lan
diu boi P.Tchebycheff vao nam 1850. Chitng minh & trén la mot bién thé cia chirng minh cua
P.Erdos [1] dwoc trinh bay béi L.Kalmar.

Hé qua 1. Néu n la s6 tw nhién >1, thi gitta N va 2N c6 it nhdt mdt s6 nguyén té.
Chirng minh. Theo Dinh 1y 8 thi hé qua ding v&i cac s6 tw nhién > 3. Kiém tra truwc tiép véi n=2
van=3. o

Nam 1892 ].J.Sylvester [1] chi*rng minh m& réng cia Hé qua 1: néu n>k, thi trong day
n,N+1Ln+2,..,n+k—-1 c6 it nhat mot sé c6 wéc sé6 >K. Hé qua 1 nhan dwoc voi n=k+1. M&

rong nay dwoc chirng minh béi L.Schur [2] ndm 1924. Chirng minh so cip va ngin hon dugc trinh
bay béi P.Erdos [2] ndm 1934 (Erdos [12]).

Hé qua 2. Vi moi s6 tw nhién k >1 ta cé p, <2

Chitng minh. Ta c6 p, =3< 2°. Véi moi s6 tw nhién k, p, <2%, st dung Hé qua 1 ta thdy giita 2
va 2“* c6 it nhat mot s6 nguyén t6, s6 nay khong 16n hon p,. Vivay p,., <2 va theo quy nap
hé qua dwgc chirng minh. ©

Hé qua 2 manh hon bat dang thirc (3) muc 9; tuy nhién chirng minh cta né thi phirc tap hon.



90 | Chirng minh dinh dé Bertrand (Pinh ly Tchebycheff)

Hé qua 3. Trong phdn tich thanh thira s6 nguyén té cia n! véi N >1 ton tai it nhdt mét sé nguyén to
véi lily thira bang 1.

Chirng minh. V&i n=2 thi hé qua hién nhién ding. Néu n=2k >1, véi k 1a s6 tw nhién >1 thi
theo Hé qua 1 thi ton tai s6 nguyén t6 p ma k< p<2k, suyra p<n<2p vahéquala p lawéc
sO cta chi mdt trong cac nhan ti ctia tich 1-2-...-n. Mdt khacnéu p théamin k < p<2k <n, suy
ra 2k <2p vadodé 2k +1<2p, nghiala p<n<2p, suyra Hé qua 3 dugc chirng minh. o

Hé qua truwc tiép ctia Hé qua 3 1a

Hé qua 4. V&i moi sé tw nhién n > 1 thi sé n! khéng phdi liy thira bdac k véi K >1 la sé tw nhién.

T DPinh 1y 7 suy ra

Pinh 1y 9. Véi moi sé tw nhién k >3 ta cé p,,, <2p,.

Chirng minh. Ky hiéu k la s6 tw nhién >3. Tacé p, > p; =5. Theo Dinh Iy 7 thi gitta p, va 2p,
c6 it nhat hai s6 nguyén t6 khac nhau. Nhwng hai s6 nguyén t6 nhé nhat 1én hon p, laila p,, va
Pyor VAy tacod Py, <2p. O

Ta lwu y rang tir Dinh 1y 9 ciling suy ra Dinh ly 7. That vay gia st Dinh ly 9 13 dung thi néu ky hiéu n
la s6 tw nhién tuy y >6 thi p, =7<n. Pat p, la s6 nguyén to lén nhit théa mdn p, <n. Ta c6
k>3 va p,,,>n. Vivdy theo Pinh 1y 9 thi p,,, <2p, <2n. Do d6 gitta N va 2n c6 it nhit hai s6
nguyén té 1a p,,; va p,,,. Cudi cung chi can kiém tra Pinh ly 7 véi n=6. Ta dd chirng minh cac
dinh ly 7 va 9 1a twong dwong.

Héqual.Tacé p,, <2p, veimoi k=12,...

Chitrng minh. V&i k =4,5,... thi Hé qua 1 dwoc suy ra tir Pinh 1y 9. Ta kiém tra truwc ti€p Hé qua 1
voi k=123;p,=3<4=2p,p,=5<6=2p,,p,=7<10=2p,. ©

Hé qua 2. V&i moi s6 tw nhién K >1 ta cé p,., < P + Peo-

Chirng minh. V&i K >3 thi két qua nay dwoc suy ra tir Pinh 1y 9 véi p,,, <2p, < P, + Py, (do
P < Py.;)- Pitu nady ciling ding véi K=2 va k=3. That viy ta ¢6 p,=7<3+5=p,+p, va
P =11<5+7=p,+p, ©

Bai tap. 1. Tim s6 tw nhién n la téng cua tat ca cic s6 nguyén t6 nho hon n.

Lo gidi. S6 nho nhat c6 tinh chat nay 1a 5=2+3. Gia si n>5 thda man. Néu p, la sd nguyén td
16m nhat nho hon n, thi p, 25. Dod6 k>2 va p,+p,+..+ P, =n<p,,;- Do k>2, tir Hé qua 2
Pinhly9suyra p,, <P, + P, nén p,+p,+...+p, <P, +P,, v0ly. Vay chi cé 5 théa man.

2. Chitng minh rang néu n>1 va k 1a s6 tw nhién thi 1 +L+ +L khong phai s6 nguyén.
n n+l n+k

Chitrng minh. Néu biéu thirc & trén l1a nguyén thi ta c6 1+i+...+L >1, ma ta lai c6 woc
n n+l n+k
1 1 1 k+1 ' y
lwong —+ +..+ < hi , do d6 k+1>n, suy ra kK>n. Ky hiéu p 1a s6 nguyén td 16n
n n+l n+k n
nhit <n+k. Tacé 2p >n+k; vatheo Hé qua 1 Pinh Iy 8 thi gitta p va 2p c6 s6 nguyén t6 ¢, va

do 2p<n+k, tacé p<q<n+k, mau thuin véi dinh nghia cia p. Vi k >n, suyra n+k >2n, va

theo Hé qua 1 thi ton tai s6 nguyén t6 r nam gitra N va 2n. Vivay r <2n<n+Kk va tir dinh nghia
cia p suyra r<p. Nhungvi n<r, tacé n< p<n+k<2p. Suy ra trong s6 cic tong con cta tong
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1 1
e+t

n n+l n+k
nay khong phai s6 nguyén. That vay, quy déng cac phan sd véi mau s6 chung l1a n(n +1)...(n + k),

c6 dung mot téng ma mau sé chia hét cho s6 nguyén td p . Tir diy suy ra téng

ta thay tt ca cac tir sO trir ra mot s6 1a déu chia hét cho p, vay tat ca cac tdng riéng cta chudi diéu

hoa %+%+%+ ... déu khéng phai s6 nguyén. o

3. Chirng minh Hé qua 1 Pinh ly 8 l1a twong dwong véi ménh dé T: moi ddy hitu han cdc sé tw nhién
lién tiép chira it nhdt mét s6 nguyén to thi ciing chira it nhdt mot sé nguyén té cung nhau vdi tdt cd
cdc sd con lgi trong ddy (xem thém Zahlen [1]).

Chirng minh. Gia st k,k +1,...,1 (i) 1a ddy cac so tw nhién lién ti€p va p la s6 nguyén td 1én nhit
chitra trong day. Néu 2p <I, thi theo Hé qua 1 Pinh ly 8 ton tai s6 nguyén t6 q théa min
P<g<2p<1, mau thuin v&i dinh nghia p 1a s6 nguyén t8 16n nhit trong day (i). Vay ta co
| <2p. Do d6 c6 thé thdy p nguyén t6 cung nhau véi 1,2,...,1 va suy ra n6é nguyén to cing nhau
v&i moi phan ti cua day (i). Vay Hé qua 1 Pinh ly 8 suy ra T. Biy gi¢ gid st T ding. Ky hiéu n>1
la s6 tw nhién. Xét day (ii) cac so ty nhién lién tiép 2,3,...,2n, ddy nay chira s6 nguyén td 2 nén
theo T thi ton tai it nhat mot s6 p nguyén to cung nhau véi cac sd con lai trong day. Ta lwu y p
phai 12 s6 nguyén t68. That vy néu p=ab, véi @ va b 1a cic s6 tw nhién >1, thisé a< p thudc
day (ii) va khong nguyén to cung nhau véi p. Hon nita néu p <n, thi 2p<2n vas6é 2p=p
thudc (ii) va 2p khoéng nguyén té cing nhau véi p. Vivay tacé p>n. Nhungvi p thudc day (ii)
va p<2n. Honnita p=2n vi n>1 va p nguyén to. Ttr day suy ra n < p < 2n. Ta da chirng minh
T suy ra Hé qua 1 Pinh ly 8. Viy hai ménh dé nay twong dwong va ta cé diéu phai chirng minh. o
4. Str dung Hé qua 1 Pinh Iy 8 chitng minh ring v&i moi s6 tw nhién k va n > 2 thi k s§ nhé nhat
> 1 khong chia hét cho s6 nao trong cac s6 2,3,...,n déu la so nguyén to.

Chitng minh. Néu n> 2", thi n? >2*n va theo Hé qua 1 Pinh 1y 8 thi giita hai phin ti lién tiép
cta day n,2n,2°n,...,2“n déu co it nhit mot s nguyén té, gitta N va n? c6 it nhit k s nguyén t8
khac nhau. Vay gitta N va n? ciing ton tai {t nhit k s6 khong chia hét cho bat ky s6 nao trong cac
s6 2,3,...,n. Mdi s6 nhw vay déu 1a s6 nguyén t6 vi néu | 12 mot s6 nhw thé va | =ab, véi a,b 1a
cac s6 tw nhién >1, a<b, thitacé a<n (do | khdng chia hét cho bit ky sd ndo trong cic s6
2,3,...,n.). Vay taphaicé b>a>n, suyra |l =ab>n’, voly. o

11. Pinh ly H.F.Scherk

Pinh ly 10 (H.F.Scherk). Véi moi sé tw nhién N va cdc ddu + va — thich hop ta c6

(11) p2n :1i pli p2 T.t p2n—2 * pZn—l

(12) p2n+1:1—+—_ plipzi_"'ipZn—l—i_szn'

Cac cong thirc nay dwoc tim ra béi H.F.Sherk [1] vao nam 1830, chirng minh ctia H.F.Scherk dwoc
cong b6 bdi S.S.Pillai [1] ndm 1928. Chirng minh dwéi diy dwoc tic gid cong b6 ndm 1952
(Sierpinski [14]). Chitng minh twong tw dwoc trinh bay béi R.Teuffel [1] nam 1955.

Chirng minh. Ta ndi day v6 han Q,,0,... la c6 tinh chit P néu n6 la day ting cac so ty nhién, tit ca
déu la sé 1é trir ra s6 dau tién théa man
(13) ¢, =20,=30,=50,=7,0,=11,9, =13,¢, =17

(14) q,, <20, véi n=12,..
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Theo Hé qua 1 Pinh 1y 9 thiday g, = p, (v&éi n=1,2,...) c6 tinh chat P. Do d6 dé chirtng minh dinh

ly Scherk ta chi cidn chirng minh v&i lwa chon cac dau thich hgp thi cac cong thirc (11),(12) ding
v&i moi diy c6 tinh chit P.

Bo dé. Néu q,,0,,... la ddy v6 han c6 tinh chdt P, thi véi n>3 moi sé tw nhién 1é £Q,,,,, ¢ dang

+0,+0q, +...+0Q,, , +0,, v&icdcddu + va — thich hop.

Chirng minh bé dé. Tt (13) suy ra b dé ding véi n=3, vi

l = —¢q,+4,+43— 44— g5 +4e. Il =¢,-4,-9y—qa+q5 +4q¢
3=¢,—-6,—q3+q:s—qs+4s, 13 =¢9,-9,+9;+9:— 45 +4
5=¢,%9:+9:—Gs— g5+, 15 = —~q,+q,+43+94—q5 +4s.
7= —q,—4,—49:—~q4 +q5 + g, 17 =q,+4;—q:— 94 +q5 +4,.
9 =¢q,+94,—q;3 +q4s—qs+4,,

Talwu y véi N=2 thi bo dé khong ding vi khéng thé ¢6 5=42+3+5+7.
Gia str b8 dé dung v6i s6 tw nhién n>3 vadat 2k—-11as61é <q,,,,.
Tw (14) ta c¢6 Q,,.; <20,,,, vahé quala —q,,,, <2k-1-0,,,, <0,,.,- Do d6 chon cac diu + va -

thich hop ta c6 0<*(2k-1-q,,,)<0,,- Theo (14) ta c6 0, <20,, va do dé

~Opny <F(2k—1-0y,, )~ Oy < Opny- Hom nita chon cac ddu + va — thich hop ta cé

(15) OSi{i(Zk -1- q2n+2)_q2n+1}gq2n+l'

Cac s 0,,,, va q,,,, déulé va do d6 s6 & gitra bat dang thiec (15) clinglalé va <q,,,. Hé qua la
theo gid thiét quy nap ta suy ra véi lwa chon cac ddu + va - thich hop ta cé
2k —-1==%0,£0, +...2Q,, £0,,.; +0,,- VI vay lua chon cic ddu + va - thich hop ta co

2k-1=+q, £, £...x0,, £0,,,; £y, Suy ra bo dé ding véi n+1 va theo quy nap ta c6 diéu phai
chirng minhvéi N>3. o

Hé qua. Lwa chon cdc ddu + va — thich hop ta cé

(16) Oonyg =30 £, £... 20y + 0.

Chirng minh. Vi Q,, , 1a s6 1é nén véi N>3 cong thirc (16) dwoc suy ra truc ti€p tir bo dé. Véi
N=1va n=2 thi tinh todn trwc ti€p cho thdy ¢, =0, +0, va 0, =¢,—0,+0, +0,. O

Bay gio ta chirng minh cac cong thic (11),(12).

Chirng minh (12). Theo (14) thivéi N 23 s6 0,,,, —0,, —1 las61é <Q,,,. Do d6 4p dung bo dg, ta
thay véi lwa chon cac dau + va - thich hoptacé q,,,, —0,, -1=+q,£q, £...£0,,, +0,, va tir day
suy ra (véi g, = p,,i=12,...) cong thirc (12) ding. V&i n=1 va n=2 tinh toan truc tiép ta c6
0y =1-0,+20,,0;=1-0,+0, -0, +20,. O

Chitng minh (11). Theo (14) ta c6 0,,,, <20,,,, va ta thdy 0,,,, —0,,, —1 1as61é >0 va <q,,.,,.
Ap dung b6 dé ta thay véi N >3 va lwa chon cac dau + va - thich hop thi

Uoni2 —Uonus -1= 0, £, ... 20, ; + 0,

(1 7) q2n+2 :1i ql i qz ii an—l + q2n + q2n+1'

Hon nira theo (13) ta thay
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a, :1+q11q4 =1_q1+q2+q31
Js :1+q1_q2_q3+Q4+q57

Suy ra (17) dGng véi n=0,1 va 2. Hé qua la (17) ding véi n=0,1,2,... do d6 (¢, = p;,1=12,...)
cong thirc (11) dung véi n=1,2,3,... Dinh ly Scherk dwoc chirng minh. o

12. Pinh ly H.E.Richert

Bo6 dé 1. Néu m;,m,,... la ddy vé han tdng cdc s6 tw nhién théa mdn véi s6 tw nhién K nao dé bdt
dang thirc

(18) m., <2m. for i >k

diing, va néu sé tw nhién a =0 va s6 tw nhién r va S, =m,,, théa man cdc s6

(19) a+la+2,..,a+s,

déu la téng cua cdc s6 khdc nhau trong ddy m;,m,,....m,, ., thivéi s, =s,_,+m,,, cdcsé
(20) a+l a+2, .. a+s,

déu la téng cua cdc s6 khdc nhau trong ddy m;,m,,...,m,,, va honnita S, 2m,, ;.

Chirng minh. Gia st cac diéu kién trong gia thiét cua b6 dé dwoc théa man. Ky hiéu n 1a so tw
nhién thudc day (20). Néu n<a+s,_,, thitheo gia thi€t n 1a tong clia cic phan t& khic nhau cta
do dé
Do do

la phén t cta day (19) va do d6 né la tong cua cac phin t

day m,m,,...m,, .. Bay gio gia st n>a+S,_, thitr S, =2m,, ta cé n=a+1l+m

K+r
n—m,,, =2a+1. Honnita vi N la phan t& cda ddy (20) nén tacé6 n<a+s =a+s,,+m

<a+s,,. Viviysé n—m

K+r K+r*

n— mk+r K+

khac nhau cia day m,m,,...,m. . ,. Vay n la tong cla cic phan t&r khic nhau cta day
m,m,,...,m,,,. Hon nita theo (18) tacé m,,,,, <2m,, , dodé s, =s,,+m,, =2m_  >m

K+r K+r o

K+r+1 K+r? K+r+1*

Bo dé 2. Néu m,m,,... la ddy v6 han cdc s tw nhién théa mdn (18) diing véi sé tw nhién K va néu
ton tai s6 nguyén a =0 va sé tw nhién S, >2m, , théa mdn cdc s6

21) a+la+2,..,a+s,

déu la tong cdc phdn tir khdc nhau ctia ddy m,m,,..m, thi moi sé tw nhién >a ciing la téng cdc
phan tir khdc nhau ctia day m;,m,,...

Chirng minh. Gia str diéu kién ctia bd dé dwoc théa man. Lan lwot ap dung B6 dé 1 véi r=1,2,..,1
trong d6 | 12 s6 tw nhién, ta suy ra cac s6

(22) a+la+2,..a+s

déu la tong cac phan tir khac nhau caa day m;,m,,..m, ,.Nhung S, >s_,,r=12,...,], nén ta thiy
v&i moi s6 tw nhién n thi déu ton tai s6 tw nhién | thdéa mdn n<a+s,. Hé qua la moi s6 tw nhién
n>a déu 1a mot trong cic sé cia diy (22) voi | thich hop. Cac s6 nay déu 1a téng cac phan tir
khac nhau ctia day m;,m,,... B6 dé dwgc chirng minh. o

Bay gior dat m, = p, véi i =1,2,... Theo Hé qua 1 Pinh Iy 9 thi cic diéu kién trong B6 dé 2 dwoc
théa man véi a=6,s, =13,k =5; bdi vi 13= p, va cic s6 7,8,...19 déu la tdng cua cac s6 nguyén td
phan biét < p,. Thatvay

7=2+58=3+59=2+7,10=3+7,11=11,
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12=5+7,13=2+11,14=3+11,15=2+5+7,
16=5+1117=2+3+5+7,18=7+11,19=3+5+11.

RO rang ta c6 thé loai ra cac tong chi c6 mot hang ti: s6 11 khong phai téng cda hai hay nhiéu hon
cac s6 nguyén t6. Ttr B6 dé 2 ta c6 hé qua

Pinh 1y 11. Moi s6 tw nhién > 6 déu la téng ctia cdc s6 nguyén té khdc nhau (Richert [1],[2]).

Gia st m, = p,,;. Cac diéu kién ctia B6 dé 2 dwoc théa man véi a=9,5,=19,k =6, tir 19= p, =m,
nén S, =M, va hon nira mdi s6 10,11,..28 déu 12 tdng cla cic s6 nguyén td 1& <m, =19. Thit vay
10=3+7,11=11.12=5+7,13=13,14=3+11, 15=3+5+7,
16=5+11,17=17,18=5+13,19=3+5+11, 20=7+13,21=3+5+13,22=5+17,
23=3+7+13,24=11+13,25=5+7+13,26 =3+5+7+11,28=3+5+7+13.

Pinh 1y 12. Moi s6 tw nhién >10 déu la téng ctia cdc sé nguyén t6 1é khdc nhau.

Néu ta b6 sung s6 2 nhw 1a mot hang tir thi ta c6

Pinh 1y 13. Moi s6 tw nhién >12 déu la téng ctia hai hodc nhiéu hon cdc sé nguyén t6 khdc nhau.

Dé dang thiy 11 khong phai téng cia hai hay nhiéu hon céc s6 nguyén t6 khac nhau. S6 17 khong
phai tong cda hai hodc ba s6 nguyén t6 khac nhau (nhwng 17 =2+3+5+7). Ta c6 thé chirng minh
mot cach so c4p rang ton tai vo han sd 1é khong 1a tdng cia it hon ba s6 nguyén t0.

Sau day la b6én dinh 1y dwoc trinh bay béi R. Dressier, A.Makowski va T.Parker [1]: Moi s6 tw nhién
>1969 déu la téng cta cdc s nguyén té khdc nhau cé dang 12K +1. Moi sé tw nhién >1349 déu la
téng cta cdc s6 nguyén té khdc nhau cé dang 12k +5. Moi s6 tw nhién >1387 déu la téng ctia cdc s6
nguyén té khdc nhau cé dang 12K + 7. Moi s tw nhién >1475 déu la téng ctia cdc s6 nguyén té khdc
nhau cé dang 12K +11. C4c chdn dudila khong thé thay bang cic s6 nho hon.

Mot s6 két qua c6 lién quan c6 thé xem trong J.L.Brown Jr, [2].

13. Gia thuyét vé cac s6 nguyén to

Vai nam trwéc toi (Sierpinski) cé dit ra gid thuyét P sau day

Gia thuyét P. Néu cdcsé 1,2,3,..., n® véi n>1 dwoc xép thanh n dong, méi dong chira n sé

1, 2, 3 sy M

n+1, n+2, n+3, .., 2n

(23) 2n+1, 2n+2, 2n+3, .. 3n
(n=1)n+1, (n—1)n+2, i n?

thi méi mét dong chira it nhdt mét s6 nguyén té (Schinzel et Sierpinski [3]).

Dong thi nhat cia bang (23) chira s6 2 (n >1). Ménh dé noi rang dong thir hai chira s6 nguyén t6
véi n>11a hé qua 1 cha Dinh ly 8. Tir cac bat dang thirc ctia J.B.Rosser va L.Schoenfeld (muc 15)
thi véi n>e* thi K dong dau tién chira s6 nguyén t8. St dung cac bang cia Lander va Parkin [3]
va [1],[4] c6 thé kiém tra gia thuyét P dling véi 1< n < 21-10°. Do hai dong cudi cia bang déu chira
cacsd (n —1)2 .(n —1)2 +1,...,n%, nén gia thuyét P suy ra rang giita hai binh phwong lién tiép cac s§
tw nhién cé it nhat hai s6 nguyén t6. Hon nita trong moi khoang ma diém két thuc la 14p phwong
cda hai s0 tw nhién lién ti€p déu c6 hai binh phwong ctia hai sé tw nhién lién tiép. Ménh dé cudi
cung chwa dwoc chirng minh nhwng theo két qua cia A.E.Ingham vao nim 1937 thi s6 cac s6
nguyén t§ nam gitra n° va (n +1)3 tién t&i vo cling theo N.

Hé qua truc tiép cha gia thuyét P la gitra hai s6 tam giac c6 it nhit mot s6 nguyén td. Nghia la néu
ta xép cac s6 tw nhién thanh tam giac vudng ma dong thi n chira n sé tw nhién lién tiép. tirc 1a
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1

2, 3

4 5 6

7, 8 9, 10
11, 12, 13, 14, 15

thi trir ra dong dau tién cac dong con lai déu chira s6 nguyén to. Gia thuyét nay chwa cé ciu tra 1oi.
Nim 1932 R.Haussner [1] dit ra gia thuyét rang véi moi s6 tw nhién k, thi gitra hai bdi sé lién tiép
clia s6 nguyén t6 p, déu nhé hon p?,, ton tai it nhdt mot s6 nguyén t6. Gid thuyét ndy dwoc kiém
chirng béi Haussner véi cac s6 nguyén td p, <100. Gia thuyét P cho s6 nguyén to n 1a hé qua truc
ti€p cda gia thuyét ctia Haussner.

L.Skula d3 lwu y rang tlr gia thuyét P suy ra véi moi s6 tw nhién n>1 thi cic hang the n+1 va
hang n+2 déu chira it nhit mot s6 nguyén td. Tl gid thuyét P véi n+1 thi gitra cac s6
n’-1n%..., n(n +1) c6 it nhat mot s6 nguyén to va véi N> 2 thi hai phan tir dau tién cia diy déu
1a hop s6 va c6 it nhit mot s6 nguyén t6 ndm trong cac sé n° —1, n2,...,n(n +1). biéu nay ciing
dung v&i n=2. Tir gia thuyét P véi n+1 thi gitta cac s6 n*+n+Ln’+n+2,..,(n +1)2 c6 it nhit
mét s6 nguyén té, vi vy c6 it nhit mot s6 nguyén t6 ndm gitta N*+n-1L,n°+n,...,n*+2n vi
(n +1)2 12 hop s8. A.Schinzel da dit ra gia thuyét rang néu n la s6 tw nhién >1 va k la s6 tw nhién
nhé hon N va nguyén t6 cung nhau véi n, thi trong cot thie K ciia bdng (23) ¢6 it nhdt mét sé
nguyén td (Schinzel va Sierpinski [3]). N6i cAch khac néu k va n 1a cic s6 ty nhién nguyén té cuing
nhau va k <n, thi trong cac s6 k,k+n,k+2n,...,k+(n—1)n lubén cé it nhat mot s6 nguyén to.
Theo bang ctia Wagstaff [2] thi diéu nay dung téi n <500000.

N3m 1947 Yu.V.Linnik da chitng minh s ton tai clia hang s6 C théa man néu (k, n) =1lval<k<n
thi s6 nguyén t6 nho nhat trong cap s6 cong K,k +n,k +2n,... nhé hon n®.].R.Chen [13] di chitng

minh rang bing viéc thay thé n® bdi An® véi gia tri A thich hop ta c6 thé chon C =17. (S.Graham
[1]). Gin diy Chen dwa ra két qua méi voi C =14.

A.Schinzel [13] da dat ra mét gid thuyét manh hon gia thuyét P. Theo d6 néu X la sé thwec >117
thi gitra X va X+ JX c6 it nhat mot s6 nguyén to. Gia thuyét nay (ky hiéu la P1) dwoc kiém tra boi
cac bang ctia Lander va Parkin va bang ctia Brent véi 117 < x < 4,44-10%. Legendre 13 nguoi dit ra
gia thuy&t néi ring véi X di 16m thi c6 it nhat mot s6 nguyén t6 nim gitra X va X++/X .

Bay gio ta chirng minh gia thuyét P véi n>117 dwegc suy ra tir gia thuyét P1. Ky hiéu n 1a s6
nguyén >117 va k 13 s6 tw nhién nhé hon n. Tac6é kn>117 va do d6 theo gia thuyét P; ton tai sd
nguyén t§ p ma kn< p<kn++kn. Nhung vi k <n, ta c6 kn <n; do dé ton tai it nhdt mot s&
nguyén t6 trong day kn+1,kn+2,..., (k +l) N. Do diéu nay ding véi moi s6 tw nhién k <n, ta thay

v&i N >117 thi mdi hang cua bang (23) tir dong thir hai c6 it nh4t mot s6 nguyén td. Vay gia thuyét
P véi N>117 dwoc suy ra tir gid thuyét P1. Vi N1 <117 giad thuyét P dwoc kiém tra truc tiép.

A.Schinzel [13] nhan th4y c6 thé lam manh hon gia thuyét P; thanh: v&i moi s6 thwe X > 8 thi gitra
x va x+(log X)2 c6 it nhiat mot s6 nguyén td. S dung cac bang cta Lander, Parkin va bang cia
Brent c6 thé kiém tra gia thuyét ndy véi moi X < 4,44-10%, Néu ta dit X=p, véi n>4 thitaco

bit dang thtc p,,—p, <(log pn)2 véi moi n>4. H.Cramer [1] di dit ra gid thuyét
. 2
Ilm(pml—pn)/(log p,) =1
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Duwéi diay la mot gid thuyét khiac vé hiéu cta hai s6 nguyén t6 lién ti€p dwoc dwa ra boi
N.L.Gilbreath vao nam 1958. Ta lp bang cic so tw nhién theo cach sau: dong thir nhit viét hiéu cac
sO nguyén t6 lién tiép, nghia la cac s6 p,,; — P,,N=12,..., dong thir hai ta viét gia trj tuyét déi cta
hiéu cta cac so lién nhau trong dong thi nhat. Trong cac dong tiép theo ta lai viét ti€p nhw viy. Gia
thuyét cta Gilbreath néi rang cac s6 dau tién ctia moi dong déu 1a 1. Dwéi day 1a 10 dong dAu tién

1, 2, 2, 4 2, 4, 2, 4 6, 2

1, 2, 0. 0, 0, O, 0, 2

Gia thuyét cua Gilbreath dwoc kiém tra cho 63418 dong diu tién véi may tinh SWAC. Gia thuyét
nay van chwa dwoc chirng minh (Killgrove va Ralston [1]).

14. Bt déng thirc ctia ham 7(X)

Bay gior ta xét cac hé qua cua B6 dé 9 muc 10. Do R, ky hiéu tich clia cic s6 nguyén t6 p ma
n< p<2n vasod cac s6 nguyén té nhw vay la 7z(2n)—7z(n) (va theo Hé qua 1 Pinh ly 8 muc 10
thi v&éi moi s6 tw nhién n ton tai it nhat mot s6 nguyén t6 p nhw thé). Hon nita cac s6 nguyén to

d6 déunhd hon 2n, suyra R, < (zn)zz(Zn)—zz(n)_

! 4[1/3

Tir cong thirc (10) muc 10 suy ra véi cac s6 tw nhién N >98 tacé (2n) V"W >~

2y/n(2n) "
L4y logarithm hai vé ta suy ra véi N =98 thi

n 3log4n 3log2n
(24) z(2n)-7z(n)> log4— =290 _ 209
3log 2n 2n J2n
Nhung ta da biét Iimloﬂ =0; do dé6 Iim(ﬂ(Zn) —ﬂ(n)) =+ oc. Tir dy suy ra véi moi sé tw nhién
X—>X X n—X

k thi déu ton tai s tw nhién M, ma véi moi N> m, thi déu ton tai it nhit k sd nguyén td nam gitra
N va 2n. Hon nita vi log x/x (v&i X >€.) 1a ham gidm theo X, ta c6 véi n> 2500

2n J2n 4n J2n

<6 log4-2500 _ log /22500 | _ 0,37
4.2500  +/2-2500

3log4n +3Iog2n =6[Iog4n N Iog\/ﬁJ

Vivay
_3log4n 3log2n
2n J2n

Theo (24) thi cong thirc (25) cho thiy bt dang thirc Finsler

(25) log 4 >1,38-0,37 >1.

n

(26) 7z(2h)—7z(ﬂ)>3|ogzn.
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7 7. . ~ A A BN ;o Y ) . ~N N \ 7 2 n
dling véi moi s tw nhién n>1. By gio ta chi y rang véi moi s6 tw nhién n thi ta c6 <4
n

2n 2n
(4p dung trwec tiép céng thirc nhi thirc suy ra (l+l)2n > (n ]). Do R, | (n J nén tathdy R, <4" va

tir dinh nghia cia R, c6 thé suy ra R >n"®""" Ty d6 n®"M <4" va do d6
7rlog4< 7n

2n)—
7[( n) ﬁ(n)< logn  5logn

vi log4 < g St dung (26) ta c6 (Finsler [1] va Trost [3], Satz 32)

(27)

<m(2n)-a(n) < Z” véimoi n>1

3log2n

Tt (27) suy ra 7z(2n) > voin>1lvavéin>4taco n>n/2>[n/2]>n/2-1>n/4 vado

3log2n

2
log(2[n/2]) <logn, ta c6 n(n)Z(ZED> 3Io[gné[r]|/2] >12Irc]>gn v&imoi n> 4,

(28) z(n) >

véimoi N >1
12logn

Dé dang kiém tra bat ding thirc ding véin = 2 van = 3. Ta sé& chitrng minh

k+1

k log 2

(29) 7(2¥) <

C6 thé thdy cong thirc (29) ding v&i cac s6 tw nhién k<6 vi log2 <1. Gia s n6 ding véi s6 tw
nhién k>6. Theo (27) (v6i 2 thay thé vi tri cia n) va (29) ta co
k k+1
ﬂ(Zk*l)<7r(2k)+ 12 2 14, Nhung véi k=6 ta c6 (k+1) 14 < 2k,
5klog2 klog?2 10 10

k+2

K+
7[(2 l)< (k+1)log2

va theo quy nap bat dang thirc (29) dung.

Ky hiéu n 13 s§ tw nhién >1. Toén tai s6 tw nhién k théa min 2<n<2*", suy ra
2k+1 4n

k +1)log 2 > logn. Vi vay theo (29) tacé 7(n)< z(24")< < . Twr day ta suy ra
(k+1)log J Y (29) (n) ( ) (k+1)log2 logn Y Y
n . 9
(30) 72'(!‘\)<| v&i moi s6 tw nhién n>1
ogn

4
Py n<—Pn ;suyravi p,>n

Thay N bai trong (28) va (30) vado 7(p,)=n tacd ————<
y N béi P, trong (28) va (30) vado 7(Pp,) Ziogp. <" Togp.

(véin=12,..).

va p, <12nlog p,. suyra log p, <log12+logn+loglog p,.

n nlogn
Ta co >—lo >
Pn 4 gp, 2

Nhung theo Hé qud 2 Dinh ly 8 muc 10 ta thdy p,<2", suy ra logp,<nlog2 va
loglog p, <logn+loglog2. Do log2<1l, véi Nn=12 va ta c6 n>12log2 do dé
logn>logl2+loglog2. Vi vay véi n>12, ta c6 log p, <2logn+logl2+loglog2 <3logn. Hé

quala p, <36nlogn véimoi N>12 va ciing vay véi 2<Nn<12.Ta c6 két luan
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nlogn

(31

< p, <36nlogn véimoi n>1.

T cong thirc (28) ta c6 hé qua sau: véi moi s6 tw nhién S thi déu ton tai sé tw nhién cé thé biéu dién
nhuw la téng ctia hai s6 nguyén té theo nhiéu hon S cdch.

Chirng minh. Gia st rang v&i s6 tw nhién S ma khong ton tai s6 tw nhién nao c6 thé biéu dién duédi
dang tong ctia hai s6 nguyén t6 nhiéu hon S cach. Ky hiéu n la sé tw nhién >1. Xét tit ca cac cap

v A ~ Y A 7 ~ \ 7 N 7 ~ A \ 2

( p, q) voi P,q la cac s6 nguyén té6 ma khong cé s6 nao lon hon N. S6 cac cdp nhu vay la [ﬁ(n)] .
Ta chia tip cac cap s6 ( P, Q) thanh cac 1¢p theo cach (p, C{) thudc 16p K néu p+g=k. Do p<n
va <n néntaco K<2n. Theo gia thiét véi s6 cho tredc K <2n thi trong 16p thr k ton tai nhiéu

nhit s cip khac nhau. Do s8 cac 16p 1a nho hon 2n, s6 cac cap (P,q) 1a nhd hon 2ns. Hé qua la

[ﬁ(n)]z < 2ns va theo cong thirc (28) ta cé [ﬂ(n):lz > n2/122 (log n)2 , suyra 2-12%s(log n)2 >n.

Nhung €* > X3/3! véi moi x>0, thay x=logn, ta c6 6n>(log n)3. Vi vay 12°s(log n)® > (log n)®

véi n>1 suy ra logn <12°s véi moi n>1, mavéi N dd 1on thi didu nay khong ding. Hé qua 13 tir
gia thiét ban dau suy ra mau thuln. Vay hé qua dwoc chirng minh. C6 mot gia thuyét dwoc diatrala
s cac cach phan tich mot s6 chin n thanh téng cla hai s6 nguyén t& sé tién téi vo cung theo n. o

Ghi chil. Cac s6 c6 thé biéu dién thanh téng cua hai s6 nguyén t6 nhiéu hon mot cach phai 1a chdn
voi leu y 1a ta khong tinh cac biéu dién sai khac mot hoan vi. That vy néu s6 1é N 1a tdng cla hai
s6 nguyén t6 thi mot trong hai s d6 phai chdn nghia 12 bang 2 suy ra ta chi c6 nhiéu nhit mot biéu
dién. Thay ddi mot chut chirng minh B3 dé 1 ta c6 thé chirng minh véi moi s6 tw nhién s thi déu
ton tai s6 tw nhién c6 thé biéu dién thanh téng cta ba binh phwong cic s6 nguyén t8 v&i nhiéu hon
S cach. P.Erdos [4] da chirng minh v&i moi sO tw nhién S thi déu ton tai s6 tw nhién cé thé biéu
dién thanh téng (twong tng, hiéu) clia cac binh phwong cla hai s6 nguyén t6 theo nhiéu hon s

cach. Tw (30) suy ra I|m ( ) =0.Ma logn-+loglogn—log4 <log p, <logn+loglogn+log36 nén
(32) |imlog_pﬂ:1
n—oo n
Bay gir ta suy ra mot s6 hé qua tir bat dang thirc (31). Theo (31) ta co 1 > 1 i
1 u u w w . — > Vol

k=23 d  tu nh 2 thi ), L.l 1
=2,3,..., tr day suy ra véi so tw nhién N> 2 thi — > .
= P, 36i= klogk

1 1
Nhuwng |0g(1+X)<X voi 0<x<1, suyravédi k=2,3,..., |Og(k+1)—logk:Iog[l+Ej<E,tl‘r do

1

Iog(k+1)<1+ .
klogk

logk k log k

va loglog(k +1)—loglogk =log——= log(k +) <log| 1+ ! <
logk klogk

A

va 1
Y Klogk

n n 1 1
> ” >loglog(n+1)—loglog2 > loglog(n+1)(loglog2 <0). Vay Z— > glog log(n+1).

k=2 K109 k=2 Pk

>loglog(k+1)—loglogk véi k=2,3,...,n. Suy ra véi s§ tw nhién N>2 ta déu c6

1.1

Suy ra chudi téng nghich dao cac s6 nguyén t6 lién tiép, tic 1a chubi l+1+1+£+ +—+
2 3 5 7 11 13

phan ky.
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15. Pinh ly s6 nguyén t6 va cac hé qua

T cic cong thirc (28) va (30) muc 14 suy ra ton tai cac s6 dwong (a:%,b:4) théa man

n
a< ﬁ(n) oan <b v&imoisd tw nhién N >1. Nam 1896 J.Hadamard va Poussin da chitrng minh
ogn

(33) im[ﬂ(x)ﬁj =1.

Ngay nay v&i phwong phap méi dwoc dat ra béi A.Selberg [1] va P.Erdos [9], cong thirc nay (dwoc
biét dwéi tén Pinh ly s6 nguyén t8) dwoc chirng minh mot cach so cdp hon (mdc du van rat phirc
tap). Ta khong trinh bay chirng minh d6 & day *).

Néu 7(n): @—h( ), thi h(10°)=1159, h(10%)=1.132, h(10°)=1.104, h(10°)=1.084,
h(10") =1.071, h(10*) =1.061, h(10°) =1.053, h(10"") =1.048. X4p xi t6t hon ctia ham 7 (X) dwoc

thu bé&i ham I— J.E.Littlewood da chirng minh hiéu 7z j— nhan vo han gia tri dwong va

vO han gia tri m khi X nhén tat ca cac gia tri tw nhién. Chirng m1nh dinh ly nay va cac dinh ly duoc
dé cip trong chwong nay v&i phwong phép gii tich ¢6 thé xem trong cuén sach cua K.Prachar [1].

. nlo
Trong cong thirc (33) datx = p,, thi m(p,) =n vatacéd lim n7og By =1 khi dé theo (32)
N—o0 pn
. P,
(34) lim =1
n—>=nlogn
Twr day suy ra ta c6 thé xAp xi P, bai nlogn, véi N @ 1én. T (34) suy ra ngay lim % =1.
nN—o0
n

J.B.Rosser [1] da chitng minh ring véi moi s tw nhién N thi ta c6 bat dang thive p, >nlogn. Cac
théng tin nhiéu hon vé ham zz(n) dwoc suy ra tir (33) dwoc cho béi dinh ly J.B.Rosser va
L.Schoenfield [1] noi rang
n
(35) —Iogn_l<7r(n)<—logn_3
2 2

n

v&i moi s8 tw nhién N>67. R3 rang cong thirc (33) suy ra tir (35). Nhung ngay ca tir bat ding
thitc (35) ta ciing khdong quyét dinh dwoc nhiéu tinh chét don gidn ctia ham 7(n). Mgt vi du la
dinh 1y cta E.Landau (xem Landau [3] tp 1 trang 215-216) n6i rang 7[(2n) < 27r(n) dung vai gia
tri dd 16n cha n, nghia 1a c6 nhiéu s6 nguyén td trong khodang 0<X<n hon la trong khoang
n<x<2n, véi N d@a16n. Rosser va Schoenfeld [2] d4 chi ra rang chi can gia thiét N >11. Mot cau
hoi dwgc ditrala véi cac s6 tw nhién X >1 va y >1 nao thi bt dang thitc sau ding

(36) z(x+y)<z(x)+7z(y)

T bat dang thirc ndy suy ra ngay 7r(2n) < 272'(n) ding v&i moi s6 tw nhién N.

) Xem Trost [3], chwong 7: Elementarer Beweis des Primzahlsatces, trang 66-73: xem LeVeque [1], tap 11 trang 229-
263, chuong 7: The prime number theorem.
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Bat dang thitc (36) duoc chirtng minh béi A.Schinzel [13] véi min (X, y) <146, va bai J.L.Selfridge
v&i 1op rong hon (chwa cong bo) va dwoc kiém tra béi S.L.Segal [1] véi x+ y <100000. Tuy nhién
D.Hensley va L.Richards [1] di chirng minh rang (36) 1a khong twong thich véi gia thuyét H. St
dung phwong phap nay gan diy T.Vehka [1] dd chirng minh sw khong twong tich xuat hién vi
min(x, y)=11763.

Tiép tuc véi ham 7T(X) ta lwu y rang ham s6 xac dinh s6 cac s6 nguyén dwong < X cé dung K wéc

s& nguyén t§ (twong ing K wéc s6 tw nhién) véi K va X 1 cac s6 tw nhién dd dwoc nghién ctru va
cong thirc mo6 ta dang diéu ctia né da dwoc tim ra (Sathe [1], twong &ng LeVeque [1]).

Bay gid v6i hai s thwc @ vA b thoa man O<a<b. Ta c6 lim :Og EX:L theo (33) ta c6
X—>0 Og X

() b o N

Ilmﬁ:_' Trdévi O<a<hb, 7z(bx)>7z(ax), véi N @ lén. Tir ddy suy ra ménh dé sau: néu

X—)oo;z— aX a

a va b la hai s6 thuc dwong va a<b, thi véi sé thwe di I6n X sé cé it nhdt mot s6 nguyén td nam
gitra aX va bX. Pic biét néu a=1 va b=1+¢ véi ¢ 1a s6 thwec dwong tly y thi suy ra cé it nhat
mdt s6 nguyén t6 ndm giira N va n(1+ 8) vGi N dalén. Gia str C;,C,,...,C,, 1a day hitru han cac chir
s6 tiy y. Ky hiéu a 13 mot s6 véi cac chit s6 1a ctia n6 C,,C,,...,C, . Ap dung hé qua suy ra tir cong
thite (33) ta c6 7(an)<(7(a+1)n) dung véi gid tri da 1on cia N. Hé qua 12 ton tai s8 tw nhién
théa man 7Z'(a~105) < 7[((&-!—1)-105). Vi véy ton tai s6 nguyén t6 p ma a-10° < p<(a+1)-10°. vi
vdy M chir s6 diu tién cta P trung véi cac chir s6 twong ing clia . Nghiala M chit s6 dau tién
caa p la C,C,,...,C,. Tir day ta c6 mot hé qua khac cua cong thirc (33) la: vdi ddy httu han

C,,Cy,...,C,, cdc chi¥ s6 tily y thi tdn tai s6 nguyén té ma M chir sé ddu tién cia né la C,,C,,...,C,, (5

Ky hiéu X la s6 thwc > 0. Véi s6 tw nhién did 1én n ta cé nX > 2 do d6 7(nx) >1. T (34) suy ra

(37) lim——Pre
n>» 77(nX) log 7z(nX)

Nhuwng tir (33) ta co

(38) lim 7(nx) log 7z(nx) 1
n—oo nX

Suy ra lim (log 7 (nx) +loglog nx—log nx) =0, vay

log z(nx) 1
= |og(nx)

(39)

. P
Tir cac cong thirc (37), (38) va (39) ta suy ra lim 7, Vay ta da chirng minh céng thirc (33)
n—oo nX

suy ra véi moi s6 thwc X>0 thi déu ton tai ddy vd han cic s6 nguyén t§ 0;,0,,... théa min

lim 9o — x. Tinh chat nay dwoc phat hién bé&i H.Steinhaus. Cudi ciing néu @ va b 13 cac s6 thuc tiy
n—o n

y théa man a < b thi tir hé qua ctia cong thirc (33) suy ra néu ( la sé nguyén t6 du 1én thi ton tai
s6 nguyén t6 P thoa min aq< p <bg, tir diy suy ra a< p/q<b. Diéu nay chirng té tip hop cic
tysé p/q, p va g la cic s6 nguyén tg, la tri mat trong tap cic sd thwc dwong.

(°) Xem Sierpinski [10] va Trost [3] trang 42 dinh 1y 20, xem Sierpinski [25]. Dinh 1y manh hon da dwoc ching minh.



CHUONG 4

SO CAC ¢ SO VA TONG CUA CHUNG

1. SO cac worc s6

S8 cac wéc s6 cila mot sd tw nhién cho trwde N dwoc ky hiéu 1a d(n). D€ 14p bang cac gia tri cia
ham s6 d(n) ta cé thé st dung phwong phap dwéi diy. Phwong phdp nay dwoc bién doi tir
phuwong phéap sang Eratosthenes. Dau tién dé tinh cac gid tri d(n) véi n<a taviétcacso 1,2,...,a
va ddnh diu ching. Sau do6 ta danh dau tat ca cac sé chia hét cho 2, sau d6 la cac sé chia hét cho 3

va c nhw vay. Cudi cung ta danh diu s6 a. SO cac wéc s6 ciia s6 N chinh 1a s6 ddu ma né dwoc
gach dw¢i (Harris [1]). Chang han véi a=20 ta c6

123, 4, 5,6,7,8,910,11 12, 13,14, 15,16, 17, 18, 19, 20.

Vivay ta co
d(l)=1,d(2)=2,d(3) =2, d(4)=3,d(5) =2, d(6)=4
d(T)=2, dB8)=4,d(9) =3, d(10) =4, d(11) =2, d(12) =6,
d(13) = 2,d(14) = 4,d(15) = 4,d(16) = 5,d(17) = 2,d(18) = 6,
d(19) = 2, d(20) = 6.

V&i s6 tw nhién N 16n hon 1 xét phan tich thanh thira s6 nguyén t6 cta n la
1) n=0" 0" ..0*

Gia st d la wéc sO ctia N. Khi d6 moi wée s6 cia d cling la wéc s6 cua N, do d6 phan tich thanh
thira s6 nguyén t8 ciia d ciing c6 dang (1). Hon nitra s6 mii clia c4c lily thira ctia biu dién do6 1a
nhé hon céc lily thira twong (rng trong (1). Nghia 1a moi wéc s6 d cta N cé thé viét dudi dang

(2 d =0y,
véi 4 (1=12,...,k) 1a cac s8 nguyén théa min cac bat ding thirc
(3) 0<A<x véi i=12,..,k

Mit khac moi s§ tw nhién cé thé biéu dién & dang (2) véi cac s6 4, théa man (3) déu la wéc s6 tu
nhién cta N. vi theo (3) thi n/d =g *g5 ..q™ ™ 1a s6 nguyén.

Cubi cung cac bo s6 nguyén phan biét

4 As gy Ay

xac dinh cac s6 khac nhau trong (2). Ta c6 dinh ly

Pinh ly 1. Néu N la s6 tw nhién ma phdn tich thanh thira s6 nguyén t6 ctia né dwoc viét dwéi dang
(1) thi véi tdt cd cdc bd s6 phdn biét gom K sé nguyén trong (4) théa mdn (3) ta xdc dinh dworc tdt
cd cdc wdre s cua N cho béi (2). Hon niva méi b s6 do tng véi ditng mét wée sé cua N.

Hé qua 12 s cac wdc sb cta s6 tw nhién N c6 bidu dién thanh thira s6 nguyén t6 c6 dang (1) bang
v(&i s cac bd s6 nguyén (4) thda man cac bat dang thirc (3). S6 bd s6 nhw vay c6 thé tinh mot cach
don gian. That vay s6 nguyén 4 théa maén (3) khi va chi khi 4 thuoc day 0,1,2,...,¢,. Vi vay véi

i=12,..,k chotrwécthi 4 nhan ¢, +1 gia tri phan biét. Suy ra
Pinh 1y 2. 56 d (n) cdc wéc s6 ciia s6 tw nhién N cé biéu dién thanh thiva s6 nguyén t6 (1) la

(5) d(n)=(eq+1)(e, +1)...(% +1).
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Chéng han tinh d(60). Ta c6 60=22-3-5.Do d6 theo (5) ta c6 d(60)=(2+1)(1+1)(1+1)=12.
Tuwong tw vi 100=2%-5%, suyra d(100)=(2+1)(2+1)=9.

T (5) suy ra véi moi sd tw nhién S>1 ¢4 vé han cac s6 tw nhién ma c6 ding S wéc s6. That vay
néu N=p°", véi p 1a s6 nguyén t& thi d (n)=d ( ps‘l) =S5.R6 rang dang thirc d(n)=1 suy ra
n=1. Cong thtrc (5) chitng t6 d(n)=2 chi khi k=1 va @, =1 nghia la n 1a s6 nguyén 5. Cac
nghiém ctia phwong trinh d(n)=2 déu la s6 nguyén 3. Vay véi hop s6 N tacé d(n)>3. T (5)
suy ra d(n) 1a s6 1é khi va chi khi tit ca cc s8 X, voi i=12,...,k déu chin, nghia la N 1a binh
phwong dung.

Bai tap. 1. Chirng minh rang v&i moi s6 tw nhién N thi d (n) < 2.

biéu nay la hién nhién vi trong hai wéc s6 d6i nhau ctia N thi c6 mot sé khong vt qua Jn.

2. Tim tit ca cic s6 tw nhién c6 dung 10 wéc so.

Loi gidi. Néu d(n)=10, thi theo (5) ta c6 (o +1)(e,+1)...(¢ +1)=10. C6 thé gia st
o, <a,<..<q,. Vico hai cich dé biéu dién 10 thanh tich cta hai s§ tw nhién >1 theo thir tw
khong gidm nén 10=2-5 va 10=10, nén hodc K=2,0, =L@, =4, hoac k=1, =9. Suy ra cac s6
tw nhién c6 10 wéc s6 c6 dang pq* véi P,q# Pla cac s6 nguyén t6 tiy ¥ hodc ¢ dang p°, véi p
la sé nguyénté tuyy. o

3. Tim s6 ty nhién N nhé nhit ma d(n)=10.

Lo gidi. Theo bai tap 2 thi cac s 2°,2-3%, va 3-2* (s6 cudi cing 13 nhé nhat) 13 cic s6 tw nhién
nhé nh4t N ma d(n)=10.vay n=3.2=48. o

Ghi chii. Véi hai s6 nguyén t6 p,q cho tredc, g > P, thi s6 tw nhién nhé nhit c6 ddng pgq wdéc sé
la 29*.37,

4. Chtrng minh ring néu N 14 s6 ty nhién >1 thi trong day v6 han n,d(n),d (d (n)),ddd (n),... tat
ca cac phan tlr cia day sé& bang 2 ké tir mot vi tri ndo d6. Chirng minh rang vi tri nay c6 thé tuy y.
Lwu y ring néu N 1a s6 ty nhién 16n hon 2 thi d(n)<n, va d(2)=2. Mit khac d (2”’1) =n.

5. Chirng minh rang v&i moi sé tw nhién M thi tap hop cac s6 tw nhién N ma sd wéc s6 cta N chia
hét cho M chira mét cip s6 cdng vo han.

Chitng minh. Ta lvu ¥ ring cac s§ 2"t+2™* (t=1,2,...) tao thanh cp s6 cong vd han va thudc vé
tap xac dinh nhw dé bai bédi M. That vdy, liy thira cia 2 trong phéan tich thanh thira s6 nguyén t6
clia n=2"t+2"" 1a m—1. Vivay theo (1) tacé m|d(n). o

Ghi chu. Hé qua truec tiép cta dinh 1y trén la véi moi s6 tw nhién m thi tip hop cic s6 tw nhién n
ma m|d(n) c6 chan dwéi trit mat. Nghia 13 ton tai s6 dwong @ ma sé S, (X) cac s6 tw nhién n<Xx

ma m|d(n) 1a1én hon ax véi moi X di 16m. E.Coben [1] da chirng minh ring véi moi s8 tw nhién

N ] H Sm (X) Y . R B A ~
M thi gi¢i han lim———= t6n tai va 1a mot s6 dwong.
X—>X X
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Nim 1940 bang d(n) véi n<10000 da dwoc trinh bay (Glaisher [2]). Dwa vao bang nay ta tim
thdy d(n)=d(n+1)=d(n+2)=d(n+3)=8 ding véi n=3655,4503,5943, 6853,8393,9367.

J.Mycielski da chiravéi N=40311tacé d(n)=d(n+1)=d(n+2)=d(n+3)=d(n+4).

Chirng minh nhin xét nay suy ra ngay tir 40311=3°.1493 40312 =2°.5039,40313=7-13-443,
40314 =2-3-6719,40315 =5-11-733. Tinh hudng twong tw cling xay ra véi N =99655.

Cau héi dit rala c6 thé c6 bao nhiéu gia tri lién tiép d (n) bang nhau (Erdos va Mirsky [1]).

Tacé d(2)=d(3),d(14)=d(15), d(33)=d(34) =d(35) =4, d (242) =d (243) = d (244) = d (245) =6.

D.R.Heath-Brown [1] dd chitrng minh s ton tai vo han N ma d (n) =d (n +1). Ta chwa biét c6 tén
tai ddy v6 han ting cac s6 tw nhién n, (k=12,...) ma I!im d(n,,, +1)/d(n,) =2 hay khong. Ta ciing
chuwa biét cac s6 d (n +1)/d (n) c6 tao thanh tip tru mit trong tip cac s6 thwc dwong hay khong.
Tuy nhién P.Erdos da chirng minh rang tip hgp dé tru mat trong mot khodng khéng tam thwong
(Erdos [14] ghi chu M), V&i n<10000 ta c6 d(n)<64 va gia tri 1on nhat d(n)=64 nhan dwoc

chi véi N=7560 va 9240. A.Schinzel [2] d4 chitng minh rang véi moi s§ tw nhién h va m ton tai
s6 tw nhién N>h théaman d(n)/d(n+1)>m véi i=12,...,h.
2. Cactong d(1)+d(2)+...+d(n)
Véi s6 thue X1 ky hidu T (X) 1a téng
[x]
(6) T(x)=Y d(k)=d(1)+d(2)+..+d([x]).
k=1

Dé tinh tdng nay diu tién ta chitng minh rang vdi s6 tw nhién k cho truwdc thi d(k) 1a sd cac
nghiém ty nhién cua phwong trinh

(7) mn =k

That vy néu s6 tw nhién N la wée s6 cta k, thi m=k/n 1a s6 ty nhién va cap m,n 1a nghiém ty
nhién cuia (7). Ngwoc lai néu cip cac s6 tw nhién m,n théa man (7) thi N 1a wéc s6 cua K. Vay moi
wée s6 tw nhién ctia K twong tng véi diing mot nghiém clia phwong tinh (7). Suy ra s6 d (k) bang
V(i s8 cac nghiém tw nhién cia (7). Hé qua la tir (6) suyra T (X) chinh 1a s6 nghiém tw nhién cia
bat ding thire mn <[x]. B4t ding thitc nay twong dwong voi

(8) mn < X.

Tat cd cac nghiém tw nhién cda (8) dwoc chia thanh cac 1ép trong dé nghiém m,n dwoc goi la
thudc 16p n. Ky hiéu K, 1a s6 nghiém thudc 1&6p n thi ré rang

(9) T(X)=k +k, +k;+...

Bay gio ta tinh s6 cac nghiém thudc 1ép n.

, . . . Y LR LA 4 g A 5 ~ L0 X . ;
Vé&i n cho tredc thi m chi cé thé nhan cac gia tri tw nhién théa man (8), tircla m<—.Do d6 m chi
n

o X X y X
cothélal, 2,...,{;}, co [H} s6 nhw vy suyra Kk, = {H}, vatwr (9) taco
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x| [x] [x
10 T(X)=|=|+| = |+] = [+
a0 SEHEHEH
Vé phai khong phai 1a tong vo han vi chi ¢ [X] phén t&r dau tién cda né la khac 0.
Vi vay (10) c6 thé viét thanh

(11) T(x)=§[ﬂ.

p=}
Cac tinh todn T (X) dya theo (11) chi thuan tién khi ta mudn tim cac gia tri lién tiép ctia d (k),
nhung néi chung 1a khong t6t véi X 1én. Chang han dé tinh T (100) ta can céng lan lwot hon mot
tram s8. Ta sé& tim mdt cong thic thuan tién hon cho T (X) bau tién ta chia 16p cic nghiém tuw
nhién cua (8) thanh hai 16p ma 16p dau tién chia cac nghiém véi N S\ﬁ va lop kia chira cac
nghiém con lai, nghiala n > \/; Ta tinh s6 cac nghiém trong mdi l¢p. Néu N nhén gia tri tw nhién

< WX vanéu m,n 1a nghiém ty nhién cta (8) nghia 1a néu M 14 s8 ty nhién théa man m<x/n, thi
x n A o g s | X
m, N thudc 1&p thi nhat. Do d6 véi moi s6 tw nhién N< \/; s6 cac nghiém cua lép thir nhat la [H} .

5]
Do N nhéin cac gia tri 12[\/;] nén sé nghiém thudc 16p thi nhat la Z[

n=1

X "
—}. Ta tinh so
n

nghiém thudc 1&p thir hai. Nghia la s6 cac cdp s tw nhién m,n théa mdn mn<x va n> x/;, hay

(12) Jx<n<X,

m
N&u m>+/X, thi x/m<+/X va cic bit ding thirc (12) khong thda méan véi moi N. Theo d6 ky hidu
M 14 s6 tw nhién c6 dinh < x/; Dbé tim tit ca cac gia tri dwong cia N ma (12) théa man thi ta chi

Y ~ A X 7 ~ aY y4 ~ A 2 ~
can loai ra khéi cac s6 tw nhién N <— (c6 {l} s0 nhw vay) cac s6 N khong théa man Jx<n,
m

m
nghia la s cac chis6 N ma n< \/;(cé [\/;] s6 nhw vay). Vay [1}—[\/}] la s6 cac cap m,n véi
m
M<+X théa man (12). Nhwng M chi nhn cac gia tri 1,2,...,[X], nén s6 cac nghiém thudc 16p thi
Sy Er 7 [ :
hai la Z {—}—[&} = z {—}— Z [\/;} Hang tir th hai trong vé& phai bang v&i |:x/;:| vi
m=1 m m=1 m m=1

nd 1a tong cua [ﬁ} hang tir va méi hang tr déu bang [x/;] . Do d6 s6 nghiém trong 1&p thit hai la

Z {—} - [xﬁ] . Vivay Z [—} +Z [—} —[«/;J la s6 nghiém tw nhién cda (8), tirc 1a gia tri clia
m=1 m n=1 n m=1 m

R

T(x). Tacé g[ }:z X

X [—} vi ¢ hai tong déu bang {5}{5}“, _X_ | vivay
m] =Ln 1] [2 [

]
(13) T(x)= 2%?{%}—[&}2.

Coéng thirc ndy duwgc tim ra bdi Lejeune Dirichlet. Ta tinh T (100) nhu sau
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T (100) 22[100} ~10%* =2(100+50+33+ 25+ 20+
+16+14+12+11+10)-100 = 2-291-100 = 482.

Twong ty ta tinh dwgc T(200)=1098, T(500)=3190, T(1000)="7069. V&i cac tinh todn dai hon ta
tim dwoc T (5000) = 43376, T(10000)=93668. Tir (11) ta c6 thé nhan dwoc mot xdp xi trung binh

X X x
cho ham d (n) . Trong vé phai cda (11) ta thay {F} bdi —, khi d6 cac sai s6 trong moi hang t 1a

k

nhé hon 1 va vi vy sai s6 cda ca tong la nhé hon s6 hang t, nghia la nh6 hon [X] < X. Do d6

(]
X
T(X) dwoc xap xi bol Z—, vi sai s6 nhé hon X. Vé&i cac gia tri 1a s6 tw nhién X=K ta c6
n=1
d(1)+d(2)+..+d(k
(14) (1)+d(2) ( )z}+1+...+£,

k 1 2 k
vGi sai s6 nho hon 1. Do vé phai cia (14) tang téi vo han theo k, nén ty so gilra vé trai va vé phai

. .. 11 1 e e i e w1, .
tién tdi 1. Ta da biét tong 1+§+"'+E c6 thé x4p xi béi logk, véi sai s6 nhé hon 1 véi K >1. Do

) , 11 , . ’
dé logk la xap xi cda vé trai (14). Hiéu 1+§ + ...+E— logk tién t&i gi¢i han 1a hang s& Euler
C =0.57721566... (ta chwa biét s6 nay cé phai la s6 v6 ty hay khong). Tir day két hop véi cong thire
(13) ta tim dwoc x4p xi Xlogx+(2C—1)x cta T(X) véi sai s6 nho hon bdi s6 hiru han ctia Ix.
G.Voronoi da chirng minh rang sai s nay 1a khong 1én hon boi s hitu han cua 3/; log x. Mot s tac
gid khac da tim ra danh gia chinh xac cia sai s6 nay (Kolesnik [1]).

3. Cac chudi véi caché sé d(n)

Trong giai tich, cic ham d (n) xuat hién nhw 1a hé s6 ctia cac chudi vo han.

X NG x3

k
Chang han xét cac chudi Lambert (hoi tu véi |X]| <1 + + +...
8 ( 2 )kzl‘l X< 1-x 1-x 1-X

Khai trién mdi hang tir cia chudi thanh chudi liiy thira - =X +x*+x¥* +... ta nhan duwoc

00 o0
chudi lap ZZXK' ma v&i moi s6 tw nhién N thi liy thira X" xu4t hién véi s 1an dung bang sd
k=1 I=1

nghiém ty nhién ctia phwong trinh kKl =n, nghiala d(n) Ian.

Zd(n)x

Tathdy d(n) lahésd ctia x" trong biéu dién ctia chudi Lambert thanh chuéi liy thira.

Vi vay voi |X|

Ham d(n) ciingla hé s8 trong biéu dién ctia cdc ham ¢.

L —+ L +i+ .. (chudi nay hoi tu véi S >1).

=1
Vi S >1 ta xét chudi vo han £(s) = s oS T s T 5
kzll k® 1° 2° 3
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Béy gior ta 4p dung tich Dirichlet cho ¢(s)¢ (s). Tich Dirichlet dwgc cho nhw sau: véi hai chubi
a,+a,+.. va b +b,+.., tanhén (a,+a,+..) v6i (b +b, +..,) va nhém cic tich ab, véi cac bé chi s6
c6 tich bang nhau, nghia 13 (a,+a,+..)(l +b, +..)=ab +(ab, +ab ) +(ab, +ah )+(ab, +ab, +ab ) +
(abs +ah )+ (ab; +ab, +ab, +ah )+(ab, +ab)+... Trdaytaco

= d(n
(15) GO
1 N
4. Tong cac woc s6
Tong cac woc s6 tw nhién cla so ty nhién N ky hi¢u la & (n). Tk Dinh 1y 1 suy ra néu (1) 1a phan
tich thanh thira s6 nguyén t6 cia n, thi
(16) o(n)=> a0,
Trong d6 cac tdng l1dy trén moi bo K s& nguyén (4) thda man (3). Nhwng moi hang tir cla (16) déu
xuat hién trong khai trién tich (1+ o+ +..+Q )(1+ O, + 05 +..05° )...(1+  +q° +...+g* ) va
hon nira xuit hién ding mot lan. Vi vay

Pinh 1y 3. Téng o(n) cdc wéc so tw nhién cua so tw nhién n=q q5*..q* la

(17) R e
Q1_1 0, -1 Ok -1

-1 5-1

2-1 5-1

cing nhau a,b tacé o(ab)=o(a)o(b). Mit khac néu (a,b)>1, thi o(ab) <o (a)o(b).

Pic biét o(100)= =7-31=217. Tk Pinh ly 3 suy ra véi cac s6 tw nhién nguyén t§

St dung DPinh ly 3 ta tinh dwoc o(1)=10(2)=30(3)=4,0(4)=7,0(5)=6,0(6)=12, 5(7)=8,
o(8)=15,0(9)=13,0(10)=18. V&i n>1 thic(n)>n. Suy ra o(n)>5 véi n>4. Véi n<4 thi o(n)
nhén cic gia tri 1,3,4 va 7. Khéng ton tai N ma o (n)=5.

Pinh ly 4. Ton tai vé han sé tw nhién khdng phdi gid tri o(x) véi moi sé tw nhién X.

Chirng minh. Véi N 12 s6 tw nhién > 9 xét s6 tw nhién K ma

(18) D gck<
3 2

S6 cac s6 k nhw vay lalén hon n/2—n/3=n/6. Theo (18) ta c6

(19) 2k <n va 3k +3>n,

Vavin>9, tacéd 3k >6, suyra K=3. Vivay 2K c6 it nhat 4 wéc s6 phan biétla 1,2,k, 2k. Do dé
o(2k)21+2+k+2k, vatheo (19) suy ra o(2k)>n. Do s8 cac s§ tw nhién K ma théa méan (18),(19)
va do dé O'(2k) >N la nhiéu hon n/6, nén trong cac s6 o(1),5(2),...,c(n) c6 nhiéu hon n/6 s6
16 hon N. Vi vay trong ddy 1,2,...,n c6 nhiéu hon n/6 s6 tw nhién khong la gid tri ciia ham o (x)
véi X<n. Cac s6 nay ciing khong thé la gid tri o(x) v&éi X>N. vi cic s6 nay <N ma
O‘(X)21+X >N véi X>N. Do d6 véi moi cac s6 tw nhién N>9 ¢4 nhiéu hon n/6 sd tu nhién

trong day 1,2,...,n khong la gia tri clia o (x) véi moi s6 tw nhién X. o

Vay ton tai v6 han s6 tw nhién M ma phwong trinh o(x)=m la khong c6 nghiém tw nhién X.
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C6 thé chirng minh ang tat ca cac s6 m=3"(k >1) déu c6 tinh chit nay (Sierpinski [27]). C6 ding 59

s6 m<100 nhw vdy.bdla 2,5,9,10, 11, 17,19, 21, 22, 23, 25, 26, 27, 29, 33, 34, 35, 37, 41, 43, 45,
46,47, 49, 50, 51, 52, 53, 55, 58, 59, 61, 64, 65, 66, 67,69, 70,71, 73, 75,76, 77, 79, 81, 82, 83, 85,
86, 87, 88, 89,92, 94, 95,97, 99, 100.

Trong cdc s6 m<100 c6 diing 25 s6 ma phwong trinh 5(x)=m c6 duy nhat nghiém. D6 la m=
1,3,4,6,7,8,13,14,15,20,28,30,36,40,44,57,62,63,68,74,78,91,93. Mot ciu hdi dat ra la c6 phai ton
tai vO han cac s6 ti nhién M ma phwong trinh o(x) =m cé duy nhéat nghiém hay khong.

Chtrng minh dwéi day cho ta két qua tong quat hon. P.Erdos [14] (trang 12) di chitng minh rang
véi moi s6 K cho truéc ton tai M ma phuong trinh G(X) =M c6 ding K nghiém thi ton tai vd han
cac s6 M nhw vay. Tuy nhién ton tai v han s6 tw nhién m ma phwong trinh O'(X) =M c6 nhiéu

hon 1 nghiém. Chang han v&i cac s6 m 23(5k —1), k=12,..., thi ta ¢6 6(6)20'(11)212 va
(6,5")=(11,5"")=1, nén o(6-5") = (11-5*) =3(5" -1).

Dé dang chirng minh ton tai vo han cac s6 tw nhién M ma phwong trinh G(X) =M c6 nhiéu hon 2
nghiém. Chang han véi cac sé 2(13k —1), véi k=1,2,... thi ta ¢ o-(l4~13k’1) = 0-(15~13k’1) =
o(23131)=2(13 -1).

Ta van chwa biét c6 phai véi moi s tw nhién K ton tai s6 tw nhién M, ma phwong trinh (x)=m,
c6 ding K nghiém tw nhién X hay khéng. K&t luan nay ciing dwoc suy ra tir gia thuyét H (Schinzel
[13]). C6 thé chitrng minh rdng néu M, 13 s6 nho nhdt ma o(x)=m, c6 ding k nghiém thi

m =1 m, =12,m, = 24,m, =96, m, =72, m, =168, m, = 240, m, =432,
m9 = 360; rn:l.o = 504, rnll = 576, mlz = 1512, rnl3 = 1080, rnl4 = 1008, rnls = 720, ml6 — 23041 m17 — 3600,
my, = 5376, M, = 2160, m,, =1440.

Phuwong trinh o(X) =m c6 ding 3 nghiém tw nhién véi 6 treong hop cia m <100, dé 1a cac so6
24,42,48,60,84,90. V&i m<100 phwong trinh o(X)=m c6 ding 4 nghiém chi khi m=96. Ciing
vy véi m<100 thi phwong trinh c6 ding 5 nghiém chi khi m=72. Khéng ton tai m<100 ma
phuwong trinh ¢6 nhiéu hon 5 nghiém ty nhién. Tuy nhién H.J. Kanold [2] da chitng minh v&i moi s
tw nhién K thi ton tai s6 tw nhién M ma phwong trinh o(x) =m c6 =K nghiém tw nhién X.
Phwong trinh o(n) =c(n+1) c6 ding 9 nghiém n<10000. b6 1a n=14, 206, 957, 1334, 1364,
1634, 2685, 2974, 4364 (Makowski [4]). C6 dting 113 nghiém n <10” (Hunsucker, Nebb va Stream
[1], Guy va Shanks [1]). Ta chwa biét c6 ton tai vé han nghiém nhw vy hay khong.

A.Makowski di dit ra cau hoéi c6 phai véi moi s6 nguyén K thi ton tai s6 tw nhién N ma
O'(n +1) —G(n) =K va téng quat hon véi moi s6 tw nhién M va k nguyén ton tai s6 tw nhién n
ma o(n+m)-o(n)=k.

Cac két qua véi M<5 da dwoc trinh bay b&i Mientka va Vogt [1]. Nu N va N+ 2 13 c4c s6 nguyén
t6 sinh déi thi o(n+2)=o(n)+2. Phwong trinh nay cling dung véi n =434 ma 434 va 436 khong
phai s& nguyén t6. Tinh hudng twong tw xay ra véi N =8575 va n=8825.

Dwa vao gid thuyét Catalan (da chinh stta b&i Dickson [3]) thi néu f(n)=o(n)—n thi véi s6 tw
nhién N >1 day vé han n, f(n), ff (n), fff (n) hoac 1a day tuin hoan hoic 1a day dirng tai phan ti 1.

Két qua nay ding véi moi n <275 (Devitt [1]). Theo L.Alaoglu va P.Erdos [2] thi gid thuyét nay
khong nhitng kho chirng minh ma con khé dé kiém tra trong cac trweong hop dic biét. Chang han
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véi N=276. V&i n=12496 =2*-11-71 thi tit ca cac s6 n, f(n), ff (n), fff (n), ffff (n) 1a phan biét
nhung fffff () =n. Véi n=12 ta cé f(12)=16, f (16)=15, f (15)=9,  (9)=4, f (4)=3, f(3)=1, ching
t6 day dirng. Do6i véi s6 nguyén t6 N thi f(n)=1. Véi n=100 ta c6 f (100) =117, f (117) = 65,
f(65)=19, f (19)=1. V&i n=6, thi f(n)=nnén day tuan hoan chu ky mot phan tt. V&i n=95 ta
c6 f(95)=25,f(25)=6, f (6)=6 va ddy tudn hoan tlr phan tir thir 4 v&i chu ky mot phan tk. Véi
n=220 tacéd f(220)=284, f(284)=220=n, va do d6 ddy tuan hoan ngay tlr phan tir dau tién véi
chu ky hai phan t. Trong mot ban thdo chwa cong bd P.Poulet [3] d4 thong bo rang vai N =936
thi day 936,1794,2238,2250,...,74,40,50,43,1 chira 189 phin ti, s6 1&n nhat1a 33289162091526.
Mot ciu hoi dwoc dadt ra 1a ¢6 phai ton tai day dai tuy ¥ ma dirng tai 1 va c6 phai ton tai vo han s6
tw nhién N ma diy trén 1a tuan hoan. CAu tra 1oi cho ciu hdi nay 1a khang dinh néu gia thuyét ndi
rang moi s6 chdn lén 6 déu 1a téng cta hai s6 nguyén t6 phan biét 1a ding. That vay, gia st gia
thuyét ding va ky hiéu 2k —1 lasé 1é tuy y >7.Khi d6 2k —2>6 va theo gia thuyét ton tai hai s0
nguyén t6 1é phan biét p va g, ma 2k-2=p+q. Vivay f(pq)=c(pq)-pg=1+p+q=2k-1. Vi
P, la cac s6 nguyén t6 1é phin biét, gia st p>0Q, va do d6 p>q+2 vdéi q=>3. Vi vay
pq>3p=2p+p=2p+1+2>p+q+1=2k—-1 do d6 pq>2k-1. Viy v&i moi s6 1é n>7ton tai s6
16 m>n ma f(m)=n. it m=g(n). Ton tai ddy v6 han ting g(n),gg(n),... Néu véi s& tw nhién
K dat n=g*(11) ta nhin dwoc diy n=g"(11), f (n)=g**(11),...f*(n)=11, f (11)=1. Do d6 ta nhin
duoc day gidam n, f(n), ff (n),... chitra K+2 phan tr va phan tir cudi cling bang 1. Vi s6 tw nhién k
ddt n=g“(25), ta c6 ddy tuan hoan n=g“(25), f (n)=g"*(25),..f"(n)=25,f (25)=6,f (6)=66,...
véi K+1 phan tir gidm trong chu ky tuan hoan.

Mot cAu hoi khac dwoc diat ra la c6 phai ton tai vé han cic sO0 tw nhién phin biét ma day
n, f (n), ff (n),... 1a tuin hoan ma khong c6 phan t& nao xuit hién trwéc chu ky tudn hoan. Ta méi
chi tim ra cac chu ky c6 do dai la 1,2,4,5 va 28 nhw vay (H.Cohen [1]).

Ta vira chirng minh tlr gid thuyét ndi rang moi s tw nhién chan > 6 1a tdng ctia hai s6 nguyén t6
phan biét suy ra moi s6 ty nhién 1& >7 la phan t& cla day f(n)(n=12,..). Hon nita
f(3)=1f(4)=3f(8)=7. Mat khac dé dang chirng minh 5 khéng xudt hién trong day
f(n)(n=12,...). That vy néu v&i s6 tw nhién N ta c6 f(n)=o(n)-n=>5 thi N la hop s6 (bdi vi
o(1)-1=0 va véi sé nguyén t3 n,o(n)-n=1). Do dé n=ab, véi l<a<b<n Khidévil,bvan
1a cdc worc s8 phan biét ctia N ta c6 o(n) =1+b+n, suyra 5=0(n)-n>1+b>b, va b>5. Suy
ra N=ab véi 1<a<b<4. Nhwng diéu nay 1a vd 1y vi khdng c6 céc s6 tw nhién a,b c6 tinh chit
trén ma O'(n) =n+D5.

Né&u khong sir dung gia thuyét noi rang moi sd tw nhién > 6 1a tdng ctia hai s6 nguyén t8 phan biét
thi ta chwa chtrng minh dwgc moi 6 18 khac 5 1a ¢6 dang o(n)—n(n=12,...). P.Erdos [17] da
chirng minh ton tai v6 han s6 ty nhién khong thudc day nay.

C6 thé chirng minh tinh chat m| a(mn —l) ding véi moi s6 tw nhién N khi va chi khi
m=3,4,6,8,12 hodc 24 (Gupta [1]).

Ta chwa biét c6 ton tai vo han s6 tw nhién N ma o(n) la binh phwong hay khéng. Ttr gia thuyét H

(Chwong 3 muc 8) suy ra ciu tra 101 khing dinh. That vay dit f(x) =2x*—1 thi da thic f(X) 12
bAt kha quy vavi f(0) =—1 nén né théa man diéu kién C trong Chwong 3. Do d6 theo gia thuyét H
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suy ra ton tai vd han s6 tw nhién X ma p=2x*-1 1a s6 nguyén t0 >7. V&i cac sO nay ta co
o(7p) =8(p+1) = (4x)*. Suy ra o(7p) 1a binh phwong ding.

Ta biét mét s nghiém tw nhién ctia phwong trinh o(x?) = y* ching han x=7,y=20. Ta ciing
biét mdt s6 nghiém tw nhién ctia phwong trinh o(x*) = y* ching han x=2.3.11.653,y = 7-13-19.

Bai tap. 1. Chirng minh rang a(n) =N+1 khi va chi khi N 1a s6 nguyén té.

Chitrng minh. Néu P la s6 nguyén t6 thi né c¢6 2 wécsé1a p va 1. Do d6 O'( p) = p+1. Mat khac
néu N 1a hop s6 nghiala n=ab, véi cac s6 tw nhién @ va b >1 thi N c6 it nhat ba wéc sb tw nhién
phan biétla 1,a va n.Do @6 o(n)>1+a+n>n+1 Cudicingnéu n=1, thi o(n)=1<n+1. o
2. Chtrng minh véi moi s6 tw nhién M ton tai cac s6 tw nhién X,y ma x—y>m va o(x*) = o (y?).
Chirng minh. Xét s6 ty nhién N tuy y > M ma (n,lO) =1.Véi x=5n,y=4ntacdé Xx—y=n>mva
O'(XZ) = G(yz) :310-(n2). m

3. Tim tit cd cac nghiém tw nhién ma téng cac wéc s6 cia no la 1é.

Lo gidi. Gia st n 13 s6 tw nhién ma o(n) 1&. bat n =2k, véi k 1é va « 1a s6 nguyén khong am.
Ta cé o(n)=(2""-1)c(k) vado do o (k) 18. Vi k 1& nén cac wéc s6 clia n6 1a 18. Ma téng cac wéc s6
ctia n6 o (k) 1& nén d(k) 1a s8 cic wéc s6 ctia né ciing 18. Vi vay theo muc 1 suy ra k 1a binh
phuwong ding, nghia 1a k =m®. Vi vdy n=2m?. Néu @ chdn nghiala =24, thi n= (Zﬂm)z.
Néu @ 1é thi o =28+1vadodé n=2(2" m)znén hodc n=1% hodc n=2I?, véi | 13 s6 tw nhién.
Mit khac néu n=1? hoic n=2I°, v6i | 1a s8 ty nhién, n=2%q"q%...q* 1a phan tich thanh thira

s8 nguyén t6 clia N v6i q,,,... G 1a cic s6 nguyén t8 1&. Ta c6 o(n)=(2*"-1)o (g’ )..o(e¢™)

hodc o(n)=(2""*-1)o(¢f")..o (¢ ). Nhung vi o(g* )=1+q, +0 +..q>, 1a tong cla 1é hang tkr
1&6 nén o(n) 1&. Do d6 o(Nn) 1a 1é khi va chi khi N 1 binh phwong diing hoic hai Iin mét binh
phuwong ding. O

4. Chitng minh rang néu N 1a hop s& thi O'(n) >n++/n.

Chirng minh. Hop s6 N c6 wéc s6 d théa man 1<d <n. Vi vdy 1<n/d <n. Néu d <Jh, thi
d/n=/n. Nhung vi n/d ciing 13 wéc s6 ctia N (khong nhit thiét khac d ) va 1<n/d <n. nén
J(n) >Nn++/n+1 suyra G(n) > n+«/ﬁ.Diéu phai chitng minh. ©

Ghi chii. Ta ¢6 hé qua lim(o(p, +1)—o(p,)) =+ va lim(c(p,)-o(p,-1))=—cc.
5. Chirng minh véi s6 tw nhién K >1 phwong trinh O'(n) =N+K c6 s6 nghiém la hitu han dwong.

Chitng minh. Néu o(n)=n+k véi K 1a s6 tw nhién >1 thi N 1a hop s6 va theo bai tap 4 thi
o(n)>n++/n. suy ra n<k® Dic biét phwong trinh o(n)=n+2 v6 nghiém va phwong trinh
o(n)=n+3 c6 duy nhit nghiém N=4. o

o(n!)

6. Chirng minh rang lim——2 = 4c0.

n-»x nl
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Chirng minh. D& dang chirng minh a(m)/m 13 tong cda cac nghich ddo cac wéc s6 cia M. vi n!

nhin tit cd cic s6 tw nhién <n lam wéc s6 nén

O'(n!)

. (1 1 1 .
lim|=+=+..+= |=+o, suyra lim——~%=0. O
n

>>+=+..+—. Nhung
n

n-x\ 1 n>x nl

7. L.Alaoglu va P.Erdos [1] goi cic s6 tw nhién N la rit phong phu (superabundant) néu
a(n)/n > G(k)/k véi moi K <N. Chirng minh rang ton tai vé han s6 nhu vay.

Chirng minh. Pat u, =o(n)/n véi n=1,2,... tir bai tap 6 suy ra day Uy, U,,... khong c6 chan trén. Vi

vy dé chirng minh bai toan ta chi cin chi*rng minh dinh ly téng quat hon: moi ddy vé han cdc sé
thwe khdng cé chdn trén chira vo han cdc phdn tir Ién hon tdt cd cdc phdn tir divng truée né.

That vdy gia st ddy Uy, U,,... khong c6 chan trén khi d6 ta c6 limmax(u,,u,...,u, ) =+cc va véi moi

P
s6 tw nhién M ton tai s6 tw nhién | >M ma g = max(ul,uz,...,u, ) > max(ul,uz,...,um). Trong
day U;,U,,...,U, ton tai cic phan tir khong bang a,. Goi U, 1a phan t&r dau tién nhw vay. Khi d6 ta c6
n>m,n<I va U, >U, véi K<n. Ta da chitng minh v&i moi sé tw nhién > m thi ton tai s§ tw nhién
n>m ma U, >U, véimoi K <n. Pidu phai chitng minh. o

8. AK.Srinivasan [1] goi cic s6 tw nhién N 1a s6 co s& (practical number) néu moi sé tw nhién <n

13 tdng cac wéce s6 khac nhau cia N. Chirng minh véi s6 tw nhién n>1 thi 2" (2” —1) la s6 co sod.
Chirng minh. Néu K 1a s6 tw nhién <2" -1, thi ta da biét K 1a tdng cac s6 khac nhau trong day
1,2,2%,..,2"" Mt khac néu 2"-1<k<2"*(2"-1), thi k=(2"-1)t+r, véi t 1a s§ ty nhién
<2" va 0<r<2"-1, dodé t va r 1a cac tdng cac phin ti khic nhau trong day 1,2,2%,...,2""
biéu phai chirtng minh. o

biéu kién cin va di dé mot s6 tw nhién N 1a s6 co s& cé trong Sierpinski [16]. Stewart [2],
Margenstern [1]. S6 10 khong phai s6 co s& 100 va 1000 14 s6 co so.

9. Tim s6 tw nhién M ma phwong trinh O'(X) =M c6 nhiéu hon 1000 nghiém.

Lo gidi. Ta str dung phwong phap dwoc dwa ra bdi S.Mazur. Gia st ta dd tim dwgc S bd ba cac so
nguyénté p,, o, (i=12,..,5), matitca 3 s6 nay déu phan biét va hon nita

(20) (p+1)(g+1)=r+1 i=12..,5s.
bat
(21) a”=pg, a¥=r, i=12..s

V&i moi day o4, @,,..., 0 chita S s6 bang 0 hodc 1 ta dat
(22) nal,az,..,as = al(al)aé%)maé%).
Vicacsé P01 (i=12,...,5), 1a cac s8 nguyén t8 phan biét, cac didu kién (21) va (22) suy ra

(23) O-(nal,az,..,as ) = O'(ai(al))a(aéD’Z))...O'(a£0‘5) )
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Theo (21) ta 6 o(a”)=(p+1)(g+1), o(a?)=r+1 i=12..s, va theo (20) thi

o(a”)=c(a?)=0(r), véi i=12,..,5,dodd o(a*)=o(r), i=12,...8,vi vAy ta thdy cong thirc

@23)suyrao(n,, ,)=oc(t)o(r)..o(r)=c(kr,..1,) véititca 2° diy o,a,..a.

Cacsé n, c6 2° s nhw vay, déu phan biét vi theo (21) va (22) thi phan tich thanh thira s6

nguyén td cla ching 1a phan biét. Do d6 ta nhan dwoc 2°s6 tw nhién phin biét c6 chung tong cac
wéc sb. Do d6 dé tim chang han 1024 s6 c6 téng cac wéc s6 bang nhau ta chi cAn tim 10 bd ba cac
s6 nguyén t& p;, 0. F (i =12,...,10) ma 30 s6 d6 la khac nhau va théa man (20). D& dang kiém tra
cac b0 ba sau diy théa man cac diéu kién cin thiét

2,3,11,5,7,47;13,17,251;19,23,479;29,41,1259;31,83,2687;
43,71,3167;59,61,3719;53,101,5507;83,97,8231.

Suy ra véi m=12-48-252-480-1260-2688-3168-3720-5508-8232 thi phwong trinh O'(X) =m cé it nhat
1024 nghiém tw nhién X. ©
5. Cac s6 hoan hao

Ton tai v han s6 tw nhién N ma tdng cac wéc s6 ctia N (khong tinh n) 1a nhé hon n. Chang han
cac s6 nhw vy la cac s6 nguyén t6 va liy thira cia ching. Cling tén tai v6 han cac sé tw nhién n ma
tong twong ng lén hon Nn. Chang han cac s6 c6 dang n=2"-3, v&i k =2,3,... Tuy nhién ta chwa biét
c6 ton tai vO han cac s6 tw nhién N ma téng cac wéc s6 cia N (khong tinh n) bang n hay khong.
Cac s6 c6 tinh chat nay dwoc goi la cac s6 hoan hdo. C6 30 s6 hoan hdo da dwoc tim ra. Tat ca
ching déu 12 s8 chdn va ta chwa biét c6 ton tai s6 hoan hao 1é hay khong. Ta da chirng minh dwoc
néu mot s6 hoan hao 18 1a ton tai thi né phai 16m hon 10* (Buxton va Elmore [1] d4 chi ra né con
phai 16n hon 10°®) va c6 it nhit 8 wéc s6 nguyén t6 phan biét (Hagis [1],[2]). S6 hoan hao lén
nhit di dwoc biét 1a s 2% (2216091—1). S6 nay c6 130100 chir s8. S6 hoan hao nhé nhit 1a
6=1+2+3 vaso tiép theo la 28=1+2+4+7+14. Téng cac wdc s6 ctia N (khoéng tinh n) ré rang

1a o(N)—N. Do d6 mdt s& tu nhién 14 hoan hao khi va chi khi
(24) o(n)=2n.

Pinh 1y 5. Mot s6 chdn la s6 hoan hdo khi va chi khi né c6 dang 2°™ (2s —1), véi S la so tw nhién va
2° —1 la s6 nguyén té.

Chitng minh. Goi N 13 s§ hoan hao chin. Khi d6 n=2""1, véi s>1 va | 1a s§ 1é&. Vi vay
o(n)=(2°~1)o (1) vatheo (24) thi (2 -1)o(1)=2°I. Vi (2 ~1,2°)=1 suy ra o(l)=2°q, véi g
12 s8 tw nhién. Vi vay (2° -1)q=1 voi G(|)= 2°q, suyra o(l)=1+0. Nhung vi (25 —1)q =1, ta
c6 gl vag<!l (vi $>1)dod6sd | céitnhdthai wéce sd tw nhién phan biétla g va |. Cong thirc
o(l)=1+q ching t6 n6 khéng c6 nghiém khac niva. Hé quala q=1 va | 1a s6 nguyén t6. Nhung
I :(2S —l)q =2°-1. Dodb6 n=2""1= 25’1(2S —1), va vi vay 2° -1 1a s8 nguyén td. Diéu kién cin
dwgc chirng minh. D€ chitng minh diéu kién dd gia st 2° —1 1a s6 nguyén t6 1é. Hon nira dit
n=2"(2°-1). Ta c6 o(n)=(2"-1)o(2°-1)=(2°-1)2° vi 2°~1 1a s3 nguyén t. Do do

a(n) =2n, suyra N 12 s6 hoan héo. Piéu kién dt dwoc chirmg minh. o
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Dé dang chirng minh néu 2° —1 13 s6 nguyén t& thi S ciing 1a s6 nguyén t6. That vay néu s = ab,
voi @ va b 1a cac s6 tw nhién >1 thi 2° —1:(2a —1)(1+ 28 4 2% +...+2(b_1)a), ma a>2, nén vi
22 —1>2*-1>3, suyra 2° —1 12 hop s8. Pinh I 5 suy ra hé qua sau day

H¢ qua. Moi s6 hoan hdo chan cho béi cong thikc 2°*(2° -1), véi P va 2° —1 la cdc s6 nguyén té.

Céc s6 hoan hdo dugc nghién ctru bdi Euclid, ngwoi da dé ra phwong phap sau dé tim nhirng s6
nhw vay: ta tinh cdc téng cdc liy thira lién tiép 1+2+4+8+16+32+.... Néu téng tré thanh mét s6
nguyén té thi ta nhdn né véi hang tir cudi ciing va nhdn dwoc mét sé hoan hdo.

Str dung Pinh 1y 5 ta thdy phwong phéap cta Euclid thwc sw da cho biét moi s6 hoan hdo chén.

Bay gid ta tinh mot s6 s6 hoan hdo chan. DAu tién ta xét p 1an lwot 1 cc s6 nguyén t6 tiép theo
tinh tir 2 va kiém tra xem 2P —1 c6 phai s6 nguyén t6 hay khéng. Ta thdy véi p=2,3,5,7 thi
2P -1=3,7,3L127 1d cic s6 nguyén t6. Do d6 4 s8 hoan hdo dau tién 1A
2(2°-1)=6,2°(2°-1)=28,2"(2° -1)=496,2° (2" -1)=8128. v6i p=11 thi 2 -1=23-89 Ia hop
s6 do d6 ta khéng c6 s6 hoan hdo twong trng.

T Dinh 1y 5 suy ra viéc tim tit ca cdc s6 hoan hdo chdn twong dwong véi viéc tim tit ca cac s6

Mersenne (1a cac s6 nguyén t6 c6 dang 2° —1). Ta sé& nghién ctru bai todn nay trong chwong 10.

Ky hiéu V (X), X 1a s thwc, 1a s6 cac s6 hoan hao < x.

logV (x
B.Hornfeck va E.Wirsing [1] da chitng minh Iim?—()
X—00 Og X

tai s6 tw nhién A ma V (X) < AeA(IOgX)/IOglogX-

=0 va E.Wirsing [1] da chirng minh ton

Ta khong biét c6 ton tai vo han s tw nhién N ma n| G(n), hodc c6 ton tai s6 tw nhién 1é cé tinh
chit nay hay khong. Ta di chirng minh dwogc khong ton tai s6 tw nhién 1 n nhw thé véi n<10®
(Beck va Najar [1]).

S6 tw nhién N théa man a(n) =mn, véi M 1a s6 tw nhién >1 dwoc goi la s6 hoan hao P, . Cac s6
nay dwoc nghién cliru bédi Mersenns, Fermat, Descartes, Legendre va mot sé6 ngwdoi khac. Cac sé
hoan hao P, 1a s6 hoan hao thong thwong. P.Poulet [1] (trang 9-27) da tim ra 334 s6 hoan hao P,
véi M<8. Nam 1953 B.Franqui va M.Garcia [1] di tim ra 63 s6 nita (Franqui va M.Garcia [2],
A.L.Brown [1],[2]). Cac s6 P, dwoc nghién ctru béi R.Steurwald [1].

P.Cattaneo [1] goi mot s6 1a gid hoan hao néu no bang téng cic wéc s6 tw nhién khong tAm thwong
cda no, nghia la cac wéc s6 khac 1 va chinh né. Theo d6 s6 gia hoan hao la cic s6 tw nhién N ma
o(n)=2n+1. Ta chwa biét c6 ton tai cic s6 nhu vay hay khong. P.Hagis Jr. va G.Cohen [1] da
chirng minh néu ton tai cac s6 nhw vay thi chiing déu 16n hon 10% va cé it nhit 7 wéc s6 nguyén té
phan biét.

Tuy nhién d& dang chting minh ton tai v6 han s6 tw nhién N ma o(n)=2n-1. Ching han cic s8
2“,k=0,1,2,... c6 tinh ch4t nay. A.Makowski [5] d4 nghién ctu nghiém tw nhién ctia phwong trinh
o(n)=2n+2.0ng talvu y ring néu 2" —3 1a s nguyén t5 thi n=2" (Zk —3) la nghiém can tim.
Cac s6 2¢—3 1a nguyén t6 véi cac gia tri k <24:k =2,3,4,5,6,9,10,12, 14,20,22. Phuwong trinh

nay con c6 cac nghiém khac ching han n=650.

Phuong trinh téng quat G(I‘l) =kn+a dwgc nghién ctru béi C.Pomerance [1] va A.Makowski [9].
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Bai tap. 1. Chirng minh rang ton tai vo han s6 tw nhién 1é N ma O'(n) > 2n.

Chirng minh. Cac s6 n=945m, v&éi M 1a s6 tw nhién khong chia hét cho 2,3,5,7, théa man diéu
kién vi 945=3°.5.7,(m,945)=1 do d6 o(n)=0(945)c(m)>o(945)m =1920m >2n. Vi M khong
chia hét cho 2 nén n 1a s8 1&. C6 thé chirng minh 945 1a s tw nhién 1é nhé nhit ma o(n)>2n. o
2. Tim tAt ca cac s6 tw nhién N ma N 1a tich cla tt ca cadc wéc s tw nhién cda N trirra N.

Loi gidi. Ky hiéu Q, 1a tich tit ca cac nghiém tw nhién cia n. Ta tim cac s6 tw nhién N ma
Q,/n=n,, nghia 1a v&i n ta c6 Q, =n’. Néu d,,d,,..d, 1a tit ca cic wéc s tw nhién ctia N (co
s=d(n) s6 nhu vay) thi cic s6 n/d,,n/d,,..n/d; ciing 1a cic wéc s6 tw nhién cia n. Suy ra
Q,=d,,d,,...d, =n°/Q,, vado dé Q,=n"’= "2 vi Q =1, tacé n?=n""2, suyra d (n)=4,
diéu nguoc lai cling dung, nghia 1a néu d (n) =4, thi Q, =n?, do d6 mot s6 tw nhién n bing tich
cac wéc s6 ctia n6 trirra N khi va chi khi né c6 dung 4 wéc sé tw nhién.

Tt cong thirc tinh s6 wéc s6 cia mot s6 tw nhién cho béi cong thirc (5) véi (1) 1a phan tich thanh
thira s6 nguyén t8 ctia N ta c6 (o +1)(@, +1)...(e¢ +1)=4. Do cac s6 mii &, @, ..., & 12 cac s6 tu
nhién suy ra k <2, nghiala k=1 hodc k=2.N&u k=1 thi &g +1=4, suyra o, =3 va n lalap
phwong mot s6 nguyén t6. Néu k =2 thi & = a, =1 va n 1a tich clia hai s6 nguyén t6. Vay moi s6
tw nhién can tim la cac lap phwong nguyén t6 va tich cia hai s6 nguyén td phan biét.
Cac s0 nhw vay nho hon 30 1a 6,8,10,14,15,21,22,26,27. O
3. Chirng minh cac dinh ly Descartes sau (thw Descartes giti Mersenne ngay 15 thang 11/ 1638).

1. Néu n la sé hoan hdo P, va khéng chia hét cho 3 thi 3n la sé hodan hdo P,.

2. Néu n chia hét cho 3 nhung khéng chia hét cho 5 va 9 va hon nita né la s6 hoan hdo P,

thi 45n la sé hoan hdo P,.

3. Néu n khoéng chia hét cho 3 va 3n la s6 hoan hdo P, thi n la sé hoan hdo Py,.

Chitng minh. 1. Néu n 13 s hoan hao P, thi o(n)=3n va néu n khong chia hét cho 3 thi
o(3n)=0(3)o(n)=4-3n vahé qua la 3n la sd hoan hao P,.

2. Néu n 1a s6 hoan hdo P, va n=3k, véi Kk khong chia hét cho 3 va 5 thi
o(45n)=c(3°-5k) = (3°)o(5)o (k) =40-6-0(k). Nhung vi n=3K va k khong chia hét cho 3
nén ta c6 o(n)=o(3)o(k)=40(k). Hé qua la o(45n)=60-40(k)=600(n). Vivay do n la s&
hoan hdo Py nén o(n)=3n vatacé o(45n)=180n=4-45n, chiing t6 45n 1a s hoan hao P,.

3. Néu n khéong chia hét cho 3 va 3n 1a s§ hoan hdo P, thi o(3n)=4k-3n, suy ra
o(3n)=0(3)o(n)=40(n) vado dé o(n)=3kn, chitngtd N 1356 hoan hao Py o
4. Chirng minh ring 120 va 672 1a cic s6 hoan hdo P,. S6 2°-3°.5.7 1a s6 hoan hdo P, va
27.3*.5.7.117-17-19 1a s6 hoan hao F;.

Loi gidi. Ta c6 cac phan tich thanh thira s& nguyén t6 120=2°-3-5 va 672=2°-3°-7. C6 thé

chitng minh 120 12 s6 hoan hao P, nhé nhit.

5. Chirng minh rang néu O'(n) =0N, thi N ¢6 nhiéu hon 5 wéc s6 nguyén td phan biét.
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Chirng minh. Gia st (1) 1a phan tich thanh thira s6 nguyén t6 cia n.Khi dé theo (17) ta c6

o+l az +1 o +1

h O & % Y%

= . . ‘n-
ql—l)(qz—l)...(qk—l) 9,-19,-1 g -1

O'(n)<(

Néu k <5, thitaco O'(n) %g%%ié =%n<5n mauthuanvma( ):5n. O

6. Dinh Iy Mersenne: néu n khéng chia hét cho 5 va la s6 hoan hdo Py thi 5n la s6 hoan hdo P;.

6. Cac s6 ban be

Hai s6 tw nhién goi 1a s6 ban bé néu mdi s6 bang tong tit ca cac wdc s6 cla sd kia trir ra chinh s
d6. D& dang th4y hai s6 tw nhién n,m 1a cdc s ban bé khi va chi khi o(m)=o(n)=m+n. @

Cip s6 ban bé dau tién 1a 220 va 284 dwoc tim ra bdi Pythagoras. Cip 2*-23-47 va 2°.1151 dwoc
tim ra béi Fermat @), Cap 27-191-383 va 2’ -73727 tim ra béi Decartes. Euler d4 tim ra 59 cip s6
nhw vay, trong do6 c6 cac cap 2°-17-79, 2°.23.59 va 2°.19-41, 2°-199. E.J.Lee va ].S.Madachy [1] da
trinh bay mdt danh sach 1107 cdp s6 ban be tim dwgc qua 25 thién nién ky. Danh sach dwoc hoan
thién téi 10°. Hon 5000 cdp s6 bé ban dwoc xay dung béi W.Borho, H.Hoffman va H.J.J te Riele (te
Riele [1],[2]). Ta biét ton tai cip s6 ban bé ciing 1é chang han 3°-5-7-11,3-5-7-139. Nhung ta chua
biét c6 ton tai cip s6 ban bé khéc tinh chan 1é hay khong. Ta ciing chwa biét c6 ton tai vo han cip
s6 ban beé hay khong. Dinh nghia cda cap s6 ban bé dwoc mé rong cho bd k sé ban beé. Pinh nghia
nay dwoc trinh bay béi L.E.Dickson, ngwoi da goi bo k s6 tw nhién N, N,,...N, 1a bo k s6 ban bé néu
o(n)=o(n,)=..=o(n)=n+n,+..+n, (Dickson [2], Mason [1]).

AMakowski [4] di tm ra bd ba s ban be 2°-3%.5.11,2°.3*.7,2°.3%.71 va
2%.3.5.13,2%-3-5-29,2%-3-5-29 (trong bd s6 thit hai c6 2 s8 bing nhau). Ton tai bd ba ma ca ba
s6 1a bang nhau chiang han n, =n, =n, =120.

DPinh nghia khac cla b k s6 ban bé dwoc cho béi B.F.Yanney [1]: bd k sO tw nhién N, N,,...N, goila
bo k sé ban bé néu n +n,+..+n +o(n)=oc(n)+o(n,)+..+o(n) voi i=12,...,k. biéu kién
nay twong dwong vai diu kién n, +n, +...+n, =(k-Do(n) voi i=12,...k.

Véi K =2 cac dinh nghia déu quy vé trudmg hop dinh nghia cip cac sé ban bé. Véi k > 2, cac dinh

nghia nay khéng trung nhau. Chang han mot bo ba s ban bé theo dinh nghia ctia Yanney la
308,455,581. Ta c6 308=2%-7-11,455=5-7-13,581=7-83, do d6 o(n)=o(n,)=0(n,)=672 va

n+n,+n,=1344=2.672.

Ta chwa biét c6 cac s6 nguyén to cuing nhau nao la sé ban bé hay khong. H.J.Kanold [1] da chirng
minh néu cip s6 ban bé M, M, théa man M, M, nguyén t& cling nhau thi mdi sé déu 1én hon 10%
va s6 MM, c6 nhiéu hon 20 wéc sd nguyén td phan biét. P.Erdos [13] di chirng minh rang néu
A(X) 1a s8 cac cip s6 ban be <X, thi lim A(x)/x=0. C.Pomrance [2] d4 chirng minh ring néu
A(X) 13 s6 cac cip s6 ban be <X, thivéi X dalon A(x) < xexp(—(log X)]/g).

7.Téng o(1)+o(2)+..+o(n)

Trong muc nay ta xét cong thirc tong

@ Ghi cha cuia ban bién tap. hau hét cac tac gia déu gia thiét n = m.
@ Theo W.Borcho [1] thi c4c s6 nay da dugc tim ra boi Ibn Al Banna (1256-1321).
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(25) S(x):cr(l)+a(2)+...+a([x]),

vGi X 1a s6 thuc =21, Gid sir N 13 s6 tw nhién. S6 N 12 phén tk cha téng G(k) khi va chi khi n la
wéc s6 ctia K. Do d6 dé tinh s6 cac hang tir G(k) xuit hién trong tong S (X) ma N xult hién nhw 1a
mdt hang tt thi chi can tinh s6 cac s6 k < x ma chia hét cho N. Nhung cac s6 K nhw vay c6 dang
k=nl<x, véi | 12 s6 tw nhién ma | <x/n. R3 rang c6 [x/n] s6 nhw vay. Do d6 s tw nhién N 13

hang ti ctia téng o (k) Gngvoi [x/n] s6 ty nhién phan biét k < X. Tir day suy ra

(26) S(x)=%n[ﬂ.

n=1

C6 mot phwong phap khac dé tinh (25). S6 G(k) c6 thé xét nhu la tong cac s6 tw nhién N thoa

man phwong trinh mn=k, véi M 1a s6 tw nhién. Do d6 (25) 1a tong cac s6 N ma ton tai cac so tw

nhién M théa min mn < X. Nhw thé v&i cac s6 ¢d dinh M va n thudc 1,2,3,...,{1] thi tong cua
m

2
ching bang 1+ 2+...+{1} = %{1} +%{i}. Hé qua l1a néu ta cho M nhin moi gia tri dwong ma
m m m

MmN < X thi tbng tat ca cac sO6 N, nghia la S(X), bang v&i
1 [X] X 2 l [X] X
27) S(x)=1 H e H
( ) 2; m 2; m

[X] X 1 [X] X 2 1 [X] X
So sanh (26) va (27) ta nhan duoc Z n [H} = EZ[E} + > Z{E} R0 rang céng thirc nay c6 thé
m=1

n=1 m=1

Mry]? [ X
viét lai dudi dang Z[—} = Z(Zn —1)[ } Tuy nhién cac cong thirc (26) va (27) déu khong &rng

n=1 n=1 n
dung dwoc d€ tinh cac gia tri ctia tdng S (X) v&i sO cho trede X. Cong thire thich hgp hon dwoc
tim ra theo cach twong tw cong thirc (13)

(28) s(x):%{pfmz+U§(2n—1)m—[\/§f—[&ﬂ.

n=1 n n=1
Chang han st dung cong thirc nay ta tinh dwoc S(lOO) =8249. Bay gior néu trong (28) ta bo di ky
(K] -
hiéu [] va thay téng Z:Zl/n2 bé&i tdng clia chudi vo han Zl/n2 = 7°/6, sau méi lan tinh thi sai s&

n=1 n=1
gidm, thi ta nhan dwoc 7°X2/12 1a x4p xi ctia téng S (X), véi sai s6 khong 16 hon AXVX, véi A

12 hang s6 dwong doc 1ap voi X.
8. Cac chudi véihé s6 o(n)

Ham o (n) (twong ty d (N); muc 3) xudt hién nhw 13 hé s8 cta cac chudi vé han. Ta c6 chudi lip

(29) D kX
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hoi tu tuyét ddi véi |X| <1.D& rat gon chudi nay thanh chuéi liy thira thi véi s6 ¢d dinh N ta nhém
cac hang tr ma x" xudt hién. Khi d6 cic hé sé ctia cac hang tr trong nhém th& N 1a nhan t cda
tich n=kI. Do d6 (29) tr& thanh tdng D" o (n)x" .

n=1

Mt khac vi > kx* = kx* /(1— e ) ta thdy (29) bang véi téng » kx =kx* / (1-x“).
1=1 1=1

oC k
Vi vy ta nhan dwoc cong thirc Zlkx - = leo-(n) X", |X| <1.
kL= X ha

Vi (29) hoi tu tuyét d6i véi |X| <1, ta c6 thé hoan vi cac phan tir cha chudi, 4p dung déng thirc

o o Xl X ]

kak' = X'/(l— X' )2 voi |X| <1, ta nhan dwoc cong thirc Z i Za(n)x , |X| <1
p=) I=L (1—x ) =1

Trong muc 3 ta di gi¢i thiéu tich Dirichlet ctia hai chudi vo han &, +a, +... va b +b, +... .

Ta st dung tich dé véi a, =]/ks_1,b1 =:|/|S ,K va | 1a cic s6 tw nhién va S 13 s8 thuc >2. Ta c6
1 1 K A i LA 4 s \ N x A . x
ab, = ~. Bay gio nhom cac tich a0, ma kl bang s6 tw nhién cho trwéc N, ta thiy

KT (k)

7 o ~ N 7 . s s ~ N ) . ~ ) a \ S N A
cac tir s6 bang v&i cdc wéc s6 tw nhién K clia Nn; tdng cta ching la G(n)/n . Vi vay

£ =320

n=1

voi s> 2.

9. Téng cua cac hang tir xac dinh béi cac wérc s6 ti nhién cia mot sé tw nhién n

Xét f(n) 1a ham tuy ¥ xac dinh véi moi s6 tw nhién N. Néu d,, d,,...d 13 tit ca cac wéc s6 tw nhién
clia N thi tdng f(d,)+ f(d,)+..+ f(d,) ky hidu béi »_ f(d) 1a tdng cac hang tir f(d) véi d
d/n

nhan moi gia tri 12 cAc wéc s tw nhién cia N. Chang han Zl= d (n), Zd = G(n) nhung
din din

Z%:a(n). V6i ham f(n) cho trude ta dat F(n)=Y f(d). Ta s& tinh tong
din din

[] (]
Y F(x)=>.> f(d) véis6 thwc X=1. Tdng & vé phai bao gdbm cac hang tir f (k), véi k 1a s6
n=1

n=1 djn

tw nhién < X. Véi s6 tw nhién cho trwéc K <X thi hang te f (k) xudt hién trong téng z f(d) khi
din

va chi khi K 13 wéc s6 ctia N. Rd rang né xudt hién nhidu nhat mot Ian. S6 cac s6 tw nhién N <X

A | X o a2 x . o ax x| X
nhuw vay la {E} Tir d6 s6 hang tir f (k) trong tong lap la {E} suy ra

[ [ «
(30) S F(m=31 ()| 7]

n=1 k=1
Picbiétnéu f (n) =n° véi $ 1a s6 nguyén c6 dinh thi F (n) la tong cac lily thira bac S cua cac wéc

sO tw nhién cua s6 tw nhién n. Téng nay thwong dwoc ky hiéu la o, (n) . Cong thirc (30) suy ra
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%GS (n)= %ks {E} Ta c6 ngay o, (n) =d(n),o,(n)=0(n) véi n=1,2,... va ta thdy cic cong
trgll'rc (11) Vé\k_(126) la cac trwong hop riéng cia cong thirc nay.
10. Ham Mobius
Ham Mobius 14 cdc ham s8 hoc £(N) xac dinh béi cac diu kién
1° pu@)=1
2°. u(n) =1 néu s tw nhién N chia hét cho binh phwong mot sé ty nhién >1

3%, u(n) = (=1)* néu s6 tw nhién N 1a tich ctia k s& nguyén t8 phan biét

Theo d6 (1) =1, 11(2)= p(3)=—1, p1(4) =0, 4(5) =—1 1(6) =1, (7)) =1, £(8)=(9) =0, £(10) =1
Ta trinh bay mt tinh chit ctia ham £(n): véi N 1a s§ ty nhién >1 ma phan tich thanh thira s8
nguyén té ctia noé cho bai (1) thi véi S 1a s6 nguyén cho truedre xét tich

(31) (1-05)(1-05)-.(1—q).

Khai trién cta tich (31) chira hang t&r 1 va cac s6 =d°® véi d 12 wéc s6 cia N 1a tich cac wéc
nguyén t6é khac nhau. Cac ddu + va - clia mdi s6 twong (rng véi viéc trong tich d6 c6 chin hay 1é
thira s6 nguyén t3. Theo tinh ch4t 3° ta thdy cic hé s6 + ctia d° labang #(d).Chay x(1)-1° =1
va gia thiét d bing 1 hoic 1 tich cac s6 nguyén t8 phan biét (twong dwong véi viec N khong cb

wéce s6 13 binh phwong mot s6 tw nhién >1) thi theo tinh chit 2° ta thiy tich (31) bing tdng
> u(d)d® . Nghiala (1-¢;)(1-g;...)(1-0; =)= > u(d).d*, suyravéi s=0 tacé
djn

din

(32) > u(d)=0

véi moi s& tw nhien n>1. R rang véi n=1 ta c6 Y u(d)=u(1)=1. Ta thdy néu
diL

F(n)=z,u(d) thi F(l)=l va F(n)=0 v&i cac s6 tw nhién N >1. Hé quala (30) suy ra

djn
[ .
(33) ,u(k){—}zl voi x>1.
P k
Cac bat ding thirc 0<t—[t]<1 dung v&i moi s6 thuc t va vi | u(k) |<1 voi cac s tw nhién K ta

u(k)m—u(k)g

cac ky hiéu [] trong cic hang tir cia (33) thi sai s nhan dwoc 1a nhé hon 1 va hang tir thit nhit

thay <1 véi moi s6 thue X =1 va K 1a s6 tw nhién. Tir day suy ra néu ta bé di

ding bang va&i X—[X]. Ma c6 tat ca [X]—l hang t& trir ra hang t& diu tién nén ta co

[x] X
1— XZ&
o K

Zu(k)[ﬂ—xé@

k=1

g
x> (k) /K
k=1

<X—[X]+[X]-1=Xx-1 suy ra theo (33) thi <X-1 suy ra

<x dodo <1. Chirng t6 mdi téng riéng ctia chudi vo han

B
> u(k)/k
k=1

34 + + +...
34 3
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c6 gia tri <1. H. von Mangoldt vao nam 1897 da chirng minh téng (34) bﬁng 0. Euler da dét ra gia
thuyét nay vao nam 1748. Bay gio ta 4p dung tich Dirichlet cho cac chubi Z luk( ) va Z voi S

=l
(k) N

=

1a s8 tw nhién >1.Do (1) =1 va tir cdng thikc (32) ta nhan dwoc Z —1 nghia la cong
k=1

thirc Z’u(k) L vGoi S la s6 thuc >1. Pic biét 5(2):7r2 /6, ding thirc cudi cung suy ra
k=1

¢(s)
< . = 1 (k S
Z’u(k) = 62 . Trong moi lién hé nay ta thiy dé dang chirng minh dang thirc Z'u (k) = £(s)
k=1 T k=1 ks §(25)
véi S 1a s6 thuc >1. Rt gon chudi lap Zz,u(k) x“ thanh chudi liy thira bing phwong phap
k=l 11

twong tw nhw ddi v&i chudi (29), voi |X| <1 ta nhan dwoc cong thirc Z K )X

1-x"

n=1

Pinh 1y 6. V&i moi ham sé6 hoc F (n) ton tai duy nhdt mét ham sé hoc f (n) ma v&i moi sé tw nhién
N ta cé

(35) F(n)=1(d)

din

Chirng minh. Néu véi n=1,2,..., cong thirc (35) ding thi day vo han cic dang thirc sau 1a ding

F@=f (1),
F(2) =f (@) +f(2),
F(3) =f(@1) +f(3),
(36) F(4) =f (1) «f(2) «f (4),
F(5) =f (1) +f (5,
F(6) =f (@) +f(2) +f(3) +f(6)

Ping thirc dau tién cho f (1) = F (1). Do dé f (2) c6 thé tinh dwa vao ding thirc thit hai. Khi
d6vi f(1) va f(2) da dwoc tinh nén f (3) tinh dwoc dwa vao dang thirc thi ba va cir nhw vay.
Pang thirc thir n cho gia tri caa f(n) dwa vao cac gia tri (k) véi k <n da dwoc tinh. Do d6 ton
tai ham théa mén (35) suy ra ton tai duy nhat mot ham nhw vay. Mit khac dé thay tir cac tinh toan
gid tri f(1), f(2), ... tir (36) ta nhan dwoc ham f(n) théa man (36) va do d6 théa man (35).
DPinh ly dwoc chirng minh. ©

Cac phwong trinh (36) cho ta cach tinh f (n) dwavao F (l), F (2) . (n) :

Coéng thirc tdng quat hon la

w gl
din

Hodc c6 thé viét dudi dang

(38) ()=3u( 5 JF (@)

din
Hoac

(39) f(n)=> u(k)F(I),

kl=n
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Trong do tong dwoc 14y véi moi cdp k,| cac s6 tw nhién ma kl =n. D& chirng minh céc cong thirc
nay chi can chi*rng minh ham xac dinh béi (39) théa man (35) véi moi s6 tw nhién n. That vay tir

(39) suy ra Y f(d)="> u(k)F(1)=X u(k)F(1) =D F(1)> u(k)=F(n) vi theo tinh chét

din din ki=d Ik|n Iin kin/1

clia U tacod k) 1a khac 0 (do d6 bang 1) chi khi n/1 =1 nghiala | =n.Dbacbiétvéi F(1)=1
utaco Y u(k) g 8

kIn/l
va F(n)=0,n=2,3,..., Pinh Iy 6 suy ra ton tai duy nhat ham f, goi la ham Mobius, p(n) = f (n)
ma f()=1,> f(d)=0véin=23,...

dn
11. Ham Liouville A(n)
Ham Liouville 12 ham s& hoc xac dinh béi cac diéu kién
1°. A1) =1
2°. A(N) = (=)™ ™" ngu n c6 phan tich thanh thira s nguyén t5 dang (1)
Taco A(1)=14(2)=2(3)=-1LA(4)=1L4(5)=-1,1(6)=1,A(7)=A(8)=-1,1(9)=1(10) =1.
Gia st v&i sO tw nhién N >1 ¢4 phan tich thanh thira s6 nguyén t6 dang (1).
Xét tich li[(l—qf +07° - > +..+(-1)" qi‘"s) v6i S la s6 nguyén tuy y. Khai trién tich ta nhan dwoc
tong dai s6 clia cac hang tir (qflqu g )S véi hé s twong tng (—1)“"”2 = A(qfqu O ) trong d6

t6ng 14y trén tap moi cic wéc s6 d = 00,0 cta N. Hé qua 1a tich bing D_A(d)d

din

M3 4 LA - ~ X145y N\ s 2s 3s a; ais_l ( ) qla.+l )

at khac ta c6 cong thirc tong chuodi ldy thira 1- g + g7 — g +...+(-1)" ¢ 1 va

+07
1+( ) q a,+l
st dung cong thirc nay cho cac nhan ti cta tich ta cé H 1+ ' = Zi(d)d * . Pic biét
i-1 i din

voi s=0
(40) 1+(;1) .1+(21) 1+( -3 A(d)

din
56 # bing 0 hodc 1 tiiy thudc @ 18 hay chin. Do vé trai clia (40) khac 0 (do d6 bing 1) khi
va chi khi tat ca cac liiy thira &, @,,...¢¢,, 13 chdn, nghiala N 13 binh phwong mot s6 tw nhién. Ta c6
dinh 1y
Pinh 1y 7. Téng Z/l(d) bang 0 trong trwdmg hop N la binh phwong mét sé tw nhién hodc bdng 1.

din
Trong chitng minh Dinh ly 7 ta da gid st N >1 nhung dinh ly vAn ddng véi N=1 vi ﬂ(l) =1. it

=z/1(d) hé qua la F(n)=l dding v&i moi N 1a binh phwong mét sé tw nhién va F(n)=0
djn

[x] X [x]
trong cac trudng hop khac. Theo (30) (v6i f (n) = i(k)) ta nhan dwoc Z/I (k)|:_} = Z F (n)
k=1
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v&i moi X>1. Téng trong vé phai chira s cac hang tir bang 1 diing bang sé cac tw nhién <X mala

[x]
binh phwong. Do d6 tdng nay bang [\/;] . Vivay Z}t(k){é} = [\/;J voi x>1.
k=1



CHUONG 5

PONG DU
1. Pong dw va cac tinh chat

Gid st a va b 1a cac s6 nguyén. Ta néi rang a dong dw véi b theo modulo m néu hiéu cia a va b
chia hét cho m. S dung ky hiéu dwoc dé xuat béi Gauss ta viét

(1) a=b(modm)

Cong thirc (1) twong dwong véi m|a—Db

R0 rang néu hai s6 nguyén la dong dw modulo m thi chdng c6 cuing s6 dw khi chia cho m.

Ky hiéu déng dw = dwoc st dung kha giong ky hiéu =

Taliét ké dwdi diy mot s6 mai lién hé gitra cic dong dw thirc va cic dang thirc

|. Tinh phdn xa: moi s6 nguyén la déong dw véi chinh né theo moi modulo, nghiala a = a(mod m)
v&i moi sO nguyén a va moi sO tw nhién m vird rang a—a =0 chia hét cho moi s6 tw nhién m.

Il. Tinh d6i xitng: @d6ng dw thirc (1) twong dwong véi dong du thirc b=a (mod M) vi ré rang cac
s6 a-bvab - a cung chia hét hodc cung khong chia hét cho m

lIl. Tinh két hop: néu a=b(modm) va b=c(modm) thi a=c(modm) vi ta c6 ding thic
a—c=(a—b)+(b—c) valuuy tdng ctia hai s§ chia hét cho m 1a mdt s8 chia hét cho M.

Ta c6 mot sé tinh chat khac cia dong du sau day.

Ta chitrng minh hai dong dw thirc v&i cing modulo cé thé cong hodc trir twong ng cac vé. That vay
gia st

(2) a=b(modm) va c=d(modm).

DE chitng minh a+c=b+d(modm) va a-c=b-d (modm) ta lwu y cic ding thirc
(a+c)—(b+d)=(a—b)+(c—d) va (a—c)—(b—d)=(a—b)—(c—d). Twong tu st dung ding
thte ac—bd =(a—b)c+(c—d)b, ta ching minh dwoc tr (2) suy ra dong du thirc
ac=hd (mod m). Hé qud la ta c6 thé nhdn theo vé hai dong dw thikc véi ciing modulo.

Cac dinh ly vé cac tinh chit céng, trir, nhin cac dong du thirc & trén cé thé mé rong cho hiru han
cac dong dw thirc.

Dinh ly vé phép cong cac dong du thirc chirng té ta cé thé chuyén vé ddi ddu moi hang t trong
mot dong dw thirc béi vi phép toan nay twong dwong véi viéc trir cic hang ti trong ca hai vé.

Tt tinh chit phép nhan cic déong dw thirc chirng t6 c6 thé nhin mot déng dw thirc véi moi s
nguyén tuy y va do dé ta c6 thé liy thira ca hai vé cia dong du thirc véi s6 mii bat ky.

Tuy nhién ta khong thé chia mot déng dw thirc cho mot dong dw thirc khac (ngay ca khi thwong sé
1a cac s6 nguyén). Chdng han 48= 18(mod 10) va 12=2(mod10) nhung khong c6 4= 9(mod 10) :
Do mét wéc s6 clia wéce s6 cia mot s6 nguyén ciing 1a wéc sé ciia s6 nguyén dé nén néu d | m thi
dbng du thire @ =b(modm) ching to a=b(modd).

Tinh két hop cda cac dong dw thirc cung véi tinh chit cong va nhan cac déong dw thirc chirng to
trong dong dw thirc cho trwdc ta cé thé thay moi hang tir hodc nhén tir bdi cac s6 dong dw véi nd.
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Quy tic nay khong ding véi cac liiy thira. Ching han dong thirc thire 2° = 4(mod 5) khong thé
thay thé béi dong du thire 2' = 4(mod 5) mic da 6=1(mod 5).

Gid stt f(X)=AX"+AX""+..+ A +A lada thirc bac N véi hé s nguyén. Ky hidu m 1a s8 tu
nhién va a,b 13 c4c s nguyén théa man a=b(mod m). Tir dinh ly vé cc liiy thira ty nhién va tinh
chat nhan cac déng dw thirc suy ra

A@"=Ab"(modm),

Aa"" = Ab"*(modm),

A_a=A,_b(modm),

A, = A (modm).
Cong lai ta c6 A@"+Aa" " +..+A_a+A =Ab"+Ab"" +..+A _b+A (modm). Nghia la
f (a) =f (b)(mod m). Ta da chirng minh dwoc

Pinh 1y 1. Néu f (x) la da thirc mgt bién X véi hé s6 nguyén thi déng duw thirc a=b(mod m) suy ra
dong dw thirc f (a) =f (b)(mod m).

Dinh 1y 1 cho ta quy tac cho biét mot sé c6 chia hét cho 9,7,11,13,27,37 hay khong.

Ky hiéu N 13 s tw nhién. Bi€u dién cia N trong hé thap phan dugc cho b&i biéu dién c6 dang
N =¢10"" +¢,10"* +...+c,,10+c, . Dit

(3) f(X)=c X" +C,X"? +...4C,X+C,

Khidé f(x) la da thirc hé s6 nguyén va

4) f(10)=N

Theo Dinh Iy 1 thi vi 10=1(mod 9) ta c6

(5) f (10) = f (1)(mod9).

Nhung f(1)=c,+C, +...+C, va hé qudla theo (4) va (5) thi N =c, +c, +...+C,(mod9) ching t3
moi s6 tw nhién N sai khac téng cac chir s6 ctua né trong hé co s6 10 mdt bdi s6 cia 9. Do d6 N
chia hét cho 9 khi va chi khi téng cdc chi¥ s6 ctia né chia hét cho 9. Téng quat hon néu ky hiéu S 1a

tong céc chir s ctia N (trong hé thap phan) thi véi cac s6 tw nhién N va N tacé N =5, (mod 9) ,
N'=s,.(mod 9) suyra NN'=s,s,.(mod 9).Vi NN'=s,.(mod 9) nén s, =5,S,.(mod 9).

T (3) va dong du thire 10 z—l(mod 11), Pinh Iy 1 suy ra f(10)= f(-1)(mod 11), do dé theo
(4) va (3) ta c6 (—1)”7l N =c,—C,+¢,—C, +...(mod11). Tir ddy ta nhan dwoc quy tic vé tinh chia
hét cho 11. Bay gi¢ ta tim cac quy tac vé tinh chia hét cho 7 hoic 13.

Ky hiéu (Cl,CZ,...,Cn )10 la s6 trong hé thap phén c6 cac chir s6 1a C,C,,...,C, (ky hiéu nay la cin
thiét dé phin biét véi tich cac chir sé6 C,C,,..,C)). Moi s6 tw nhién déu cé dang

N =(C, 5C,1Cy )y +(Co5Co_sCnos )y -1000+(C, €, 1€, 6 )y, -1000° +.... Vi 1000=-1(mod 7) va
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1000=-1(mod 13) nén ta c6 N =(C,,C,4C, ), —(Co_sCr6Cn_7 )y +(Co_eCn_rCog )y —--(MOAT7) va
dong du thirc twong ty cling nhan dwoc khi thay modulo 7 b&i modulo 13.

Cac dong du thirc nay ciing cho ta biét quy tac vé tinh chia hét cho 7 hoic 13. Chang han ta c6
N =8589879056 = 56 —879+589—8 theo cd modulo 7 va modulo 13. Vi sé trong vé phai cac dong
dw thirc nay (bang -242) 1a khong chia hét cho ca 7 1an 13 nén N khong chia hét cho ca 7 1an 13.

Cac quy tic v&i 27 va 37 duoc dua trén tinh chit 100 =1 theo mod 27 va mod37. Tir diy ta nhan
dwgc cidc quy tic twong tw véi cac trwong hop & trén. Chang han ta c¢6
N =24540509 =509+540+ 24 theo mod27 va mod37. S§ trong vé phai 1a 1073 c6 thé viét
thanh 1073=73+1 theo mod27 va mod37. S6 74 chia hét cho 37 nhung khong chia hét cho 27
vado d6sé N ciing chia hét cho 37 nhwng khong chia hét cho 27.

Bai tap. 1. Tim hai chit s6 tan cung cia s6 2'°°.

Lo gidi. Ta c6 2°° =1024 = 24(mod100) vi vay 2% = 24% =76(mod100) . Nhung 76> = 76(mod100)
suy ra theo quy nap 76 =76(mod100), k =1,2,.... Do d6 2'°° =2"% =76 =76(mod100). Vay
hai chit s6 tan cung ciia 2°° 1a 7 va 6.

2. Chirng minh rang it nh4t mot trong sdu déng dw thirc sau 1a dung (Erdos [10]): 1) X= O(mod 2),
2) x=0(mod3), 3) x=1(mod4), 4) x=3(mod8), 5)x=7(mod12), 6) x=23(mod 24) véi s6
nguyén X batky.

Chirng minh. Néu s6 nguyén X khoéng thoa min ca 1) va 2) thi n6 khéng chia hét cho 2 va 3 do d6
c6 dang 24t+ r v&i t 12 s6 nguyén va r 1a mot trong cac s6 1,5,7,11,13,17,19,23. Khi d6 dé dang
kiém tra s6 X =24t +r théa min cac dong dw thirc 3),3),5),4),3),3),4),6) twong rng. O

Ghi chu. P.Erdos [10] da dit ra bai toan sau day: cho trwéc sé tw nhién n, c6 ton tai hay khéng tip
hop hitu han cac dong du thirc véi modulo phan biét 1én hon N ma moi s6 nguyén théa man it
nhit mot trong sd chung? H.Davenport [2] dit ra gia thuyét rang ciu tra 1oi 1a khang dinh nhung
sé khéng c6 mot loi gidi don gian. P.Erdos da tw chirng minh gia thuyét nay trong truwong hop
n= 2 bang cach st dung mot s6 dong duw thirc véi modulo 13 wéc s6 cha 120. D.Swift da cho loi
giai v&i N =3 bang cach st dung cac dong du thirc véi modulo 12 wéc s6 cta 2880. Giad thuyét da
dwoc chitng minh véi moi N < 20 (Choi [1]).

3. Tim hai chit s6 tn cung cia sd 9v.

Loi gidi. Theo modulo 100 thi 9°=819"=812=61,9*=61=21,9°=21.9=89,9"°=89.9=1. Ta
c6 9°=9(mod 10) suy ra 9° =10k +9 véi k 1a s6 tw nhién. Vi vay tr 9°° =1(mod100) suy ra
9% =99 —g° = 89(mod 100) chitng to chir s tan ciing cla 9% 149 va chit s8 lign trwde d6 12 8.
4. Tim hai chi¥ s6 tin cung cia sd 9¥,

Loi gidi. Tt bai tap 3 suy ra 9° =9(mod 10) do d6 9% =10t+9 véi t 1a s tw nhién. Suy ra
9F =90 =g° = 89(mod 100). Vi véy hai chit s6 tn cling ctia 9% 14 hai chiv s6 tan cing clia 9¥
Ghi chi. Theo W.Lietzmann ([1] trang 118) thi sé cac chit s0 cia s6 nay 1én hon mot phin tw cia
mot triéu. Gauss da goi s6 nay la s6 1én vo han.

2. Nghiém cua cac dong dw thirc va hé thiang dw day da

Ky hiéu f (X) la da thirc bac n véi hé s6 nguyén va m la modulo cho trwéce. Tat ca cac s6 a ma

f (a)=0(modm) dwoc goi 1a nghiém ctia dong du thirc
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(6) f (x)=0(modm)

Tt Pinh 1y 1 suy ra néu a la nghiém cua déng dw thirc (6) thi moi s6 dong dw véi @ theo modulo
M ciling 1a nghiém cda (6). Do d6 c6 thé coi l&p tit ca cac s6 ¢ cung dong dw la mot nghiém don
cua dong dw thirc. Nghiém don nay c6 thé dwoc chon béi moi sé trong do.

Moi s6 nguyén l1a dong dw theo modulo m vé&i mot trong cac sé thudc day
(7) 012, ....m-1.

v A 7 \ a ~ Ny Y
That vay, ky hiéu a la s6 nguyén cho truécva r=a— m{—} .S6 r dong du véi a theo modulo m.
m

y a a a
Vi t—1<[t]£t véi moi s6 thue t nén ta ¢ E—1<[E}SE, suyra 0<r<m. Vivay r thudc day

(7) va do @6 moi s6 tw nhién a la dong dw theo modulo M v&i it nhit mot trong cac phan ti thudc
day (7). Mat khac, cic phan tr thudc (7) 1a cdc dong dw phan biét modulo m nén moi sé nguyén a
déng dw véi ding mét phan tir thudc (7). S6 nay goi la s6 dw cia a theo modulo m.

T4t ca cac s6 nguyén c6 cung sd dw r modulo m déu c6 dang MK + r véi k 1a s6 nguyén.

bé giadi dong du thirc (6) ( f (X) la da thirc hé s6 nguyén) ta chi cin tim cac s6 trong day (7) la

nghiém cua dong dw thirc d6. Vay (6) c6 thé dworc giai sau hiru han phép thir. Do d6 vé ly thuyét ta
c6 thé tim moi nghiém cua (6) (f (x) 1a da thirc hé s6 nguyén) hodc chirng minh f (x) vd nghiém.

Vi du. 1. Giai déng du thirc

(8) x°—3x*+2=0(mod7).

Ta sé tim xem trong cac s6 0,1,2,3,4,5,6 thi s6 nao thoa man (8). Lan lwgt thé 0 va 1 vao (8) ta thiy

113 nghiém va 0 khong phai nghiém cta (8). Twong tuw 2 khong phai nghiém. Ta c6 3° = 2(mod 7)

suyra 3* = 4(mod 7) va3=12= 5(mod 7) .Dod6 3 -3.33+2=5-3.2+2 El(mod 7) va vi vay 3

khong phai nghiém. Vé&i 4 ta c6 4k = —3(mod 7) suy ra #=-3= —5(mod 7) va do doé

4°-3.4*+2=-5-32+2=3(mod7) nén 4 khong phai nghiém ctia (8). Ta c6 5= —2(mod 7) suy

ra 5°=-2°=3(mod7) va 5°-35°+2=3-34+2=0(mod7) do d6 5 la nghiém. Ta c6
= —1(mod 7) suyra 6°—3.6°+2=-1-3+2= 5(mod 7) nén 6 khong phai nghiém. Viy déng dw

thiec (8) c6 hai nghiém 1a 1 va 5. Do d6 cic s6 nguyén X thoa min (8) déu c6 dang 7k +1 hoic

7k +5 véi k 1a s6 nguyén tuy y.

2. Giai dong dw thirc

(9) x* +x=0(mod 2)

Ta chi cin kiém tra xem (9) c6 ding v&i 0 hodc 1 hay khéng. Ca hai tredng hop déu théa man suy

ra moi s6 nguyén X déu l1a nghiém ctia (9). K&t qua nay ciing dwoc suy ra tir tinh chat x* va X ¢

cung tinh ch&n 1é va do d6 téng ctia ching ludn chan. Ta néi ddng dw thirc dung v&i moi s6 nguyén.

DPay la mot vi du cho thdy mot dong dw thirc c6 thé luén ding cho du cac hé sé khong phai boi s

ctia modulo. Mdt vi du khac 1a dong dw thire X* —x =0(mod 3). That vay X’ —x=(x-1)x(x-1) la

tich cta ba s6 nguyén lién ti€p nén trong d6 c6 mot so chia hét cho 3 va vi vay tich cta ching chia

hétcho 3. Taco X* —x= O(mod 3) v&i moi s6 nguyén X.
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3. Do (9) lu6n ding nén dong dw thire X* +X+1= O(mod 2) khong c6 nghiém. Twong tw dong dw
thitc X° = 3(mod 8) ciing khong c6 nghiém nguyén X vi binh phwong mét s6 1& chia 8 dw 1 va binh
phwong mot s& chdn chia 8 dw 0 hoic 4.

Ki hiéu m 1a modulo cho truéec, K 1a s6 tw nhién cho trwéc <m va a,,a,,...,a, 1a cic sé nguyén
khong &m <m. CAu hdi dit ra 1a khi nao thi dong dw thirc f (X) = O(mod m) ( f(x) 1a da thic hé

sO nguyén) c6 tat ca cac nghiém la a,,a,,...,8, (va cic dong dv ctia chiing modulo m).
Né&u m 13 s8 nguyén t3 thi rd rang ham cn tim 1a f (X)=(x—a,)(x—a,)...(x—a).

Néu m=4 va a,4a,,...,a,, k<4, 1a cic sé nguyén khéng 4m cho trwéc <4 thi cic nghiém cta
dong dw (x—al)(x—az)...(x—ak)EO(mod 4) la cac s6 a;,a,,...,8, (va cac dong dw cta ching
theo mobulo 4). Tuy nhién M.Chojnacka Pniewska [1] da chitrng minh rang khong ton tai da thirc
f(X)=a,x"+ax" " +..+a,,x+a, ma f(x)=0(mod6) thda man véi 2 va 3 nhung khéng thda
min véi moi s8 nguyén <6 khac. That vy, gid s f(X) c6 tinh chit d6. Khi dé
f (2) =f (3) EO(mod 6) suy ra 3f (2)—3f (3) EO(mod 6). Ta c6 3.2 =2.3 =0(mod 6) v&i moi
k=12,...nén 3f(2)=3a,(mod 6) va 2f (3)=2a,(mod 6). Do d6 3f (2)-2f(3)=a,(mod6)
suy ra &, =0(mod 6) nén f (0)=0(mod 6). Ta di chirng minh déng du thirc f (x)=0(mod 6) c6
nghiém X =0, mau thuin véi gia thiét 2 va 3 1 tit ca cac nghiém.

C6 thé chitng minh rang (Sierpinski [15]) néu m 1a hop s6 # 4 thi ton tai hai s6 nguyén a va b
khong c6 cung sd dw khi chia cho m va néu f (X) la da thirc hé s6 nguyén thi dong dw thirc
f(a)=f (b)=0(modm) kéo theo ddng du thirc f(0)=0(modm). Tir ddy suy ra néu m 1a hop
s6 #4 thi ton tai da thic bac hai f (X) =x*+aX+a, véi hé s6 nguyén ma dong du thirc
f (X) =0(mod m) c6 nhiéu hon hai nghiém.

Pay la mot tinh hudng kha giéng nhau gitra 1y thuyét cic dong duw thirc va ly thuyét cac phwong
trinh Diophante tuyén tinh mot bién. Thit vy, s6 nguyén X thda man dong dw thirc (6) khi va chi
khi ton tai s6 nguyén Y théa man f (X) =my. Vi vy dong du thic f (X) EO(mod m) twong
dwong v&i phwong trinh Diophante f (X) —my=0.

Vé&i nhitng 1ap luin twong ty ta chirng minh dwoc mot déng dw thirc ma vé trai la mot da thic
nhiéu bién hé s6 nguyén va vé€ phai 1a mot s6 cho trudc 1a gidi dwoc vé ly thuyét. Chang han déi voi
dong dw thire f (X, y) = O(mod m) voi f (X) 1a da thirc v&i cac bién X, Y thi chi cin tim xem trong
m® bd s6 X,y véi X va Y nhan moi gia tri 0,1,...,m—1 thi b s6 nao théa man dong dw thirc dé.
Céc phép thir nay c6 thé lam don gian hon dwa vao nhan xét néu a=c(modm) va b=d(modm)
thi f (a,b) = f (C,d )(mod m). Mot vi du don gian 1a xét dong dw thiee X* +y* El(mod 5). T4t ca
cac nghiém cia phwong trinh nay la (X, y)=(0,l),(0,2)(0, 3),(0,4),(1, 0),(2,0),(3,0),(4,0). Vi
véy trong moi nghiém ctia né cé diing mét sé chia hét cho 5. Pong dw thiee X° +y° +2° = 4(mod 9)
vO nghiém vi 14p phwong cia mét s6 nguyén thi dong dw véi 0,1, —1 theo modulo 9 va do dé tong
cua ba 1ap phwong khong thé dong dw véi 4.

3. Nghiém cua da thirc va nghiém cta dong dw thirc
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Néu phwong trinh f (X, y) =0 véi f (X, y) la da thirc hé s6 nguyén cé cac nghiém nguyén X, Y thi
r6 rang v&i moi s6 tw nhién M déu ton tai cac s nguyén X,Y ma sd f (X, y) chia hét cho m,
nghia 1a déng dw thic f (X, y) = O(mod m) c6 nghiém tw nhién m. Vi vy néu ton tai modulo m
ma dong du thic f(x,y)=0(modm) khong cé nghiém nguyén thi phwong trinh f(X,y)=0
cling khong c6 nghiém nguyén.

Vi du véi moi s§ tw nhién n thi phwong trinh X*+1-3y" =0 khong c6 nghiém nguyén vi
X+ 1 -3y"= O(mOd 3) khong c6 nghiém. That viy, vi mot binh phwong ctia s6 nguyén thi chia 3
dw 0 hodc 1, do d6 vé trai ciia dong du thirc chia 3 dw 1 hoic 2.

Tuy nhién néu phwong trinh f (X, y)=0 khéng c6 nghiém véi f (X,y) 1a da thtrc hé s6 nguyén
thi khong suy ra ton tai modulo m ma déng dw thic f (X, y) = O(mod m) vO nghiém. Chang han
phwong trinh (2x—-1)(3y—-1)=0 khéng c6 nghiém nguyén nhung doéng duv thirc
(2X— 1) (3y— l) = 0( mod m) lai c6 nghiém v&i moi s6 tw nhién M. That vy, moi s6 tw nhién m
déu c6 thé bidu dién dwoc dwéi dang m=2""(2x—1) véi k,x 1a céc s8 tw nhién. S6 2% +1 chia
hét cho 2+1=3 va do d6 ton tai s6 tw nhién Yy théa min 2*'+1=3y. Do d6
(2X —1)(3y —1) =2’m va tir day suy ra dong du thirc & trén 12 giai dwoc. D& dang chirng minh két
luén téng quat va chit hon: néu &,,, la cdc s6 tw nhién ma (a,,a,)=1,b,,b, la cdc s6 nguyén ay y

thi dong du thirc (a,x+b,) (a,y+b,)=0(modm) la gidi duwoc véi moi s6 tw nhién m ( Skolem [1]).

D& dang chtrng minh phwong trinh 2x* —219y® =1 khong c6 nghiém nguyén X,y bdi vi dong du
thirc 2x* =219y =1(mod3) 1a khong giai dwoc (that vAy, néu X 1a s nguyén, x* chia 3 dw 0 hoic
1vadodévi 219=3-73,s§ 2x* —219y? chia 3 dw 0 hoic 2).

Khé hon mot chit d& chitng minh phwong trinh 2x* —219y* =—1 khéng c¢6 nghiém nguyén.
T.Nagell [7] d3 suy ra két luan nay bang cach st dung mot dinh 1y téng quat hon v&i chirng minh
rat khé. Tuy nhién déng du thirc 2x* —219y® =—1(modm) (tai liéu da dan trang 62) 1a gidi dwoc

vé&i moi sO tw nhién m.

Ta trinh by chitng minh truc tiép phwong trinh 2x* —219y® =—1 1a khéng c6 nghiém nguyén
X, Y. Gid s phan chirng phwong trinh nay cé nghiém nguyén. Khi d6 cac s6 X,y déu khac 0. Ta
gid st cac s6 nay déu dwong. Hon nita gid st X,Y dwoc chon véi Y nhd nhat c6 thé. bat
X, =|293x—3066 Y|, Y, =—28x+293y. Khi d6 2x7 —219y/ =2x*—219y*. Hé qua 1a X, Y, théa
man phwong trinh. Ta khéng thé c6 X, =0 va do d6 X, 1a s6 tw nhién. Ta cling khong thé ¢6 y, <0

5849 y: ?

y? vado dé6 2x* —219y* > 2 ngn —1> y—, vo
392 392
ly. Vay XY, la cic sO0 tw nhién. Theo gia thiét thi y<Yy, nén-28x+293y>y suy ra
292 73 N A 2 539 2 N 2 2 _73 2 73 A X ) .2 - N
X<—y=—y vivdy X" <——y° va 2x° —219y° <——y° <—— < -1, mau thuan vé&i gia thiét
28 "7 T =g TR 8
X, ¥ 1a nghiém ctia phwong trinh. Vay phwong trinh khéng c6 nghiém nguyén X, Y.

vi néu nguoc lai thi x> 22;9; y suyra x° >

Bay gi¢ ta chtirng minh ring dong dw thitc 2x* —219y* = —1(mod m) la gidi dwoc véi moi s6 tw
nhién M. V6éi m 1a s8 tw nhién dit m=m.m, véi m =11 (@ nguyén >0) va (m,,11)=1. bt
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x =513"™" y =13""Y  vi (13,m)=1 nén theo dinh Iy Euler (Chwong 6) thi
13”™ =1(modm,). Do d6 13? (2x? —219y?) = 2-25-13°"™ =2.25-219 = ~13? (mod m, ) suy ra vi
(13,m)=1 ta c6 2x* —219y? =—1(modm,). Pat x, =7.127™* y, =11%™* vi (11,m,)=1 nén
117" =1(modm,) vay 112(2x} —219y2 ) = 2.49.11°"™ —219.11°"™) = 2.49-219 = ~11° (mod m, )
va do d6 vi (11,m,)=1 ta nhan dwoc 2x; —219y; =(modm, ). Bay gir vi (m,m,)=1 nén theo
dinh 1y s6 dw Trung Hoa (Chwong 1 muc 12) suy ra ton tai cic s6 nguyén X, Y thoa man

x=x (modm,), x=Xx,(modm,)

y=y,(modm,),y=y,(modm,)
Vi vay 2x*—219y? =2x7 —219y; =—1(modm,) va 2x*-219y’ =2x; —219y; =—1(modm,) do
d6 vi (m,m,)=1va m=mm,,2x*-219y* =-1(modm) ching té dong duw thirc & trén 1a giai
dwoc véi moi s6 tw nhién m .
Bay gio ta gidi mot dong dw thirc khdc ma vé trai khong cé dang da thirc. Xét

) 2" =x*(mod3).

Vi 22 El(modB) ta c6 2% EZX(modB) véi moi s6 nguyén khéng am X va k=0,1,2,... Vi

(x+3l )2 = x> (mod3) vé&i moi s6 nguyén x,| nén ta thdy néu X la nghiém ciia déng dw thirc (*) thi
X+6t, t=0,1,2,..., cling la cic nghiém cuta (*). Trong cac s6 0,1,2,3,4,5 thi chi c6 2 va 4 la nghiém
cua dong du thirc (*). VAy moi nghiém ctia dong dw thirc 1a 2+ 6t hodc 4+6t véit=0,1,2,....

Ghi chi. Cic s6 dong dw véi nghiém cta (*) theo modulo ctia dong dw thirc c6 thé khong phai
nghiém cua (*) ching han s 5.

4. Pong dw thirc bac mot

bat

(10) ax=b(modm),

véi M 1a modulo cho trwée va a,b 1a cac sé nguyén cho trwde. Ta da biét trong muc 2 thi dong dw
thtrc (10) twong dwong véi phwong trinh Diophante

(11) ax—my=>b

Tt Dinh ly 15 Chwong 1 thi phwong trinh (11) c6 nghiém nguyén X, y khi va chi khi (a,m)|b. Do
do6 day ciling la diéu kién can va dua déi véi tinh gidi dwoc cia dong dw thire (10).

Gia st cac diéu kién dwoc théa man ta sé tim phwong phép tinh tat ca cac nghiém cta (10) va tinh
s6 nghiém do.

bit d =(a,m) thisd b/d nguyén. Véi X, 1a nghiém cta dong du thirc (10) va X 1a nghiém tuy y
cia né thi ta c6 ax, =b(modm) va theo (10) thi ta c6 a(x—x,)=0(modm). Do d6 m|a(x—x,)

m a y
suy ra %|§(X—XO). Nhung vi d =(&,m) nén (E,Ejzl do do g 12 wéc s6 cia X—X, suy ra

m PRI A
X=X, +—1t voi t lasd nguyén.
d
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Nguwoc lai, xét s6 nguyén tiy y t va nghiém tuy y X, cia dong dw thic (10) va dat x = x, +%t ta
nhdn dwoc nghiém ctia dong dw thirc (10) vi ax = ax, +gtm =ax, = b(mod m) .

Bay gi¢r cho t I4n lwot nhin cac gid tri 0,1,2,...,d —1. Ta chitng minh cac s

(12) X, =X, +%t

la phan biét modulo m.

Thit vdy, néu X =x,(modm) thi theo (12) ta cé x0+gtzxo+gu(modm) va do dé

m
d
0,1,2,...,d 1.

(t—u)=mz v&i z la s6 nguyén, suy ra t—u=dz, v6 Iy vi t,u la cac s6 phan biét trong day

Cudi cung ta chitng minh rang méi nghiém cta dong du thirc (10) dong du theo modulo M véi
mot trong cac nghiém X, X, ..., X, ; (xac dinh trong (12)). That vay, néu X la nghiém cta dong dw

thirc (10) thi véi sé nguyén t tacod x =X, +%t. Dit r 12 s6 dw nhan dwoc khi chia t cho d.
Khi dé r la mét trong cacs6 0,1,2,...,d —1.Tacéd t = f +du v&i u la sé nguyén.

Vi vay x=X, +?t =X, +%(r+du)= x0+%r+mu =X, +mu, suy ra X=X (modm), didu phai
chirng minh.

Tt cac két qua nay ta c6

Pinh 1y 2. Déng du thirc bdc mét ax =b(modm) la gidi dwoc khi va chi khi b chia hét cho uéc s6

chung Ion nhdt d cia hé sé a cia X va modulo m. Néu diéu kién nay dwoc théa mén thi dong dw
thitc c6 diing d nghiém phdn biét theo modulo m.

Néu a va m nguyén td cung nhau thi d =1. Ta c6 hé qua

Hé qua. Néu hé sé cia X nguyén té cung nhau véi modulo M thi dong dw thitc bdc mot
ax =b(modm) cd diing mét nghiém.

Néu dong dw thic abe(mod m) la gidi dwoc va (a,m):d >1 thi dong du thirc
a_ b

m . \ a m .
q X= a(mod EJ nhan duoc tir dong dw thirc ban dau véi [a,aj =1 ciing gidi dwoc. Do d6 dé

giai cdc dong dw thirc bAc mot (trong tredng hop dong dw thirc 1a gidi dwoc) ta c6 thé gia st hé so
cua bién s6 va modulo la nguyén t& cung nhau. C.Sardi [1] da trinh bay mo6t phwong phap dé giai
cdc dong du thic nhw vdy. Xét ax=b(modm) véi a>1 va (a,m)=1. Hon nita dit

m , , m
a=m- a{—} thi 0<a, <a vi m khong chia hét cho a. Nhin ca hai vé véi —[—} ta nhan dwoc
a a
m \
ax=-b [E}(mod m), nghia la dong dw thirc v&i @ <a. Qua trinh nay lap lai va ta nhan duoc
a, =1, nghia 1a déng du thirc X =c(modm) véi nghiém duy nhit x=c.
5. Pinh ly Wilson va dinh ly Fermat nhé
Ky hiéu P 1a s6 nguyén té 1é va D 13 s6 nguyén khéng chia hét cho p.
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Cac cip s6 m,n thudc day

(13) 1,2,3,....p-1

dwoc goi la doi tich khi va chi khi dong dw thirc sau théa man
(14) mn=D(mod p)

Tlr dinh nghia nay suy ranéu m la sé doi tich véi n thi n déi tich véi m.

Ta sé& chirng minh v&i moi s6 thudc day (13) thi ton tai ddng mot s6 ddi tich véi nd. Xét m 1a s§
thudc day (13). Diéu kién cin va di dé X thudc day (13) 1a do6i tich cia m 1a mx = D(mod m) .Tw
dong du thirc mx=D(mod p) (véi m 1a s6 thudc day (13)) va theo hé qua ctia Dinh ly 2 thi dong
dw thirc cudi cung c6 ding mot nghiém. Do dé trong day 0,1,2,3,...,p—1 c6 ding mdt s6 thda
man dong dw thirc nay. S6 nay khac 0 vi D khong chia hét cho p. Suy ra trong diy (13) c6 ding
mot s6 thoa man déng du thirc & trén.

C6 thé xay ra truomg hop cac s§ ddi tich 1a bing nhau. Khi d6 (14) tré thanh m* =d (mod p) . biéu
nay chi c6 thé xay ra néu ton tai binh phwong dong dw véi D theo modulo p.Khi dé D dwoc goi
la thang dw bac hai modulo p. Trong trwong hop ngwoc lai, nghia la khéng cé binh phwong nao
dong dw véi D theo modulo p thi tanéi D khéng phai thang dw bac hai modulo P. Néi cach
khac s6 D khong chia hét cho p dwoc goi 1a thing dw bac hai hay khong phai thing dw bac hai
tly thudc vao viéc dong du thirc X = D(mod p) la giai dwoc hay khéng. Dau tién ta xét treong
hop D khong phai thing dw bac hai modulo P nguyén t6. Khi d6 mdi cdp cac ddi tich m,n chira
hai s6 phan biét thudc day (13). Do d6 tat ca cac s6 thudc day (13) cé thé chia thanh cac cdp déi
tich, s& cac cip nhw vy 1a ding bang (p—1)/2. T (14) tacé (p—1)/ 2 dong du thirc

m;n, = D(mod p),
m,n, = D(mod p),

m,,n,_, =D(mod p).

p-17p-1
2 2

Khi d6 nhéan cac dong du thirc nay theo vé va luu y tich mnm,n,..m,n , chinh la tich cac phan
2 2

tir thudc day (13) sai khac nhiéu nhit mot hoan vi. Ta ¢

(P*l) (

(15) (p-1)'= D% mod p).

Bay gi¢r xét trerng hgp D 1a thang dw bac hai modulo P . Khi d6 dong dw thirc
(16) x*=D(mod p)

la gidi dwoc. Ta tinh s6 cac so trong (13) ma thoa mian (16). Ta c6 thé gia st (16) 1a giai dwoc, khi
do trong day 0,1,2,..., p—1 c6 it nh4t mot s6 K 1a nghiém cta (16). Khéng thé cé6 k =0 vi theo gia
thiét thi D khong chia hét cho P. Do d6 s6 k 1a mot trong céc sé thudc day (13) va do d6 p—k
cling thudc day nay. S8 nay 1a khac k vi p lasg1é.Véi | = p—k taco I? =k?*(mod p) nén tir dong
du thitc k* = D(mod p) suyra 17 = D(mod p).

Vay néu D Ia thing dw bac hai modulo p thi trong diy (13) c6 it nhit hai s6 khac nhau ma cuing
thoa man dong dw thirc (16). Ta chirng minh c6 ding hai s6 nhw vay.
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Gia st X thudc diy (13) théa min ddng du thic (16). Vi k? = D (mod p) nén ta c6 x> =k? (mod p)
suy ra p|X2—k2:(X—k)(X+k).thzngvi P 1a sO nguyén t6 nén p|X—k hodc p|x+k. Néu
p|Xx—k thivi X va k cung thudc day (13) suyra X=K.Néu p|x+k thivi0<x<pvaO<k<p
dodé O<x+k<2pnéntacé Xx+k=p suyra x=p—k=1I.

Vay ta da chirng minh dwoc k va | 1a tit ca cic s6 trong diy (13) ma théa min dong dw thirc (16).
Do d6: néu D khéng chia hét cho sé nguyén td'1é P va la thdng dw bdc hai modulo P thi ddng dw
thitc (16) c6 diing hai nghiém.
Bay gitr ta bo cac s6 k va | ra khoi day (13). Khi d6 khéng c6 s6 ndo trong p—3 sd con lai thoa
mén dong du thirc (16) do d6 c6 thé chia ching thanh (p—3)/2 cip déi tich. Do d6 ta nhan duoc
(p—3)/2 dong du thtrc

mn, = D(mod p),

m,n, = D(mod p),

mp_3

2

n,, =D(mod p).

p-3
2

Vi kl=k(p-k)= k? = D(mod p) nén ta cé thé cong dong duw thirc kl =—D(mod p) vao cac dong

dw thirc & trén sau d6 nhan lai. Khi d6 vé trai ctia dong dw thirc nhan dwoc bang ( p —l)!. Do dé

1
(17) (p—l)z—DZ(pl)(mod p)
Ta thiy (15) hoic (17) dtng hay khéng phu thudc vao viéc D 1a thang dw bac hai modulo P hay
khong. Két hop lai ta viét
S0
(18) (p-1)!=+D?" "(mod p),
Céac d4u - va + trong vé phai dwoc 14y tuy thudc D 1a thang duw bac hai modulo p hay khéng.
bacbiétvei D =1 ta thiy 1 1a thing dw bic hai theo moi modulo P nén
(19) (p-1)!=-1(mod p).
Trong chirng minh tinh chit (19) c6 st dung téi gia thiét p 13 s6 nguyén t6 1, nhung két qua van
ding véi p =2 vi tathdy (2—1)!=1=-1(mod2). Vay ta c6 dinh ly
Pinh 1y 3 (Wilson). Néu p Ia s6 nguyén t6 thi (p—1)41 chia hét cho p.
Ménh dé nguoc lai cling dung. That vy, néu P la s6 tw nhién >1 va néu (p —1)!+1 chia hét cho
p thi p la sé nguyén t6. That vy, gid s phan chitng P khong phai s6 nguyén t6. Khi dé ton tai
wdcsd  cia P ma l<qg<p.S6 (p—l)!+1 chia hét cho P nén nd chia hét cho  nhwng vi
g<p,q<p-1nénq| ( p—l)! suyra (|1, mau thuan. Vay ta c6
Pinh ly 32. Diéu kién cdn va du dé s6 tw nhién n>1 la sé nguyén td la (n —1) W1 chia hét cho n.

Vay vé ly thuyét thi dé quyét dinh xem mot s6 tw nhién N>1 c6 phai s6 nguyén t6 hay khong ta
chi can st dung ding mot phép chia.
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T Dinh ly 3 suy ra v&i s6 nguyén to p thisé w, = {( p —1) L 1} / p 1a s tw nhién. C.E.Froberg [2]
da tinh cac s6 du nhan dwoc khi chia w, cho P véi cdc s6 nguyén t6 p <50000. Cac s6 nguyén t6
théa man p° | ( p —1) 1 dwoc goi la cac s6 nguyén t6 Wilson. Ttr bang cho béi Froberg thi trong
cac s6 nguyén t6 p <50000 chi c6 ba s6 nguyén t6 Wilson 1a 5,13 va 563.

T Pinhly 32 valuuy véi n>2 thi (n—1)'=(n—-2)!(n-1)=—(n-2)!(modn) ta cé

Pinh 1y 3¥ (Leibniz). S6 tw nhién n>1 la s6 nguyén té khi va chi khi (n—2)!=1(modn).(0!=1)

C6 thé chirng minh s6 tw nhién p >1 la s6 nguyén t6 khi va chi khi tén tai s6 tw nhién N< P ma
(n=1)!(p-n)!=(-1)" (mod p) (Dickson [7] tap 1 trang 64).

RO rang néu N 13 s8 tw nhién théa man n|(n—1)! thi n 13 hop s6. D& dang chirng minh néu n 1a
hop s6 #4 thi n| (n—l)!. That viy, néu n 1a hop so thi ton tai cic sd tw nhién a va b ma
n=ab,1<a<b,1<b<n.Néu a=b thi a va b 1a cic nhan t& phan biét ca tich (n—1)! va do d6
n = ab 1a wéc sd cla (n—l)!. Néu a = b thi n=a® vavi n la hop s6 #4 nén a>2. Vi vay
n=a’#2a vadodé a va 2a la cic nhan tir phan biét cia tich (n—1)!. Vay (n—1)! chia hét cho
2a’ va do d6 ciing chia hét choa® =n.Véi n=4 thitacé (n—1)!=31=6=2(mod4).

T Dinh 1y 3 suy ra ton tai hitu han cac s6 tw nhién n ma nk1 13 hop s6. Chang han cac s6
n=p-1véi p 1asdnguyén td >3.Khi d6 (p—1)!>2(p—1)=p+(p—2)> p. ASchinzel [14]
da chirng minh vé&i moi s6 hiru ty € # 0 thi ludn ton tai vo han hop sd nguyén c6 dang cnk1. Tuy
nhién ta chwa biét c6 tén tai vd han cac s6 nguyén té c6 dang N1 hay khong? Vi n <546 thi cac
s6 nguyén t6é c6 dang nay nhin dwoc véi n=1,2,3,11,27,37,41,73,77,116,154, 320,340,399, 427
(Buhler, Crandall va Penk [1]).

Ta cling chwa biét c6 ton tai v6 han cic s6 tw nhién k ma cac s6 B, = p,p,...p, +1 nguyén té hay
khéng? Cau héi twong tw véi P, 1 hop s6. Ta da biét mot s6 s6 nguyén t6 c6 dang P, 1a B, =3,
P,=7, P,=211 P, =2311, nhwng cic s6 sau diay P, =59-509, P, =19-97-277, P, =347-27953,
P, =317-703763, B, =331-571-34231 khong phai s8 nguyén t8. V&i K nam gitra 10 va 442 thi P,
la s6 nguyén t6 chi véi k =11,75,171,172,284 (Buhler, Crandall va Penk [1]). Tt Pinh ly 3 suy ra
ton tai vo han s6 tw nhién N ma n!-1 1a hop s8. Chang han v&i cacs6 Nn=p—2 v&i P 12 s6 nguyén
té6 >5. Ta chwa biét c6 ton tai v han cic sé nguyén to dang nay hay khong. Néu n <546, thi n!-1
la s6 nguyén t0 chi véi n= 3, 4,6, 7, 12, 14, 30, 32, 33, 94, 166, 324, 379, 427 (Buhler,
Crandall va Penk [1]).

Ttwr cac cong thirc (15), (17) va Pinh ly 3 suy ra
Pinh 1y 4. Néu s6 nguyén D khoéng chia hét cho s6 nguyén té'1é P thi

1
(2 0 ) DE( p-1)

=+1(mod p),

Trong dé cdc ddu + hodc- dwoc Idy tiy thuéc D c6 phdi la thdng dw bdc hai modulo P hay khéng.
Binh phwong hai vé cia (20) ta nhan dwoc

Pinh 1y 5. Néu s6 nguyén D khéng chia hét cho sé nguyén té p thi

(21) D** =1(mod p)
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bay 1a dinh ly nho Fermat. Pinh Iy nay dwoc Fermat phat biéu (khong kém theo chirng minh) vao
nam 1640. Loi gidi dau tién dwoc trinh bay béi L.Euler nam 1736.

Chirng minh & trén ctia cong thirc (20) khong ding khi p =2 nhung ta c6 thé thdy (21) van ding
vivéi D khong chiahétcho p=2 nénnélasélévadods D sl(mod 2) :

Pic biét tir Pinh 1y 5 suy ra néu P 1a sé nguyén & 1é thi 2°" —1 chia hét cho p. Cac nghién citu
xem khi ndo thi 2°*—1 chia hét cho p® da dwoc tién hanh. V&i p <6-10° thi chi c6 hai s§ duoc
timrala p=21093, p=3511 (Brillhart, Tonascia va Weinberger [1] va Lehmer [9]).

U'ng dung don gian ctia Pinh 1y 5 cho phép tinh tit cd cac nghiém ctia dong du thirc ax = b(mod p)
véi P 1a s6 nguyén t6 va a khong chia hét cho p. Thatvay, x =a’ b 1a nghiém vi theo Pinh 1y 5
taco a”* =1(mod p) suy ra ax=a’"b=h(mod p).

Hé qua truwc tiép ctia Pinh 1y 5 1a

Pinhly 5. Néu P Ia s6 nguyén t6 thi véi moi sé nguyén a tacé pla® —a.

Nguwoec lai, Pinh 1y 5 dwoc suy ra tir Pinh ly 5%. That vy, néu a la sé nguyén khong chia hét cho s6
nguyéntd p thitr p|a®’ —a=a(@*")—1suyra a”* =1 (mod p).

Cac dinh ly Wilson va Fermat dwgc két hop thanh dinh 1y duy nhat cé dang sau day (Moser [4])
Pinh ly 6. Néu p la s6 nguyén té va a la s6 nguyén thi

(22) pla®+(p-1)la

That vay, tir Pinh Iy 3 suy ra (p—l)!z—l(mod p) vado ds af +( p—l)!a =aP —a(mod p). Theo
Pinhly 5% suyra a” —a= O(mod p) nén (22) dwoc kéo theo.

Mat khac, néu Pinh ly 6 dung thi véi a =1 tir cong thirc (22) c6 thé suy ra Dinh 1y 3. Vi viy véi moi
s6 nguyén a ma dong du thic a” +(p—1)la=a’—a(mod p) dwoc théa man thi tir (22) c6 thé
suyra 8’ —a= O(mod p) .Do d6 Pinh ly 5% dung va n6 twong dwong véi dinh Iy Fermat nho.

Dé dang chirng minh dang chung cta dinh ly Fermat nhé va dinh ly Wilson twong dwong véi

Pinh 1y 6°. Néu p 1d s6 nguyén té'va a la sé nguyén thi p|(p-1)!a’ +a

Trong méi lién hé nay cac tac gia Dickson [7] tip 1 trang 84-86 va T.Szele [1] di chitrng minh dang
téng quat sau diy cta Dinh ly 52, dang tong quat nay dwoc dit ra bdi J.A.Serret ndm 1855: véi moi

s6 tw nhién M va s6 nguyén a thisé > u(d)a”™ chia hét cho m.
djm

Vi vay, véi moi s6 nguyén a va hai s6 nguyén t§ phan biét p va ( tacé pg|a™—a’—a‘ +a.

Ta c6 mot hé qua khac cia Pinh 1y 5

Pinh 1y 7. Tén tai v han sé nguyén té c6 dang 4Kk +1 véi k la s6 tw nhién.

Chirng minh. Xét n 12 s tw nhién tuy y >1 va dat

(23) N =(n!)’+1

S6 N 1éva >1.Ky hiéu p la wéc s6 nguyén t6 nho nhit cia N . Theo (23) thi p>n.Do P l1é nén
né c6 dang 4k +1 hoiac 4k+3. Theo (23) ta c6 (n!)2 =-1(mod p) va lily thira ca hai vé lén
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(p-1)/2 lantacé (n!) P (—1)(p_l)/2 (mod p). Nhung n! khong chia hét cho p va theo Dinhly 5,

ta co (n!)pfl =1(mod p) suy ra
(o)
(24) (-1)2"" =1(mod p)

1
Khong thé c6 p =4k +3 vi néu nhu vay thi tir (24) suy ra (—1)5(')71) = (—1)2k+l =—1=1(mod p) do
d6 p|2,vdly. Vay p phaico dang 4k +1.
Do d6 ta da chirng minh dwoc véi moi s6 tw nhién n>1 thi ludn tén tai sé6 nguyén t6 P>N co6

dang 4k +1. Cac wéc s6 nguyén to cia s6é cho bdi (23) théa mian tinh chit nay. Dinh ly 7 dwoc
chirng minh.

Ta cling chitrng minh dwoc ¢ vé han cc s6 nguyén t6 c¢6 dang 4K +3. That vay, ky hiéu n 1a so tw
nhién tuy y > 3 va dait

(25) N, =nk-1

thi N, las61é >1 vavithé cic wéc s6 nguyén t6 clia n6 déu 1é. Néu tat ca cic wdc s6 cia nd déu co
dang 4k +1 thi N, cling c6 dang 4k +1. Nhwng diéu nay khéng ding véi n > 3. Vay véi moi s6 tw
nhién n > 3 thi ton tai s6 nguyén t6 P >N cé dang 4k + 3. Vi viy

Pinh 1y 7°. Ton tai v6 han s6 nguyén té cé dang 4K +3 véi K la sé tw nhién.

Véi s6 thwe cho trweée X >1 ky hiéu 7[1(X) 12 s6 cac sO nguyén td <X c6 dang 4k +1 va z, (X) la
s6 cac s8 nguyén t8 <X c6 dang 4k+3. Pat A(X)=7,(X)—7,(X). Ndm 1914 ].E.Littlewood da
chirng minh rang ton tai vo han sg tw nhién N ma A(n) >0 va ton tai vd han s6 N ma A(n) <0.
Tuy nhién t&i tAn ndm 1957 thi ta vin chwa tim dwoc s6 N ndo ma A(n) <0. S& dung may tinh
dién t&r EDSAC, J. Leech [1] da tinh cac s6 A(n) véi N1 <3000000 va chirng minh dwoc s6 tw nhién
nhé nhit N ma A(n)<0 1a n=26861.Véis6 n dé tacé 7, (n)=1473, z,(n)=1472 va A(n)=-1.
Ta tinh dwoc A(623681) =-8, A(627859) = A(627860) =.= A(627900) =0, A(2951071) = 256.
T Dinh Iy 5 suy ranéu P 1a s6 nguyén t6 thi a”™* El(mod p) voi a=12,...p—1.Cong p—1 dong
du thtre ta ¢6 1P+ 27 +..+(p-1)"" = p—~1(mod p). Vivay p|1"*+2°*+..+(p—-1)"" +1 voi
moi s6 nguyén t& P . G.Giuga [1] da dit ra gid thuyét rang tinh ch4t nay khong ding véi cac hop s6.
Gia thuyét nay dwoc E.Bedocchi [1] @ chitng minh véi p <107,

Dinh ly sau day la hé qua ctia Pinh ly 3.

Pinh 1y 8. Néu p la sé nguyén t6 c6 dang 4K +1 véi K la sé tw nhién thi

(2]

Chirng minh. T $(p—1)=2k suyra

(26) p

1-2-3...%(p—1)=(—1)(—2)...(—p7_1}z(p—l)(p—2)---p7+1(m0d p):

@ Xem phu lyc muyc b sung cho cac chitng minh
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2
Do d6 KpT_lH 1. 2...%‘1.'07”...( p—1)=(p—1)'=—1(mod p) va suy ra (26).
Dwa theo DPinh ly 8 ta chirng minh

Pinh ly 9 (Fermat). Moi s6 nguyén té p c6 dang 4K +1 déu la téng ctia hai binh phwong.

Chirng minh. Gia st P la s6 nguyén t6 c6 dang 4k+1 va a =(p7_1j!. Theo Dinh ly 8 ta c6
p| a’+1 do do a nguyén t6é cung nhau véi P. Theo dinh Iy Thue (Chwong 1 muc 13) thi ton tai
hai s tw nhién X,y < \/E ma v&i cach chon cac diu + va - thich hgp thi ax+y chiahétcho p. Vi
vay suy raso a’x’ -y’ = (ax— y)(ax+ y) chia hét cho p.Do d6 a’x* -y’ = (ax— y)(ax+ y) chia
hét cho p va a’x’+x*=(a’+1)x’ chia hét cho p (vi p|a’+1l). H¢ qua la s8
X*+y? =a’x® +x° —(azx2 - yz) chia hét cho p.Nhungvi X, Y 1a cdc s6 tw nhién <,/p nén chiing
déu <./p vi P 128 nguyén t8 va khong phai binh phwong mét s tw nhién. Do d6 X* + y* 13 s6 tw
nhién >1 va <2p va hon nita n6 chia hét cho p do d6 né bang P, nghiala p= X+ yz. Chirng to
P 1a tong cua hai binh phwong cac s6 tw nhién. o
Cac s6 c6 dang 4k +3 (khdng nhat thiét nguyén t6) khong thé biéu dién duoc thanh téng cia hai
binh phwong vi mot binh phwong chia 4 dw 0 hodc 1, do d6 téng hai binh phwong chia 4 dw 0,1

hoic 2. Chirng t6 trong cac s6 nguyén t6 thi chi c6 2=1% +1% va cac c6 dang 4k +1 13 téng ctia hai
binh phwong cac s6 tw nhién.

H.Davenport [2] (trang 120-122) da trinh bay bén cich phan tich sd nguyén t6 c6 dang 4k +1
thanh tong hai binh phwong. Cac cdch dé dwoc cho bédi Legendre (1808), Gauss (1825), Serret
(1848) va Jacobsthal (1906). Cach xay dwng don gian nhit (khong kém theo chirng minh) thudc vé
Gauss. Néu p =4k +1 1a s6 nguyén t6 ta 14y cac s6 nguyén X,y ma X E(2k)!/2(k!)2 (mod p) va
y =(2k)!x(mod p) véi|X <L p, |y|<Lip.Khidé p=X"+Yy’. Cic chirng minh dwoc trinh bay boi
Cauchy va Jacobsthal déu khong don gian. Cac tinh toan cac s6 X,Y 1a khong dé. Ching han véi
p =29 thi x=14Y2.(71)" =1716 =5(mod 29), y =14!x=14}5=2(mod 29) suyra x =5,y =2.

Ta khong biét c6 ton tai vo han s6 nguyén t6 P ma p=x° +(X+1)2 v&i X 1a s6 tw nhién hay
khong. Cau tra 1o khang dinh dwoc suy ra tir gid thuyét H (Chwong 3 muc 8). Chang han ta c6
5=17+2?2, 13=22+3?, 41=4*+5%, 61=5°+6%, 113=7%+8%, 181=9°+10?, 313=12°+13,
421=14% +15%, 613=172+182, 761=19%+20°.

Gia thuyét néi rang ton tai vd han sé nguyén t6 ma mdi s6 déu 1a téng cia hai binh phwong lién
tiép 12 twong dwong véi gia thuyét néi ring ton tai vo han s6 nguyén td p ma 2p=a’+1 véi a 1a
s6 tw nhién. That vay, gia st p = x° +(X+1)2 véi X 12 s6 tw nhién thi 2p = (2X+l)2 +1. Nguoc lai
néu 2p=a’+1 v6i a 13 s§ tw nhién thi véi p>2 s§ a 1é6 >1 va do d6 a=2x+1 véi X 1a s8 tw

nhién. Suyra 2p = (2X+1)2 +1nghiala p=x° +(X+1)2.

Tir gia thuyét H suy ra ton tai v han s6 nguyén t6 p ma p=a’+b’ véi a va b 1a cic s6 nguyén
t0. Chdng han 13=2%+3?,29 =27 +5%,53=2%+7%,173=27 +13%,293 = 2° +17%,1373 = 2° + 37°.

Ciing tir gia thuyét H suy ra ton tai vo han cic s6 nguyén t6 1a tong ctia ba binh phwong lién tiép
cic s& tw nhién. Chang han 29=2°+3"+4%149=6"+7°+8,509=12>+13" +14%,
677 =14° +15% +16°, 1877 = 24° + 25° + 26°. Trong mdi lién hé nay ta lwu y rang gia thuyét H suy
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ra ton tai v han sé nguyén t6 ma mdi s6 déu 1a téng ba binh phwong cac s6 nguyén t6 1é phan biét.
Chdng han 83=3"+5°+7%,179=3"+7°+11%,419=3"+11° +17%,563=3° +5° +23°. D& dang
chirng minh trong cac binh phwong nay luén phai c6 s6 32.

Mot hé qua khac co thé suy ra tir gia thuyét H 1a véi moi s6 tw nhién n thi ludn ton tai vo han so tw
nhién X ma x* +n® 1a cac s6 nguyén té.

C6 thé chitng minh rang véi moi s6 tw nhién n thi luén tén tai s6 nguyén t6 P théa min
p=a’+b’ véi a>n va b>n (Chwong 3 muc 7).

Néu mot s6 nguyén to 1a tong ctia hai hodc bdn binh phwong cic s6 nguyén té phan biét thi mot
trong cac sd nguyén t8 d6 phai bang 2. Néu mot s6 nguyén td 1a tdng cta ba binh phwong cac s6
nguyén td phan biét thi mot trong cac s6 d6 bang 3. Tuy nhién tir gia thuyét H suy ra v&i moi s6 tw
nhién n thi ton tai s6 nguyén t6 q > p,,; mas6é p=p+p,+ P2, + P-.;+0q° nguyén td. Ching
han 373=3"+5° + 7% +11* +13%,653=5° + 7% + 11> +13* +17%,1997 = 7° +11% +13° +17° + 37°.

Bay gi¢ ta chirng minh néu phép phan tich mdt s6 nguyén t6 thanh tdng cta hai binh phwong tw
nhién 1a ton tai thi biéu dién d6 1a duy nhat sai khac cac hoan vi. Ta chirng minh ménh dé tong quat
sau day

Pinh 1y 10. Gid str a va b la cdc s6 tw nhién thi néu ton tai biéu dién ciia s6 nguyén t6 P dwdi dang
p=ax’+by? véi X, Y la cdc s6 tw nhién thi biéu dién nay la duy nhdt (khong tinh hodn vi X va Y
néu a=b=1).

Chirng minh. Gia st vé&i s6 nguyén té p
(27) p =ax’ +by* =ax’ +by;

Véi X, Y, %, ¥, 12 cdc s6 tw nhién. Rd rang (X,y) =(x,, y;) =1. T (27) ta c6

p? = (axx, +byy, )" +ab(xy, - yx )" = (axx, —byy, )" +ab(xy, + yx )’

Nhung (ax¢, +byy, )(xy; +yx,) = (ax” +by* )y, +(ax’ +by; ) xy = p(X,y; +Xy). Do d6 it nhat mot
trong cAc nhan tir & vé trai phai chia hét cho p.Né&u p|axx, +byy, thi tir cong thirc thir nhit cla
p? suy ra Xy,— Y% =0. Do d6 x/y=x/Yy, ma (% y)=(%.¥;)=1 suy ra X=X, y=Y,. Néu
| Xy, + Y, thi tir cong thirc thir hai cia p® suy ra p°>abp®. Diéu nay chi c6 thé khi a=b=1.
Nhung XX —Yy; =0 nén x/y=y,/x ma (x,y)=(X,y,)=1suyra X=Y,, y=X_. Vay cdc phan
tich p=X*+Yy°va p=X +Y; chisai khac tht tw cac hang ti. Pinh 1y 10 dwoc chitrng minh. o

Hé qua truc tiép ctia Pinh ly 10 12 néu mot sd tw nhién c6 hai (hodc nhiéu hon) biéu dién thanh
dang ax’ +by’ véi X,y 1a cac s tw nhién thi né phai 1a hop s6. Ménh dé nguoc lai khong ding.
Chdng han s6 14 c6 duy nhit mot biéu dién c6 dang 14 = 2x* +3y® véi X,y 12 cac s6 tw nhién
(x=1,y=2) vas6 15 la hop s6 nhwng khéng c6 biéu dién nao dwéi dang 15= 2x% +3y% véi X,y
12 cAc s8 nguyén. S§ 18 c6 bidu dién duy nhit dwéi dang 18 = X* +y® véi X, Y 1a cic s6 tw nhién véi
X =y =3. C4c s6 25 va 45 c6 bidu di&n duy nhit khong tinh cic hodn vi c6 dang X +Y° véi X,y 1a
cc s6 tw nhién, d6 1a 25=3" +4%, 45=3" +6°,

Tuy nhién ta cé dinh ly sau day

Pinh 1y 11. S6 tw nhién cé dang 4K +1>1 la sé6 nguyén t6 khi va chi khi né cé diing mét biéu dién
(khéng tinh cdc hodn vi) dwéi dang téng ctia hai binh phwong cdc s6 nguyén =0 va trong biéu dién
dé cdc binh phwong la nguyén té cung nhau.
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Chirng minh. Gia st s6 p =4k +1 nguyén t6. Thé thi theo Pinh Iy 9 va 10,s6 p c6 ding mdt biéu
dién (khong tinh cac hoan vi) dwéi dang P =X +Y* véi X, y 1a cdc s6 tw nhién. R rang trong biéu
dién nay thi X, Y 14 cc s6 nguyén t6 cling nhau. Vi néu ngwoc lai (X, y)=d >1 thi d*| p voly. vay
ta da chirng minh dwegc diéu kién cin. D€ chirng minh diéu kién dud ta chirng minh b6 dé sau day

B6 dé. Néu hai s6 tw nhién cé dang 4K +1 véi kK >0 déu la téng ctia hai binh phwong cdc sé nguyén

thi tich ctia chiing khéng théa mdn cdc diéu kién ctia Pinh ly 11.

Chirng minh bé dé. Gia sr m= a’+b?, n=c?+d? véi a,b,c,d 1a cac sb nguyén. Ta c6
(28) mn =(ac+bd )’ +(ad —bc)’ = (ac—bd )* +(ad +bc)’

Gia st hai biéu dién méi nhan dwgc nay cia s6 MN chi sai khac thi tw cac hang ti. Thé thi
ac+bd =ad +bc hoic ac+bd =|ac—bd|. Trong truong hop thit nhat ta c6 a(c—d)=b(c—d)
nhung ¢#d vinéu c=d thi n=2¢” mAu thuin véi viéc N 13 s61& nén a=b. Nhung didu nay 1a
khong thé vi M 1a s6 1é&. Trong trwong hop con lai, nghia 13 ac+bd=|ac—bd| ta c6
ac+bd =ac—bd hoic ac+bd =bd —ac. Trong trweong hop thir nhat thi bd =0 va do d6 b=0
hodic d=0.N&u b=0 thi m=a® véi a>1 va mn =(aC)2 +(ad )2 véi ac va ad cé wéce s6 chung
>1 vado d6 mn khong théa man cac diéu kién ddt ra trong Pinh 1y 11. Trong trwong hop thi hai
taco ac=0 vado d6 a=0 hoic ¢=0, chirng minh twong tw trrdng hop trwdc suy ra MmN khong
théa man cac diéu kién dat ra trong Dinh ly 11. Vi vy chi cin xét tredng hop phén tich (28) khong
chi sai khac thir tw cac hang ti. Trong trwong hop nay ré rang MN khong théa man cac diéu kién
trong Pinh ly 11. B6 dé dwoc chirng minh. o

Ta chirng minh diéu kién dd. Gia st phan chitng rang S=4k+1>1 théa man cac diéu kién trong
Pinh 1y 11 va khong phai s6 nguyén t6. Goi p la wéc sé nguyén to tuy y ciia S. Ré rang p la sé lé.
Né&u p bing 4t+3 thi vi gia thiét s=a’+b” véi (a,b)=1ta c6 a’ =-b*(mod p) tir day liy thira

ca hai vé 1én s6 mii %( p—1)=(2t+1) thitheo Pinhly 5tacé 1= —1(mod p), nghia la 2| p, digu

nay 1a khong thé. Vi vy p phai c6 dang 4t+1 va do d6 theo Dinh ly 9, p 1a téng cta hai binh

phwong céc s6 tw nhién. Do d6 mdi wéc s6 nguyén td cia S déu 1a tdng hai binh phwong cac s6

nguyén nén theo (28) cac wéc s6 ciia S ciing c6 tinh chat nay. Néu s6 S 1a hgp s6 thi né 1a tich cia

cac s6 tw nhién n,m >1 ma mdi s8 1a téng binh phwong hai s6 nguyén c6 dang 4t +1 (vi cac wéc s

nguyén to cia n6 déu cé dang nay) nén theo bé dé thi s6 S=mN khong théa man cac diéu kién

trong Pinh 1y 11, mau thuln véi gia thiét. Dinh Iy 11 dwoc chitng minh. o

Ap dung Pinh 1y 11 ta thdy dé kiém tra xem mot s6 tw nhién cho truéc N c6 dang 4K +1 c6 phai la
2

s6 nguyén t6 hay khong thi ta xét day n—0%, n-1°, .., n —([«/ﬁ]) va kiém tra xem c6 s6 nao

la binh phwong hay khong.

St dung Pinh ly 11 theo cach nay thi vao ndam 1960 T.Kulikowski, v&i sw tror gidp cia may tinh

EMC tai Warsaw Polytechnic, da chira s§ 2* —7 12 nguyén t8 vi né chi c6 duy nhit mét biéu dién

thanh téng hai binh phwong cac s6 nguyén 1a 2% —7 =64045° +738684° va cic s6 nguyén nay 1a

nguyén td cing nhau. Cac s6 2" -7, n=4,5,...38, déu 1a hop s6. Bai toan tim s§ nguyén to c6 dang

2" —7 dwoc ditra bdi P.Erdos vao ndm 1956.

Bai tap. 1. Chirng minh ring cac s6 tw nhién N>1 va N+2 tao thanh mot cdp s6 nguyén tb sinh

do6i khi va chi khi déng dw thirc

(29) 4((n-1)4+1)+n=0(modn(n+2))
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dung (Clement [1], véi N >3 xem Coblyn [1]).
Chitng minh. Gid st N va N+2 deu 1a s6 nguyén t6. Theo Dinh 1y 3 thi (n—1)4+1=0(modn) va
(n+1)4+1=0(modn+2). Nhwng vi n=—2(modn+2) va n+1=-1(modn+2) nén suy ra ta c6

(n +1)!z(n—1)!2(mod n+2) . Suy ra vé trai cda (29) chia hét cho n do dé
4((n-)41)+n=(n+1)12+2+n+2=2((n+1)4+1)+n+2=0(modn+2)

Vi vay vé trai cia (29) ciing chia hét cho N+2. Nhung cic s6 N, N+2 1a cic s6 nguyén td phan
biét nén vé trai cia (29) chia hét cho n(n + 2) vado d6 (29) dwoc théa man.

Bay gir gia st v&i s6 tw nhién N >1thi dong dw thirc (29) dung. Néu N chdn nghiala n=2K véi k
1a s6 tw nhién thi khi @ n—1<k suyra k|(n—1)!va 2k|(n—1)!4. Hé quala (n—1)!4=0(modn)
ma theo (29) suy ra 450(mod n) va 2k |4, suyra k|2 nén k=1 hoic k=2 do d6 n=2 hoic
n=4. Nhung dong dw thic (29) khong dung véi n=2 va n=4. Vi viy (29) kéo theo
(n—1)4+1=0(modn) va theo Pinh Iy 3* thi n 1a s6 nguyén t6. Cudi cling vé&i s6 tw nhién N thi
déng du thirc 4((n —1) !+1)+ n= 2((!‘1 +1) !+1)(mod n+ 2) ddng, suy ra tir (29), st dung tinh chat
n+2 1é,ta céd (n —1) 1= O(mod n+ 2) . Vivay st dung Pinh ly 3% ta c6 n+2 1a s6 nguyén t8. Vay
N, N+ 2 la cdp sO nguyén td sinh déi. o

2. Ching minh ring néu n=a’+b’=c’+d* véi ab,c,d 13 cic s6 tw nhién théa min

axb,c>d,a>c, (ab)=(c,d)=1 thiss

ac+hd
(ac+bd,ab+cd)

(30) o=

la wéc s ctia N théaman 1<d<n.
Chitng minh. Néu n=a’ +b”* =c” +d” thi
31) {nz =(ac+bd)’ +(ad —bc)’ = (ad +bc)’ +(ac—bd )’
(ac+bd)(ad +bc)=n(ab+cd)
Vivay n|(ac+bd)(ad +bc). Néu n|ac+bd thitheo (31) tacé ad —bc=0 suyra a/b=c/d, ma
(a,b)=(c,d)=1 suy ra a=c, va (a,b)=(c,d)=1 suy ra a=d, mau thuln véi gia thiét

a>c>d.Cicss n,=ac+bd va n,=ad +bc deu khong chia hét cho n, vi tir tinh chat n|n, n,

bai tip 2 Chwong 1 muc 6 va cong thirc (31) suyra 6 lawdcsdclasd n val<o<n,

3. Chirng minh dinh Iy sau day cta Liouville [1]: néu P ld s6 nguyén té >5 thisé (p—1)41 khéng
phdi liiy thira bdc K ctia P véi moi sé tw nhién K.

Chirng minh. Nhw da chirng minh & trén, néu s tw nhién n 1A hgp s6 #4 thi n|(n—1)!. Do d6 néu
p l1a s6 nguyén t6 >5 thi p—1|(p—2)! suyra ( p—l)2 |(p—1)!. Mit khac ap dung cong thirc nhi
thirc cho (1+(p—1))* = p* véi K 1a s6 tw nhién thi (p—1)° |L+k(p—1)— p*. Néu (p—1)+1=p*
thi (p—1)*|k(p—1)—(p—1)!, theo cdng thirc (p—1)°|(p—1)! suy ra (p—1)°|k(p—1) va do dé
p-1/k suyra k> p-1nén (p-1)+1= p“ > p*, voly vi (p—l)s(p—l)p_z.
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4. Chirng minh rang néu P 1a s6 nguyén t6 >5 thi s6 (p—l) +1 c6 it nhat hai wéc s6 nguyén td
phan biét.

Chirng minh. Theo Dinh ly 3 thi s§ (p—1)H1 c6 it nhdt mot wére s6 nguyén 8 P. Theo bai tap 3
thi s6 nay khong phai liy thira bac k ctia p v&i moi s6 tw nhién k do d6 né phai cé wéc s6 nguyén
té khac. o

5. Chirng minh dinh 1y Lerch [1] néi rang néu P 1a s6 nguyén t6 1é thi

1227+ (p-1)" = p( p—1)!(mod p*)

(p-1)+1

Chitrng minh. V&i P la s6 nguyén t6 1é thi theo Pinh ly 3 s6 nguyén. Goi r la sé dw

(p-1)H1

nhin dwoc khi chia s6 nay cho p thitaco T = r(mod p) . Vivay (p —l)! = pr —1(mod pz).

p-1_

Theo Pinh 1y 5 véi a=1,2,...p—1 thi sd nguyén, goi I, 1a s dw nhan dwoc khi chia s6 dé

abt -1
cho p thi =r_ (mod p).Do dé
(32) a’* = pr, +1(mod p°)
Suy ra

(( p—l)!)pfl =17"2°" (p-1)"" =(pr, +1)(pr, +1)...(pr,, +1) =1+ p(f + 1, +...+r,, ) (mod p*)

Nhung vi (p—1)!= pr—1(mod p®) suy ra

(( p—l)!)pf1 =(pr-1)"" =1-(p-1) pr=1+ pr(mod p2)
So sanh v&i cong thirc cua (( p —1) !)p_1 taco p(l’l +0 4.+ rp_l) = pr(mod p2) suy ra theo (32)
P20+ (p-1)" = p(n+n 4t )+p-1
=pr+p-l=(p-1)4 p(mod pz)
6. Chirng minh rang moi s6 nguyén t6 p >5 déula wécsd ciasé n, =111...1 duoc biéu dién trong
hé thap phin véi p—1 chirso 1.
Chitng minh. Xét s6 nguyén t6 p >5. Khi d6 (10, p)=1 va 9n =10""—1. Theo Dinh ly 5 thi
107! El(mod p) suyra p|9n,. Nhung vi (p,9) =1 (v6i p lasénguyéntd >5)tacoé p|n,. o
7. Chtrng minh rang néu P 1a sd nguyén t6 va C 1a s6 nguyén thi ton tai vd han sé tw nhién X thda
man diy v6 han cidc dong dw thirc sau
(*) x=c(mod p), x*=c(modp), x* =c(modp),..
Chirng minh. V&i P 1a s6 nguyén td va € 1a s6 nguyén cho trwéece thi vi ( P, P —l) =1 suy ra ton tai
v6 han sO tw nhién X>1 ma XEC(mOd p) va xEl(mod p—l). Vi vay x* zl(mod p—l) véi

k=12..Dodé x* =1+(p—1)|k ma X>1 nén |, 1a s8 ty nhién. Vi vay X< = X(XIk )pfl(mod p).
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Néu p|c thi X EO(mod p) va ro rang X théa man cic dong dw thirc (*). Néu ¢ khong chia hét
cho p thi (¢, p)=1vavi (x,p)=1nén (x*, p)=1.V4y theo Dinh Iy 5 suy ra (x" )"‘1 =1(mod p)
do d6 x* = xEc(mod p) véimoi k=1,2,... Thé 1, X, X*,x* ... cho k ta nhan duwoc (¥). o

Cac dong du thirc dang (*) cling dwgc nghién ctru véi cdc modulo tuy y (Schinzel va Sierpinski [4]).

8. Tim tAt ca cac s6 tw nhién ma mdi s6 c6 ding mot biéu dién dwdi dang téng hai binh phwong cac
~ A A ~ AY Py 7 7 ¢ X . 7 7 .
sO ty nhién nguyén t6 cung nhau (khong xét cac biéu dien sai khac hoan vi)

Lovi gidi. Ta sé chitng minh rang cac s6 can tim 1a céc liiy thira tw nhién cda cac s6 nguyén td c6
dang 4k +1.

B& dé 1. Néu P la sé nguyén t6 cé dang 4t+1 thivéi k =1,2,...,s6 p* ¢6 diing mot biéu dién thanh
tong hai binh phwong cdc s tw nhién nguyén té cung nhau.

Chirng minh bé dé 1. Theo Pinh 1y 11 thi b6 dé ding véi k =1. Xét k 12 s6 tw nhién tuy y va gia st
bd dé ding voi K. Khi d6 ton tai cac s6 tw nhién ¢ va d thoa min (C,d):l va p“=c®+d% Tu

Pinh Iy 11 suy ra ton tai cac s6 tw nhién a,b ma (a,b)=1va p=a’+b’.Vivay
(33) p“"=(a’+b*)(c’+d*)=(ac+bd) +(ad —bc)’ = (ad +bc)’ +(ac—bd )’

Néu mdi s ad —bc va ac—bd deu chia hét cho p thi ad =bc(mod p) va ac=bd (mod p) va suy
ra a’cd =b’cd(mod p) do d6 p|cd(a®—b*). Nhung vi p*=c®+d? va (c,d)=1 nén ca hai s6 ¢
va d déu khong chia hét cho p. Hé qua 1a tr p|a’®-b* va p|a®+b® suy ra pla va vi
p=a’+b® nén p|b, mau thuin véi gia thiét (a,b) =1. Vi vy it nhit mét trong céc s6 ad —bc va
ac—bd khéng chia hét cho p.Né&u do la s6 ad —bc thi theo (33) s ac+bd cling khong chia hét
cho P.Khidd cacsé ac+bd va ad —bc nguyén t6 cing nhau vi theo (33) thi cic wéc s6 chung clia

1

chiing phai 13 wéce s6 ciia p“™* nhung p khong phai wée s§ clia bit ky s6 nao trong ching. Twong

tw néu ac—bd khong chia hét cho P thi cic s6 ad +bc va ac—bd nguyén t6 cing nhau. Vi vay

k+1

trong moi truedmg hop thi céng thirc (33) cho ta bi€u dién ctia p*" thanh téng hai binh phwong

cic s§ tw nhién nguyén t§ ciing nhau. Viy theo quy nap chtng té véi moi k=12,... thisd p“ 1a
téng hai binh phwong cac s tw nhién nguyén té cung nhau.

BAy gi®r gia st véi s6 tw nhién K thi s§ p* c6 hai biéu dién phan biét thanh tdng hai binh phwong
cic s& ty nhién nguyén t6 cing nhau. Pit p“=a’+b’=c’+d® véi (a,b)=(c,d)=1 va
a=b,c>d,a>c.Taco

(34) p? =(ac+bd)’ +(ad —bc)’ = (ad +bc)’ +(ac—bd )’

va (ac+hbd)(ad +bc)=(ab+cd) p*.

Do d6 it nhdt mot trong cac s ac+bd va ad +bc chia hét cho p. Né&u ca hai s6 déu chia hét cho p
thi theo (34) ta c6 ad =bc(mod p) va ac=bd (mod p) suy ra p|cd(a’—b*) va tr p*=c*+d*
va (c,d)=1suyra pla’—b* ma p|a’+b* suyra p|2a® ma p lasélénénsuyra p|a.Nhung
khi d6vi p|a®+b® tacé p|b, miu thuin véi (a,b)=1. Vi vy c6 ding mot trong cac s& ac+bd
va ad +bc chia hét cho P . Nhung tich ctia ching 12 bdi s8 ciia p* nén s chia hét cho P phai chia
hét cho p“. Néu p“|ac+bd thi theo (34) suy ra ad-bc=0 do d6 a/b=c/d ma
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(a,b)=(c,d)=1 suy ra a=c, méau thudn véi gia thiét. Néu p“|ad +bc thi theo (34) ta c6
ac—bd =0 vasuyra a/b=d/c ma (a,b)=(c,d)=1suyra a=d, mau thudn véi a>c>d.B6
dé 1 dwoc chirng. o

D& chirng minh dinh 1y ta chi cAn chitng minh rang néu sé tw nhién 1& ndo d6 c6 biéu dién duy nhat
(khong tinh cac hoan vi) thanh tong binh phwong hai sé tw nhién nguyén té cing nhau thi s6 dé la
liiy thira tw nhién cia mot s6 nguyén té c¢6 dang 4k +1.

B6 dé 2. Néu m va n la cdc sé tw nhién 16 nguyén té cung nhau va méi s6 déu cé thé biéu dién thanh
tong binh phwong hai sé tw nhién nguyén té ciing nhau thi tich ctia chiing cé it nhdt hai cdch biéu
dién thanh téng binh phwong hai s6 tw nhién nguyén t6 cung nhau (khéng tinh cdc hodn vi).

Chirng minh bé dé 2. Gia sit mva n 1a cac s6 tw nhién 1é nguyén t6 cung nhau va a,b,c,d 1a cac
s6 tw nhién théa man (a,b)z(c,d):l,m =a’+b’ n=c*+d?.Giasx a>b,c>d tacé

(35) mn = (ac+bd )’ +(ad —bc)” = (ad +bc)’ +(ac—bd )’
va
(36) (ac+hd)(ad +bc) =cdm+abn

Cac biéu dién mn thanh téng cic binh phwong cho béi (35) 1a phan biét bdi vi néu
ac+bd =ad —bc thita c6 (a—b)(c—d)=0 vado dé a=b hodc c=d, diéu nay la khong thé vi
cdcs6 m va n 1é vanéu ac+bd =ac—bd (s6 ac-bd >0 vi a>b,c>d) thitaco ac=0, vo ly.
Vay dé chimg minh B6 dé 2 ta chi cin ching minh (ac+bd,ad —bc)=1 va (ad +bc,ac—bd)=1.
Néu (ac+bd,ad —bc)>1 thi cac s6 ac+bd va ad —bc c6 wéc s6 nguyén t6 chung p. Vi vay theo
(35) thi p|mn va do d6 p|m hodc p|n. Néu p|m thi theo (36) ta c6 p|abn ma p|m va
(m,n)=1suyra p|ab,dodé p|a hoic p|b ma p|m=a’+b’ suyra p|a va p|b, mau thuin
véi gid thiét (a,b)=1. Néu p|n thi theo (36) ta c6 p|cdm ma (m,n)=1 suy ra plcd ma
p|c®+d® va (C, d ) =1 suy ra mau thuin. B6 dé 2 dwoc chitng minh. o

Bay gidr gia str s6 1& N c6 biéu dién duy nhit thanh téng hai binh phwong cac s6 tw nhién nguyén td
cing nhau. Gia stt n=a’ +b? 1a biéu dién duy nhat d6 va p 1a wéc s6 nguyén t6 cia n. Khi dé p 1a
s6 1&. Néu p=4k+3 thi liy thta cd hai vé cla dong dw thic a’=-b’(modp) lén
1(p-1)=(2k+1) Ian thi ta c6 al? E—bp‘l(mod p) nhung (a,b) =1 va (a, p) :(b, p)=1, st
dung Dinh 1y 5 ta cé a* =—bP* =1(mod p). Vi vay 1=-1(mod p) suyra p|2, v ly. Vay moi wéc
s6 nguyén td cha n déu c6 dang 4k+1. Do d6 phan tich thanh thira s6 nguyén t6 cia n 1a
N=00s?..00 voi &, @,,..., 04 va k 1a céc s8 tw nhién va cac s6 nguyén t6 ¢ (i=1,2,...,k) deu cé
dang 4t+1. Néu k =1 thi khong con gi dé chitrng minh. Gid st K >1. Khi d6 cac s6 q;*,052,...0.« 1a
do6i mot nguyén td cung nhau. Ttr B6 dé 1 suy ra mdi s6 d6 déu 1a téng hai binh phwong cac s6 tw
nhién nguyén té cing nhau. Nén theo B6 dé 2 suy ra s6 ¢;0,?...q,%' cling la tdng hai binh phwong
cac sO tw nhién nguyén t6 cung nhau. Vi (ql‘"l 02O, O ) =1 nénso g -0, -...0.« =N co it nhat
hai bi€u dién phan biét thanh téng hai binh phwong cic s6 tw nhién nguyén td cing nhau, mau
thuln véi gia thiét. Vay ta c6 k =1 va dinh ly dwoc chirng minh (Sierpinski [29]). o

6. Cac s6 idonei
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Ta st dung tén goi nay cho cac s6 d co tinh chit sau diy: néu s6 1&é n>1 co6 biéu dién duy nhit
(khong tinh cac hoan vi) duwdi dang X+ yzd v&i X, Y la cac s6 nguyén khong 4m va cac hang tir 1a
nguyén t6 cung nhau thi n 1a s6 nguyén t6 .

T Dinh 1y 11 suy ra 1 thudc 1&p cac s6 nay. Euler da tim ra 65 s6 nhwvay: 1, 2, 3,4, 5,6,7,8,9, 10,
12,13, 15,16, 18, 21, 22, 24, 25, 28, 30, 33, 37, 40, 42, 45, 48, 57, 58, 60, 70, 72, 78, 85, 88, 93, 102,
105,112,120, 130, 133, 165, 168, 177, 190, 210, 232, 240, 253, 273, 280, 312, 330, 345, 357, 385,
408, 462,520, 760, 840, 1320, 1365, 1848.

Cac s6 d da dwoc nghién ctru téi 5-10° (Weinberger [1]) nhung ta van chwa tim dwoc s6 idonei
nao lén hon 1848. Vao nam 1934 S.Chowla [1] da chitng minh ring s6 cac s6 idonei 1a hitu han,
sau d6 Schowla ciing v&i W.E.Briggs da chirng minh rang c6 nhiéu nhit mot s6 nhw vay 16n hon

10® ma khéng cé wéce s6 chinh phwong (Chowla va Briggs [1]). Cudi cing P.Weinberger [1] d3
thay 10® bdi 1365. Cac s6 idonei ma c6 wéc s6 chinh phwong thi hodic 1a nhé hon 100 hoic cé dang
4d véi d 13 s6 idonei chdn khong cé wéc sé chinh phwong (Grube [1] hodc Grosswald [1]). Cac
théng tin khac vé cac s idonei c6 thé tim trong cic bai bdo cia I.G.Melnikov [1] va ].Steinig [1].

7. Cac s0 gia nguyén td va gia nguyén to tuyét doi

Tt Pinh ly 5% ta c6 néu n 1a s6 nguyén t6 thi N|2" —2. C4c nha toan hoc Trung Hoa 25 thé ky
trwdc cho rang ménh dé nguoc lai cling dung. Ménh dé nay dung véi cac s6 tw nhién n <300 ). S§
341 12 hop s6 (bing 11-31) va 341|2*" —2. That vay vi 11 va 31 12 cac s8 nguyén t6 1é nén theo
Pinh ly 5 ta c6 2% El(modll) va ré rang 2° El(mod 31). Vi vay 2% =2.2% Ez(modll) va
2% = 2(mod 31). Do d6 2** —2 chia hét cho 11 va 31, nén né chia hét cho tich 11-31=341.

Cachop sé n ma n|2"—2 dwoc goila cac sb gid nguyén ta.

TAt ca cac s6 gia nguyén t6 <2000 la: 341=11-31, 561=3-11-17, 645=3-5-43, 1105=5-13-17,
1387=19.73, 1729=7-13-19, 1905= 3 5 12" P.Poulet [2] di l4p bang tit ca cic s6 gid nguyén
t6 18 nho hon 10° va C.Pomerance, ].L.Selfridge va S.S.Wagstaff Jr. [1] dd nang 1én thanh 25-10°.

Pinh ly 12. Ton tai vé han cdc sé gid nguyén té (1)

B6 dé. Néu n la sé gid nguyén t6'1é thi s6 m = 2" —1 ciing la s6 gid nguyén t6 t6' 1. R6 rang M>n.
Chitrng minh b6 dé. Gia st n 13 s6 gia nguyén t6 thi n 13 hop s6 va do d6 n6 cé wéce s6  ma
1<g<n.Tacd 1<2%-1<2"—-1=m. Tir ddy suy ra m la hop s6 1é vi n 1é. Do d6 vi n 1a sd gia
nguyén td nén (2” —2)/ n 1a s6 nguyén. Ta thiy s6 (2” —2)/ n chdn. Tir day suy ra 2n|2" -2 do
d6 n|2""—1. Hé qua 1a véi s6 nguyén k ta c6 2" —1=kn. Vi vy 2™ =222 =22 va do d6
2mt —1:(2”)2k —1suyra 2"—1|2"" -1 nén m|2" -2, nghia 1a M 1a s6 gia nguyén t6. RS rang
m>nvin>2 (nlahgpsd)néntacod 2" >n+1vadodé m>n.Bo6 dé dugce chirng minh.

Dinh 1y 12 1 hé qua truc tiép cta b6 dé véi lwu y ton tai cac s6 gia nguyén t6 1€, vi du n=341.

Ky hiéu P(X) la sO cac s6 gid nguyén t6 nho hon x ta c6 wéc lwong sau diay bédi C.Pomerance

_ log xloglog log X
2loglog x

[31.[4]: exp(log x)*** < P(x) < xexp( ] véi X dulén.

@ Mot s6 dinh nghia khac dugc trinh bay boi rat nhiéu tac gia nhung n6i chung 1a khong chinh xac. Dinh nghia chinh
xac dau tién dugc trinh bay bai F.Grube [1] twong d6i phirc tap. Theo d6 cac s6 nay dugc goi la so Euler.

@ Luru  ring vao cac nam 1680-81 Leibniz da ching minh ring 2" — 2 khong chia hét cho N trix khi N 1a sé nguyén
t0. Tuy nhién ching minh d6 1a sai (Dickson [7] tap 1 trang 64).

@ Cipolla [1], D.H.Lehmer [3], Sierpinski [6].
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Té1 tAn nam 1950 cac s gia nguyén t6 1é méi dwoc biét téi. D.H.Lehmer la ngwdi dau tién tim cac
s0 gid nguyén t6 chan. P6 1a s6 n= 161038. Khong dé dé tim dwoc sd nay, nhung d€ chirng minh
nd la s6 gid nguyén t6 thi kha don gian va so cip. Tinh toan tryc tiép ta cé

n=2.73-1103, n-1=3".29-617, 2° -1=7-73, 2* —1=233-1103- 2089

Vi 9|n-1 va 29|n-1 suy ra 2°-1|2""'-1 va 2®-1|2""-1. Lwu y ring 73|2°-1 va
1103] 2% —1 suy ra 2" —2 chia hét cho 73 va 1103. Nhwng day 1a s6 chn nén né chia hét cho 2, vi
vay N|2"—2.Suy ranlasé gia nguyén té.

N.G.W.H Beeger [1] da chitrng minh rang ton tai vd han s& gid nguyén td chan, sau d6 A.Rotkiewicz
[2] da chrng minh véi cic s6 tw nhién batky a va b thiluén ton tai vd han s6 gia nguyén t6 chin
n théa min n|a"h—ab". Suy ra véi moi s6 tw nhién 1é a thi ton tai vo han sé tw nhién chdn n ma
n|a"—a. (A.Rotkiewicz [7] da chirng minh véi cac s6 tw nhién a,b tuy y va s6 nguyén t6 p thi
ludn ton tai vo han sd N chia hétcho p ma p|a'—ab"). ARotkiewicz [5],[6] di chirng minh ton
tai vé han s6 gid nguyén té cé dang ax+b(x = 0,1,2,...) véi a,b 1a cac s6 nguyén t6 cung nhau,
a>0 (Rotkiewicz [8]).

Cac s0 gia nguyén t6 con dwoc goi la cac s6 Poulet vi Poulet da 14p bang cac s6 dd. Cac s6 c6 moi
wécsé d thdaman d|2° —2 dwoc goi 1a cac sb siéu-Poulet (Duparc [2]). Vi du n=2047. That vay
ta c6 2047 = 2" —~1=23-89 suy ra theo Dinh Iy 5° thi 11| 2" —2 suy ra 2*—2|2* * -2 va ching
td 2047 1a s6 gid nguyén t8. Cac wéc sb tw nhién ctia 2047 1a 1,23,89 va 2047. Theo Pinh ly 5°
23|22 -2 va 89|2% —2 suy ra 2047 1a s§ siéu-Poulet. Ton tai cic s6 Poulet nhung khong phai
siéu-Poulet. Chang han 561=23-11-17. That vay, 560 chia hét cho 2,10 va 16 nén theo Dinh ly 5
suyra 3|22 -1]2°°-1,11]2" -1|2°® 1] 17| 2" -1| 2°® 1. Vi vay 561=3.11.17 | 2°® —1| 2°**" -2 suy
ra 561 1a s6 Poulet. Tuy nhién wéc s6 33 ctia 561 thi khong phai wéc s6 cia 2% —2 vi 2% —2 khéng
chia hét cho 11. Vi vy 561 khong phai so siéu-Poulet.

Tir Pinh 1y 5% suy ra cac s6 Poulet 12 tich cta hai s6 nguyén t3 phan biét thi déu la s siéu-Poulet.
Cau hoi dwoc dit ra 1a c6 ton tai vo han cip s6 nguyén td phan biét p, g ma pq|2"™ —2 hay khéng.

CAu tra 1o cho cau hdi nay 1a khang dinh va dwoc suy ra tir dinh 1y téng quat hon ctia A.Rotkiewicz
[1]: cho trwéc ba sé tw nhién tiy y a,b,s. Khi dé tén tai vé han sé tw nhién n la tich ctia S s6 nguyén

t6 phdn biét théa man n|a" —b"™".

Dinh Iy nay suy ra véi cac sO ty nhién tiy y a va s thi ton tai v han so ty nhién n la tich cta cac so
nguyén t6 va n|a" —a (véi s = 2 xem Schinzel [9], D.H.Lehmer [3], Erdor [8]). Tir day suy ra ton
tai v han so siéu-Poulet.

Mit khac c6 thé chirng minh ton tai vo han s6 Poulet ma khéng phai siéu-Poulet (bai tp 1)

Hop s6 n duoc goi 1a s6 gid nguyén t6 tuyét déi néu véi moi s6 nguyén a thi @" —a chia hét cho n.

S8 gia nguyén t6 tuyét ddi 1a s6 gid nguyén t6, nhung diéu ngwoc lai khong ding. Chang han ta c6
341 1a s6 gid nguyén t& nhung né khong phai sé gia nguyén t6 tuyét doi vi 11°* —11 khong chia hét
cho 341 vi ta c6 11° =-3(mod31) suy ra 11° =(-3)° =11* =1(mod 31), 11** =11"" = -1(mod 31).
Nhung vi 11*° =1(mod 31), 1°** =11" = -7(mod 31) suy ra 11**' —~11=-18(mod 31)..

D& dang chirng minh rang néu n 1a tich ctia k s6 nguyén t6 phan biét q,,0,,...0, v&i k1a s6 tw nhién

>1vanéu g —1|n-1,i=12,...,kthinlasé gid nguyén td tuyét déi. That viy tir Pinh 1y 5 suy ra
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néu i =1,2..k va sé nguyén a khong chia hét cho ¢, thi g |a%*~1ma g —1|n-1 g |a" ' ~1vata
c6 g, |a" —a. Tinh chit cudi cing ding véi ¢ | a.

Vi vdy 561=3-11-17 1a s6 gid nguyén to tuyét do6i vi 560 chia hét cho 2,10 va 16. C6 thé chirng
minh 561 la s6 gid nguyén to tuyét d6i nhé nhat.

Dé thay v&i moi s6 tw nhién m thi véi n = (6m +1)(12m +1) (18m +1) s6 Nn—1 chia hét cho 36m nén
suy ra n6 chia hét cho 6m,12m va 18m. Vi viy néu cac s6 6m+1,12m+1 va 18m+1 déu la s6 nguyén

té thi n= (6m +1) (12m +1) (18m +1) la s6 gid nguyén to tuyét doi (Chernick [1]).

Ta khong biét c6 ton tai vo han s6 gid nguyén t6 tuyét doi hay khong. Tuy nhién tir gid thuyét H
(Chwong 3 muc 8) suy ra ton tai vd han s6 tw nhién m ma cac s6 6m + 1,12m +1 va 18m +1 déu la
s6 nguyén to. Vi vy tir gid thuyét H suy ra ton tai vo han s6 gia nguyén to tuyét doi.

Cac s6 6m+1, 12m+1 va 18m+1 déu la cac s6 nguyén t6 véi m=1, 6, 35, 45, 51. Suy ra cac s6
1729=7-13-19, 294409 =37-73 <109, 211-421-621, 271-541-811, 307-613-919 déu la cic s6 gia
nguyén to tuyét d6i. Dudi diy la mét s6 s6 gid nguyén t6 tuyét doi khac
5.29.73,5-17-29-113,5-17-29-113-337, 5-17-29-113-337-673, 5-17-29-113-337-673- 2689,
7-23-41,7-31-73,7-73-101, 7-13-31, 7-13-31-61-181, 7-13-31-61-181-541, 7-13-31-61-181-541- 2161,
13-37-61-181-541-2161, 13-37-61, 13-37-91, 13-37-241, 13-61-397, 13-97-421, 43-3361-3907

Néu n 1a s6 gid nguyén t6 tuyét déi thi n|2" —2 va n|3" —3. Ta chwra chitng minh dwoc cé ton tai
vo han cachop s6 n ma n|2" -2 va n|3"—3 hay khong?

Néu n la sO6 gid nguyén td tuyét d6i va a la s6 nguyén nguyén t6 cung nhau v&éi N thi vi
a"—n= a(a”’l —l) chia hét cho n nén a" " —1 chia hét cho n. Hop s§ n théa man n|a"™" -1 véi
(a, n) =1 dwoc goi la cac s6 Carmichael. Carmichael 1a ngwdi dau tién lwu y sy ton tai cac s6 nhw
vay vao nam 1909. Ta thdy moi s gida nguyén to tuyét doi déu la s6 Carmichael. Piéu ngwoc lai
cling ddng vi c6 thé chirng minh sé ty nhién n la s6 Carmichael khi va chi khi n=q,q,...q, v&i k>3
va g,,0,,...,0, 12 cic s6 nguyén t6 1é phan biét théa man ¢, —1|n-1i=12...,k (Carmichael [2],[3],
Sispanov [1], Dupare [1], Knodel [1], Sierpinski [12] trang 186-188). Uéc lwong tét nhit vé s6 cac
s6 Carmichael nhé hon mot s6 cho truwéc dwgce trinh bay béi Pomerance [3].

C6 ton tai cic s§ tw nhién N>2 ma véi moi s6 nguyén a,n|a"*—a. Ching han n =195. Vi
195 =3-5-13 nén ta chi cin chtrng minh véi moi s§ nguyén a thi sé a'*> —a chia hét cho 3,5 va 13.
Goi p 12 mét trong cac s& 3,5, 13. Khi d6 p—1|192 vi 192=4.48. Néu p|a thi p|a™
khéng chia hét cho a thi theo Pinh 1y 5, p|aP™* —1 vavi p—1/192, p|a'®
Twong tw vi 399=3-7-19,18|396,1023=3-11-31,30|1020 nén ta chirng minh dwoc véi moi sé
nguyén a thi 399|a*' —a,1023|a""* -a.

—a.Néup

193

—1lsuyra pla™—a.Do

—a v6i moi s6 nguyén a va p=3,5,13. Vi vay 195|a™ —a véi moi s§ nguyén a.

Néu n 13 s8 tw nhién >3 théa man n|a">—-a véi moi sé nguyén a thi voi (a,n):l ta co
nja*®-1.S6 n>3 ma n|a"*-1 véi (a,n)=1 dwoc D.C Morrow [1] goi la cic D-s8. Ta chiing
minh rang moi s6 c6 dang n = 3p véi p 1a s6 nguyén t§ >3 déu la cic D-s6. Néu p =3 nghia la
n=9 thi ta thdy 9]a’ -1 v&i moi a ma (a,9) =1. Gia st p 12 s6 nguyén t6 >3 va a la sé nguyén

3p-3

théa man (a,3p)=1. Khi d6 (&, p) =1 va theo Pinh Iy 5, pla”™ -1 suyra p|a*®?®-1. Nhung vi

(a,3p):1 nén s6 a khong chia hét cho 3 va s6 p—1 chan (vi p 1a s6 nguyén td 1¢) do dé
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3| a* Py 1. Chtng to s6 a°®° —1 chia hét cho p va 3 ma vi (p,3) =1 nén s6 d6 chia hét cho 3p.
Suy ra 3p|a*"® -1 véi moi a thda man (a,3p) =1 vado dé 3p1a D-sé.

A.Makowski [7] d4 chitng minh dinh 1y téng quat hon ndi rang véi moi sé tw nhién K >2 thi ludn
ton tai vo han hop s6 n ma v&i moi s6 nguyén a thdéa man (a, n) =1 thi n|]a"* -1 (chtng minh
dinh ly nay c6 trong Chwong 6 muc 5).

Bai tap. 1. Chirng minh rang khong ton tai sd siéu-Poulet chan.

Chirng minh. Gia sir phan ching ring 2n 1a mét s6 siéu-Poulet. Khi d6 2n|2°" =2 suyra n|2°" -1
va chitng to n 12 s§ 18. Vi 2n 12 s6 siéu-Poulet nén n|2" —2 suy ravinlénéntacé n|2"" —1. Do dé
vi N[2"7 -1 nén n|2°"*-2""=2"*(2"-1). Lai vi n 1& nén ta c6 N|2"" -1 va so sénh véi
n|2" -2 chirng té n=1, didu naylavoly vi 2n 1a hop sé.

Ta da dé cap t¢i dinh Iy Beeger ndi rang ton tai vd han s6 Poulet chan.

Bai tip 1 suy ra cac s0 nay khong phai so siéu-Poulet.

2. Chitrng minh rang n=2-73-1103- 2089 1a s6 gia nguyén t6. (S.Maciag)

Chirng minh. Ta c6 n = 2089m v&éi m 1a s6 gia nguyén t6 va 9|m-1 29| m-1. Vi vay
n—1=(m-1)2089+2088. Do 2088=2°3°29 ma 9|m-1 va 29|m-1 nén suy ra 9|n—-1 va
29|n—1. Vi vay tir 2° —1=7.73 va 2% —1=233.1103.2089 suy ra 73|2""-1,1103|2"" -1 va vi
2089 2% —1, 2089| 2" " —1. Bay gid dwa vao phan tich thanh thira s§ nguyén t§ cia n suy ra
nj2"-2.

3. Chirng minh rang ton tai vo han s6 Mersenne la sd Poulet.

Tinh chit nay suy ra truc tiép tir b6 dé trong chirng minh Pinh ly 12 va tinh chit ton tai cac s
Poulet 1& (chang han 341).

Tuy nhién ta khéng biét c6 ton tai vd han s6 Mersenne la sé siéu-Poulet hay khong.

4. Chitng minh rang n|2" —1 khong diing véi moi s6 tw nhién n>1.

Chirng minh. Gia st phan chirng rang n 1a s6 tw nhién 1é6n hon 1 va théa man n|2" -1. Goi p 1a
wéc s6 nguyén t6 nho nhit cian va o 1a s6 nhé nhat ma p|2° —1.Vip >1 suyra o >1. Hon nita
tr p|2"—1 suyra o|n.Né&un chiacho o durvéi 0<r <o thin=ko +rsuyra 2" —1=2%2"-1.
Nhung vi p|2" -1 nén ta cé 2° sl(mod p) vasuyra 2" 1= r—l(mod p) mavi p|2"-1 suyra
p|2" —1va ta c6 miu thuin véi dinh nghia ctia o. Ti dinh 1y Fermat nhé suyra p|2°" -1 vata
c6 p|2"—1 (vinlé vado dé plé). Vi vay tir dinh nghia cia o suyra 0 < p-1 nén 1<o < p, mau
thuln véi dinh nghia cda p.

Ghi chii. D& dang chirng minh rang ton tai v han sé tw nhién n théa man n|2" +1 ching han cac
s6 N=3" v6i k=0,1, 2, ... Khong khé dé chirng minh ton tai vo han cic s6 tw nhién n ma n|2" +2.
That vay, ta thay tinh ch4t nay ding véi n = 2 va néu n 1a s6 tw nhién chdn théa man n|2"+2 va
n—1]|2"+1 thi cAic s6 m=2"+2 théa man m|2" +2 va m—1|2" +1. Vi vay ta nhan dwoc cic s6
n=2,6,66, ....

C6 thé chirng minh khong ton tai s§ tw nhién N>1 ma n| 2" +1,

5. Chtrng minh ring ton tai v6 han hop s6 n théa min n|a"" —a v&i moi s6 nguyén a.
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Goi y. Chi can dat n=2p véi p 1a s6 nguyén té lé.

8. Pinh ly Lagrange

Pinh ly 13 (Lagrange). Néu n la s6 tw nhién va f{x) la da thitc bdc n bién x véi cdc hé sé nguyén, va
néu hé sé ctia X" khdng chia hét cho p thi dong dw thirc f (X) = O(mod p) c6 nhiéu nhdt n nghiém.
Chirng minh. Tir hé qua cda Dinh 1y 2 suy ra Dinh ly 13 ding v&i n=1. Ky hiéu n 1a s6 tw nhién tuy
y >1 vagia st Dinh Iy 13 dung vé6i da thirc bac n—1. Gid st f(x)=a,X"+ax""+..+a,_,x+a, 1

da thirc hé s6 nguyén thoa man a, khong chia hét cho s6 nguyén t6 p va gia st dong dw thirc
(37) f (x)=0(mod p)

c6 nhiéu hon n nghiém. Khi d6 ton tai N+1 s6 X, X,,...,X,,; 1a cdc nghiém phéan biét cia dong dw
thirc (37). Dac biét f (x,)=0(mod p). Ta c6

f(x)-f (x1)=a0(xn —xl”)+a1(x”‘1—xf‘1)+...+anfl(x—x1).

k-1

Nhung vi X —xf = (X =%, ) (X" + X% +...+ %), suy ra

(38) F() =1 (%) =(x=%)9(x),

voi g (X) 12 da thirc bAc N—1 v&i bién s§ X va cac hé s6 nguyén. Hon nira hé s6 cia x"* 1a @, va
theo gia thiét thi hé s6 nay khong chia hét cho p. Vi vy theo (38) valuuy f(x)=0(mod p),
déng dw thirc (37) twong dwong véi dong dw thire

(39) (x—x)g(x)=0(mod p).

Do d6 cac s6 X, X,,....X,,; la nghiém cua dong duw thic (39). Véi i=2,3,...,n+1 ta cb
p|(Xi —Xi)g (Xi) ma X,X,,..,X,,; la cdc nghiém phan biét cta (37) suy ra p| g (Xi) voi
i=2,3,..,n+1. Ching t6 dong duw thirc g(x)=0(mod p) c6 it nhdt n nghiém phan biét, mau
thuln véi gia thiét Pinh ly 13 ding véi cac da thirc bac n—1.

Do d6 ta két ludn dong dw thirc (37) c6 khéng qué N nghiém, va theo quy nap suy ra Dinh ly 13.
Trong Dinh ly 13 thi gid thiét modulo P nguyén t6 1a cin thiét. Chdng han dong duw thic
x*—1= 0(mod8) c6 bén nghiém 1,3,5,7. Twong tw dong dw thirc x> +3x+2= 0(mod6) c6 bén
nghiém 1,2,4,5 trong khi hé sé cta liiy thira cao nhit 1a nguyén té cing nhau v&i modulo.

C6 thé chirng minh néu M 13 hop s6 thi chi khi m=4 thi dinh ly sau diy dung: néu f (X) la da
thirc bdc N vai hé s6 nguyén ma hé s cua liy thira cao nhdt nguyén té cung nhau véi m thi dong dw
thire | (X) = O(mod m) c6 nhiéu nhdt n nghiém phan biét (Sierpinski [12] trang 180-181)

Hé qua. Néu dong dw thitc bdc N véi hé s6 nguyén va modulo nguyén t6 P c6 nhiéu hon N nghiém
thi tdt cd cdc hé sé ctia né déu chia hét cho p.

Chirng minh. Gia st (37) la dong du thirc thdéa man cic diéu kién trén va dit

f(X)=aX"+ax"™" +..+a,,X+a,

Gia st trong cac s6 a,,d,,...a, c6 sO khong chia hét cho p khi dé goi @, 1a s6 dau tién trong diy
a,,a,,...a, ma khong chia hét cho p.Khi dé véi moi s6 nguyén X ta cd

f(x)=a,x"" +a, X" +..+a,,x+a,(mod p)

m-+1
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Néu n=m thi f (X) =a, (mod p) va vi dong du thirc (37) c6 nhidu hon N nghiém nén ton tai sé
nguyén X théa man f(x)=0(mod p) suy ra a, =0(mod p). Do d6 m <n. Hé qua 1a da thirc
a X""+..+=a, _,Xx+a, théa min cic diéu kién cta Pinh Iy 13 do d6 né c6 nhiéu nhdt n—m<n
nghiém phan biét, mau thuin véi gia thiét. Hé qua dwoc chirng minh.

Néu tit ca cac hé sb cia déong dw thirc 1a chia hét cho modulo thi hién nhién déng dw thirc dung.
Tuy nhién diéu ngwoc lai khong ding. Ching han dong dw thirc X* + X = O(mod 2) lubén dung.
Tuwong ty theo Dinh 1y 5% thi dong dw thirc X' —x=0(mod17) luén ding.

U'ng dung don gian ctia Dinh ly 5% suy ra moi dong dw thitc véi modulo nguyén t5 p 1a twong
dwong véi mot dong dw thirc bac khong 1én hon p. That vay, theo Pinh ly 5% thi véi sé nguyén X
tacd X" =x(mod p), X" =x*(mod p) va ct& nhw vay. Chitng té moi liiy thira bac > p ctia bién X
c6 thé thay b&i mét liy thira bic < p—1 cua X.

Pinh ly 14. Néu m=ab vdi a,b la cdc sé tw nhién nguyén té ciing nhau thi sé cdc nghiém ctia dong
dw thirc

(40) f (x)=0(modm)

véi f(x) la da thiec bién X hé s6 nguyén la bdng véi tich cdc nghiém ciia cdc dong du thirc

(41) f(x)=0(moda)

va s6 nghiém ctia dong dw thirc

(42) f (x)=0(modb)

Chirng minh. Néu X 1a nghiém ctia dong du thirc (40) thi né 1a nghiém cta cac déong dw thirc (41)
va (42) béi vi néu m| f(x) thi a| f(x) va b| f(x). Vi vdy mdi nghiém cia dong du thirc (40)
twong (ng v&i mot cdp (U,V),ula nghiém cta dong dw thirc (41) va v 13 nghiém ciia ddng du thitc
(42). Cu thé hon u 1a s6 dw nhin dwoc khi chia X cho &,V 1a s6 dw nhan dwgc khi chia X cho b.
Dé th4y cac cdp U,V phan biét twong &ng véi cac nghiém phan biét cia dong du thirc (40). That
vy néu hai nghiém phin biét X,y cung twong &ng v&i cip (u,v) thi x= y(mod a) va
x=y(modb) ma (a,b)=1 suyra m=ab|[x-y vado dé x=y(modm), miu thudn v&i gia thiét
cac nghiém X, Y phan biét.

Bay gior gid st U 1a nghiém cta dong duw thirc (41) va v 1a nghiém cta dong du thic (42) thi vi
(a,b) =1, theo dinh ly s6 dw Trung Hoa (Chwong 1 muc 12) suy ra ton tai s6 nguyén X thda man
x=u(moda) va x=v(modb). Suy ra (theo Pinh 1y 1) f(x)= f(u)(moda) va f(x)= f(v)(modb).
Nhungvi f(u)=0(moda) va f(v)=0(modb) nén f(x)=0(moda) va f(x)=0(modb).
Héqualavi (a,b)=1vaab=m tacod f(x)=0(modm).

Vay ta da chirng minh dwoc moi cap (u,v) véi U 1a nghiém ctia dong dw thirc (41) va v 1a nghiém
clia dong du thirc (42) twong rng véi ding mot nghiém ctia dong dw thirc (40).

Tl quan hé mot-mdt ndy suy ra sd nghiém ctia ddng du thitc (40) ding bang sd cac cip (u,v) véi
U la nghiém cta dong dw thirc (41) va v la nghiém ctia dong dw thirc (42).

DPinh ly 14 dwoc chirtng minh.
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Hé qua. Néu m=q"q,?...0.% la phdn tich thanh thira s6 nguyén t6 ctia s6 nguyén m thi s6 nghiém

cta ddng dw thirc (40) diing bang véi tich cdc s6 nghiém ctia k ddng dw thitc sau ddy
f(x)=0(modg*), f(x)=0(modgs), ..., f(x)=0(modg*)

Tt day ta c6 mot phwong phap dé€ quy viéc tinh cac nghiém cua déng dw thirc modulo m tuy y vé

viéc tim cac nghiém cta cac dong dw thirc véi modulo 1a liy thira cta cac s6 nguyén to.

Bai tap. Chirng minh rang véi moi s6 tw nhién n thi ludn ton tai modulo m ma déng dw thirc

x> =1(modm) c6 nhidu hon n nghiém.

Chitng minh. Néu p 1a s6 nguyén t6 1 thi dong du thirc X El( mod p) c6 ding hai nghiém la 1 va

p —1(xem muc 5). Tir hé qud ctia Pinh 1y 14 suy ra déng dw thirc x* =1(mod p,p, p;,,) c6 ding

2° nghiém. Vi vay ta chi cn chon s6 tw nhién s ma 2°>n. Chidng han dong duw thic

x* =1(mod105) c6 tdm nghiém vi 105= p,p,p,. C4c nghiém nay1a 1, 29, 34, 41, 64, 71, 76, 104.

9. Pong dw thirc bac hai

Xét dong du thirc bac hai

(43) ax’ +bx+c=0(modm)

véi m 14 s6 tw nhién cho truéc va a,b,c 1a cac s6 nguyén. Gid st a # O(mod m) vi néu nguoc lai,
tkcla a= O(mod m), thi (43) tré thanh ddng du thtrc bac nhé hon hai. Vi m|ax® +bx+ ¢ twong

dwong vai 4am | 4a(ax2 + bx+ C) nén dong du thirc (43) twong dwong véi dong du thire
(44) 4a(ax’ + bx+ c) = 0(mod 4am)

bit D =b?—4ac thi tir ding thirc 4a(ax2 +bc +C) = (2ax+b)2 —(b2 —4ac) suy ra dong du thirc
(44) c6 thé viét lai dudi dang

(45) (2ax+ b)2 = D(mod 4am)

Goi x la nghiém cua dong dw thirc (43) va dat z =2ax+b. Khi d6 theo (45) thi z la nghiém cta
déng dw thirc triung phwong sau

(46) z* = D(mod 4am)

Vi vdy mdi nghiém X cta cac dong du thirc (43) twong ing v&i nghiém ctia dong du thirc (46).

D& chirng minh diéu ngwoc lai cling dung, nghia la véi nghiém cho trwdc z cia dong dw thirc (46)
ta tim tit cd cdc nghiém X cda (43) twong Ung v&éi z. Ta sé gidi dong dw thirc
2ax+b = z(mod4am). Dong dw thtrc nay 1a giai dwoc khi (2a,4am)|z—b, nghia la 2a|z—b. vi

vay ta két luan rang nghiém ctia dong dw thirc bac hai c6 thé quy vé cac nghiém clia mot déng dw
thirc bac mot va mot dong dw thirc trung phwong dang (46). Theo ghi chd ctia Pinh ly 14 thi
nghiém cta déng dw thirc (46) dwoc quy vé nghiém cta cac dong dw thirc

(47) z* = D(mod p*)

véi p 1a sd nguyén té va « 1a sO tw nhién.

Ta sé& gidi dong du thirc (47). Pau tién gia skp|D. Khi d6 D= p“D, v&i u 1a s6 tw nhién va D,
khong chia hét cho p.Néu x>a thi D=0(mod p*) va do d6 (47) tré thanh z*=0(mod p“).
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bong dw thirc nay c6 thé gidi mot cach don gidn. Néu u <a thi dong du thirc (47) twong dwong
véi phwong trinh

(48) 2° = p* (D, +tp“*)

véi t las6 nguyén tuy y va D, +tp”™* khong chia hét cho p (vi D, khong chia hét cho p). Vi vay
4 1ality thira cao nhat ctia p ma p* l1a wécsé cia z2°. Do d6 i chin. Tacod u=21 véi A lasé ty
nhién. Vi vay z = p*z va do d6 theo (48) thi zZ = D, +tp“*. Tlr day suy ra z” = D,(mod p“*). Vi
vy nghiém ctia dong dw thirc (47) c6 thé quy vé nghiém ctua déng dw thirc véi cing dang trong dé
v€ phai khong chia hét cho p. Ta gia st trong dong du thirc (47) thi D = O(mod p). Néu z thoa
mén dong dw thtrc ndy thi né théa man déng du thirc z° = D(mod p), ching té D 1a thing dw bac
hai modulo p. T day suy ra diéu kién can dé dong dw thirc (47) gidi dwoc (D khéng chia hét cho
p)la D la thing du bac hai modulo p. Ta chirng minh diéu kién nay ciing la diéu kién da. That
vdy, ta chi cAn chirng minh rang néu dong du thirc

(49) z* = D(mod p“™)

véi « la sO tw nhién >1 la gidi dwoc thi dong dw thirc (47) ciing gidi dwgc. Xét riéng hai treong
hop p la s6 nguyén to 1é va p=2. Trong treong hop thir nhit p 1é thi goi y 1a s6 nguyén théa
man (49). Khi dé

(50) y’ = D(mod p""l)
Vivay suy ra

2

-D

(51) m=L =

p
la s6 nguyén. Ky hiéu X la nghiém cta dong du thirc
(52) 2xy+M =0(mod p)

Vi D khong chia hét cho p,Yy khong chia hétcho p,suyravi p 1é nén 2y khéng chia hét cho p

200-2\,2

do d6 dong du thirc (25) 12 gidi dwoc. Pt z=y+ p*™* khidé z° = y* +2p“'xy+ p* *x

Theo (51) thi y* = D+ Mp“™" suy ra dong du thirc sau ding

(53) 2 =D+(2xy+ M) p*™ + x* p*7?

Theo (52) thi s& 2xy+M chia hét cho p.Vi 2a—-2=a+(a-2)>a(do a>1), p*| p***.Do dé
theo (53) thi z thoéa man déng dw thirc (47). Piéu kién du dwgc chirng minh.

Ta c6 két qua sau day

Pinh ly 15. Dong dw thirc (47), véi P la s6 nguyén té' Ié, o la s6 tw nhién va D la s6 nguyén khéng
chia hét cho P, la gidi dworc khiva chi khi D la thdng dw bdc hai modulo p .

Ta chitrng minh v&i cic diéu kién trong Pinh ly 15 thi dong dw thirc (47) c6 ding hai nghiém.

Néu z la nghiém cda dong dw thirc (47) thi ro rang z, =—z la nghiém cta dong dw thirc d6. Hon
nita z va z, khong déng dw véi nhau modulo p” vi néu ngwoc lai thita c6 p* |2z, ma p 1é nén
p“|z vado dé p|D, miu thuln véi giad thiét. Vay ta thdy ton tai it nhait hai nghiém phan biét cua
dong dw thirc (47) la z va z,. Ta sé chirng minh chiing la tat ca cic nghiém cua (47). Gid st t la

nghiém ctia ddng du thirc (47) thi t* = D(mod p“) ma 2° = D(mod p“) suy ra t* = z° (mod p”’).
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Vivay p“ |(t—Z)(t+Z). Néu cac s6 t—z va t+z deéu chia hét cho p thi p|22 ma P 1é nén p|Z
vado dé p| D, mau thuan véi gia thiét. VAy mot trong cdic s6 t — z va t + z 1a khong chia hét cho
p.Néu t+2z khong chia hétcho p thitlr p“|t—z suyrat= —z(mod p“), néu t — z khong chia
hét cho p thi p“|t+z suyrat= —z(mod p“ ) . Vay mdi nghiém cua déng duw thirc (47) dong dw
modulo v&i z hodac —z. Chirng t6 (47) cé dung hai nghiém.

Bay gir dat p = 2. Khi dé véi =1 thi tir céng thirc (47) suy ra z° = D(mod 2) véi D khong
chia hét cho 2, tircla D 1é. Hé qua truec tiép la dong dw thirc nay c6 dung mot nghiémla z = 1

Véi a =2 thi dong du thic c¢6 dang z* = D(mod4). Nhung binh phwong clia mét s6 nguyén 1a
dong dw véi 0 hodc 1 modulo 4 ma D 1é nén dong dw thirc la gidi dwoc chi trong trwong hop D
c6 dang 4k +1. Khi d6 déng duw thirc c6 ding hai nghiémla z=1va z=3.

V6i o =3 thi dong dw thitc ¢ dang z° = D(mod 8). Vi D 1é nén z lé suy ra vi binh phwong cta
mot s6 1é 1a =1(mod8) nén ddng du thirc ban dau 1a giai dwoc chi khi D c6 dang 8k +1. Trong
treong hop do thi dong du thirc c6 bon nghiém la 1,3,5,7.

Véi a >3 ta xét dong du thirc

(54) 7> =D(mod2%) véia >3

Ta thdy tir dong du thirc (54) suy ra dong duw thtrc z* = D(mod8). Pong du thirc nay gii duoc chi

khi D= 8k +1. Ta chitng minh rang diy ciing 1a diéu kién du cho tinh gidi dwoc cta (54). Gia si
D = 8k +1 va dong dw thic

(55) 72 = D(mod 2“‘1)

1a giai dwoc (didu nay ding véi o =4 ). Khi d6 ton tai s6 nguyén y théa man y* = D(mod 2“_1) va

vi D 1é nénylé. bat

y°-D
(56) M = ?
Khi d6 M nguyén. Hon nira goi X la nghiém ctia dong dw thirc bAc mot bién X
(57) xy +M =0(mod 2)

Pong dw thirc nay gidi dwocvi hé s6 Y clia bién X va modulo 2 1a nguyén t6 cung nhau.
bit z=y+Xx2*?. Theo (56) taco
(58) 22 =y 4 xy2°t+ X722 =D+ (xy + M) 2%+ x? 2%

Nhung theo (57) thi Xy +M chén suy ra (xy+ M )2“_1 EO(mOd 2“) vavi 2a—4= a+(a—4) >a
(ding vi & >4) nén X*2**™* chia hét cho 2%. Hé quala x°2°** = o(mod 2 ) . Vi vay tir (58) suy ra
(54) va nhu thé chirng t6 véi moi « >3 thi tinh gidi dwoc cta (55) suy ra tinh gidi dwoc cta (54).
Nhung ta d3 gia st D =8k +1 nén dong dw thirc 2° = D(mod 23) gidi dwgc va do dé theo quy nap
(véi D =8k +1) thi dong du thirc (54) 1a gidi dwoc véi moi s6 tw nhién « >3. Ta c6 dinh Iy

Pinh ly 16. Pdng du thitc 2° = D(mod 2% ), véi D léva a la sé tw nhién, la gidi dwoc khi va chi khi
D c¢6dang 2k +1, 4k +1 hodc 8k +1 twong ttng véi e =1, ¢ =2 hodc a > 2.
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Ta sé chirng minh v&i « >3 thi dong dw thirc (54) (voi D =8k +1) c6 ding bon nghiém.

Ta da chirng minh (v&i cic giad thiét & trén) déng duw thirc nay c6 it nhat mot nghiém. Ky hiéu
nghiém nay 1a z,. Gia st z 1a nghiém bat ky ctia ddng du thikc (54). Ta c6 z; = D(mod 2’1) va suy
ra theo (54) thi 2 |(z2-2,)(z+2,). Vi D 1é nén z va z, cinglé va suyra Z—2z, va Z+Z, chén.

Cac s6 nay khong cung chia hét cho 4 vi néu nguoc lai thi 2| z,vo0 ly. Viy mot trong cac s6 d6 khéng
chia hét cho 4. N&u z -z, khong chia hét cho 4 thi %(z —2,) 1é. Nhung vi 27 |%(Z -2,)(z+12,)
nén 2°*|z+z, vado dé z=-2z,+2°t véi t la s8 nguyén. Néu t chén thi z=-2,(mod 2 ). Néu

tléthi z=-z,+ 2“*1(mod 2“). Bay gi¢ ta xét trwong hop con lai, nghia la z+z, khong chia hét
cho 4. Khi d6 s6 %(z+zo) 1&¢ va do d6 vi 2“‘1|(Z—zo)%(z+zo) tasuy ra 2°'|z—z, va do d6

Z2=2,+2"'u véi u 1a s8 nguyén. Néu u chdn thi ZEZO(mOdZ“). Néu u 1é thi

z2=17,+2"" (mod 2° ) . Viy ta da chitng minh dwoc moi nghiém z ctia dong dw thirc (54) déu phai

théa man mot trong cac dong dw thirc sau
z=-17,(mod2), z=-2,+2""(mod2°)

(59) }
z=2,(mod2*), z=z,+2""(mod2“)

Chirng té s6 cac nghiém cta ddng duw thirc nay 1a khong 1én hon bén. Mit khac dé dang kiém tra
rang cac s6 dwoc cho béi cac dong du thirc (59) déu théa man dong dw thirc (54) (néu né ding véi
Z,) vavi @ =3 nén cac s6 dé do6i mot khac nhau modulo 2“. Vay ching la cac nghiém phan biét
clia dong du thirc (54).

Ta c6 dinh ly sau day

Pinh ly 17. Péng dw thirc 7° = D(mod m), voi D la s6 nguyén va (D, m) =1, la gidi dworc khi va
chi khi (i) D la thdng dw bdc hai véi moi modulo la wéc sé nguyén t6 1é ciia m va (ii) D cé dang
4k + 1 trong trwong hop m chia hét cho 4 nhwng khéng chia hét cho 8 va cé dang 8k + 1 néu m
chia hét cho 8. S6 cdc nghiém ctia dong dw thitc nay la 27 véi A la s6 cdc wée s6 nguyén to 1é cla
m va u=0 trong trwdng hop m khéng chia hét cho 4 va =1 néu m chia hét cho 4 nhwng khéng
chia hét cho 8 va cudi cung =2 v&i m chia hét cho 8.



CHUONG 6

HAM CHi EULER VA PINH LY EULER
1. Ham chi Euler
V&imoi s6 tw nhién n thi s cic s6 tw nhién <N va nguyén té cung nhau véi n dwoc ky hiéu la (o(n).
Ham s6 (p(n) dwoc goi 1a ham chi Euler (Euler 1a nha toan hoc d4u tién nghién ctru vé cac tinh chat
cia ham sé nay vao nam 1760). Ky hiéu (o(n) dwoc dé xuat béi Gauss vao nam 1801 do dé doi khi
ham s6 nay ciing dwoc goi 1a ham Gauss.
Twr dinh nghia ta c6 ngay

p(1)=1 ¢(2)=1 ¢(3)=2,p(4)=2, (5)=4, p(6)=2, (7)=6, p(8)=4, p(9)=6, »(10)=4
Néu n la sé nguyén t6 thi moi s6 tw nhién nhé hon n déu nguyén t6 cung nhau véi n do dé
(1) ¢(n)=n-1
Néu s6 tw nhién n la hop s6, nghia la n6 c6 wéc s6 d théa man 1 <d<n, khi d6 trong cac s6
1, 2, ...n ¢ itnhithais§la n va d khong nguyén td cing nhau véi n dodé ¢(n)<n—-2.Véin= 1
ta cé go(n) =n>n-1.Vay (1) ding khi va chi khi n la s6 nguyén té.
Tt diy suy ra tinh chat: s6 tw nhién n>1 la sé nguyén t6 khi va chi khi véi moi sé tw nhién a<n thi
a"'=1(modn).
Théit vdy, tir dong dw thirc nay suy ra (a, n) =1 va do d6 néu n6 dung véi moi a <N thi go(n) =n-1va

do d6 n la s6 nguyén t6. Piéu kién di dwgc chirng minh. Diéu kién can dwoc suy ra tir dinh ly Fermat
nho (Pinh ly 5 Chwong 5).

Dé dang tinh gia tri go(n) v6i moi lily thira cac s6 nguyén t6 n= p*, k 1a s6 tw nhién.

T4t ca nhitng s6 trong diy 1,2, ..., p“ ma khéng nguyén t§ cing nhau véi p* 13 cac s6 chia hét cho p
tirc 1a cac s6 c6 dang pt véi t 1a s& tw nhién bat ky thoa man pt < p, nghia la t < p“*. R rang c6
ding p** s6 nhw thé. Vi vy trong diy 1,2,..., p* c6 ding p** s6 khong nguyén té ciing nhau véi p~

va suy ra q)( pk): pk - pkfl.

Pinh 1y 1. Néu p la sé nguyén té va K la s6 tw nhién thi qo( pk): p“*(p-1).

Dbé tinh go(n) véi n 1a s tw nhién tuy y ta chirng minh bé dé sau

Bo dé. Véi m la s6 tw nhién va | la s6 tw nhién nguyén t6 cting nhau véi M, r la s6 nguyén tuy y thi khi
chia cdc sé

2) r, 1+r, 21+, ..., (m - 1) l+r

cho m ta sé nhdn dworc ddy cdc s6 dw

(3) 01,2 ..m-1

Chirng minh. Gia s v&i cac s6 nguyén kva h véi 0<k <h<m ta cé cac s6 kl + r va hl + r cé cling s6é
dw khi chia cho m. Khi d6 hiéu (h—k)l chia hét cho m suy ra vi (I,m) =1, m|h-k, vé ly vi
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0 <h—k <m. Vi vy khi chia cc s6 trong (2) cho m ta nhin dwoc cac s6 dw khac nhau. Ma c6 tat ca
M s0 trong (2) nén day cac s6 dw nhin dwoc chinh la (3). B6 dé dwoc chirng minh.

Pinh ly 2. Néu lva m la cdc sé tw nhién nguyén té cuing nhau thi
4) o(Im)=p(l)p(m)

Chirng minh. Vi ¢(1)=1 nén Dinh 1y 2 ding néu it nh&t mot trong cac s§ |,m bang 1. Gia sir | >1 va

m >1. Ta da biét go(lm) la s6 cac s6 trong bang

l) 2, sy Fy. esey |
[+1, +2, ., [+r, ., 2
21 +1, 21+2, .. 204r, .., 31

m=0DI1+1, m=1)1+4+2, ., (m=0l+r, .., ml
ma nguyén to cung nhau véi Im, nghia la s6 cac s6 trong bang ma nguyén t6 cung nhau véica | va m.
V6i r 12 s6 tw nhién cho trude <| ta xét cdt thir r trong bang. Néu (r,1) =1 thi tt ca cac s trong cdt
nay déu nguyén t§ cung nhau véi |. Néu (r,1)>1 thi khong c6 s6 nio trong cdt 1a nguyén t§ cung
nhau vi . S6 cac s6 tw nhién r <| ma (r, I ) =11la (p(l). Py ciing 1a s6 cac cd6t ma moi phin ti trong

c6t déu nguyén to cung nhau véi |. Xét mot trong cac cot nhw vy, gia st dé 1a cot thi r. Theo bo dé
thi cac s6 dw nhan dworc khi chia cac s6 trong cdt cho m chinh la cacsé 0,1,...,m—1 va suy ra sd cac s6

trong cdt ma nguyén t6 cung nhau vé¢i m chinh Ia go(m) . Suy ra trong (p(l ) cot nhw vay thi méi cot co
gp(m) s6 nguyén t6 cing nhau véi m. Vay tdng s6 cac s trong bang ma nguyén t6 véicd m va | 1a
¢ (1) ¢(m) va nhw vy dinh 1y dwoc chirng minh.
T Pinh ly 2, theo quy nap, ta c6 hé qua
Hé qua. Néu m;,m,,...,m, la cdc sé tw nhién déi mét nguyén té cing nhau thi
(P(m1m2...mk) = (p(mi)(p(mz)---("(mk )
Vi sO tw nhién n>1 c6 phan tich thanh thira s6 nguyén t6 1a n=g;qg,?...q.* thi 4p dung cong thirc
vira chirng minh véicacsé m =q”,i=12,...,k taco (o(n) = (p( fl)(o(qu )(o( o ) )
Nhung theo Dinh 1y 1 thi (o( . ) =q* (g —1) véii= 1, 2, ...k, tacédinhlysau day
Pinh ly 3. Vi s6 tw nhién n>1 c6 phan tich thanh thira s6 nguyén to la n=q;*q,2...0,* thi
(5) p(n)=0"" (0, -1)0p" " (a, -1)..0 " (a —1)

Cong thirc nay co thé viét lai thanh

R

Tir Dinh Iy 3 d& thdy néu (a,b) %1 thi p(ab)>p(a)p(b) vanéu m|n thi p(m)|e(n).
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Pinhly 4. Ta c6 limg(n) = +eo.

n—oo

Chirng minh (J. Browkin). Chi cin chirng minh rang (p( ) ;«E vGi moi sO ty nhién n. RO rang bat

dang thirc dang véi n= 1 Gid st n> 1 va 2*qg;?...q¢* 1a phan tich thanh thira s6 nguyén tg cia n

véi a, la s6 nguyén khong am va o, a,, ..., la cac sO tw nhién. Véi sO tw nhién tuy y a >2 ta ¢
S« A cn 1 o o .
a—1>+a vavéi moi sé tw nhién b thi b -3 > 2b. Vivay theo Pinh 1y 3 ta c6

o(n)z 2" g oz g (g - 1)(d, - )---(qk—l)

1 1

R I 1
22%7q, *q, *..0,

1
=—A/n
Z\F

.
q1 qz .02

ao -1

Trong mdi lién hé v&i Dinh 1y 4 ta lwu y rang ton tai v han s6 tw nhién n ma go(n) > (o(n +1) .

DE chirng minh tinh chit nay ta chirng minh

Pinh ly 5. Néu n la hop s6 tw nhién thi

(7) p(n)<n- Jn

Chirng minh. Ky hiéu n 1a hop sé va p, la wéc s6 nguyén to nho nhit ciia né. Ta da biét p, < Jn do
1 n ’ ’

d6 theo cong thirc (6) thi ¢(n)< n[l——} <n T suy ra (7) ding. Bay gio gia st n 1a s6 nguyén to
Py n

>7.Khi d6 n+11a hop sé va n+1>9. Vay ¥n+1>3 va theo (7) thi p(n+1)<n+1-yn+1<n-2,

Nhung vi (p(n) =n-1 nén (D(n) > (o(n +1) . B4t dang thirc dung v&i moi s6 nguyén t8 n > 7. N6 ciling

dingvéi n= 5 va n= 7.Do dé n6 dung v&i vo han s6 tw nhién n.

Dang thic (o(n) = (o(n +1) véi n 1a s6 tw nhién dwoc nghién ciru bdi nhiéu tac gia (Klee [2], Moser

[1], Lal, Gillard [1], Yorigana [1], Baillie [1],[2]). T4t ca cdc nghiém n <10000 ctia phwong trinh nay la
n=1 3, 15, 104, 164, 194, 255, 495, 584, 975, 2204, 2625, 2834, 3255, 3705, 5186, 5187. S6 tw

nhién N nhé nhidt ma ¢(n)=¢(n+1)=¢@(n+2) la 5186. D& thiy 5186 théa man tinh chit nay vi ta

c6 cac phan tich thanh thira s6 nguyén t6 5186 =2.2593, 5187 =3.7.13.19, 5188=2%1297 va
2592=2.6.12.18=2.1296

Ta chwa biét c6 ton tai cic s6 tw nhién N ma (o(n) = (p(n +1) hay khong. V&i n<2-10° thi c6 391 s8
nhw vdy va trong dé chi c6 n= 1586 thdéa man gp(n) = (p(n +1) = (p(n+ 2). Véi phwong trinh
@(n+2)=p(n) thi ta biét c6 7998 nghiém N<4-10°. Véi n<100 thi n=4,7,8,10,26,32,70,74.
Phwong trinh (o(n +3) = (p(n) chi ¢6 hai nghiém n=3 va n=5 véi n<10°,

D& dang chirng minh v6i moi s tw nhién cho trwéc k thi phwong trinh @(n+k)=¢(n) c6 it nhat mot

nghiém tw nhién n (bai tp 11). Tt gid thuyét H (Chwong 3 muc 8) thi tén tai vo han nghiém tw nhién
clia phwong trinh trén véi k chdn (Schinzel va Sierpinski [3] trang 195). A.Schinzel va Adrzej
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Wakulicz [1] d4 chitng minh ring véi moi s6 tw nhién k <2-10% thi phuwong trinh p(n+k)=¢(n) co
it nhat hai nghiém tw nhién n (Shinzel [8]).

Néu mot trong hai s6 n va n+2 1a nguyén t§ thi ¢(n+2)=¢(n)+2. Phuwong trinh nay ciing ding
v&i mot s6 hop s6 chang han n=12,14,20,44. Moser [1] da chitng minh rang khong ton tai hop sd 1é
n<10000 thoa man phwong trinh nay. Tir day dit ra gia thuyét ndi rang khong ton tai s6 1é n nao
ngoai trir cic cip s6 nguyén t§ sinh doi n,N+2 ma ¢@(n+2)=¢(n)+2. Trong mdi lién hé nay
AMakowski [4] da dit cAu hoi con ton tai hop s ty nhién n ma @(h+2)=@(N)+2 va
o(n+2)=o(n)+2 hay khong.

Né&u n 1a sd nguyén td thi ¢(n) =n—-1 do d6 ¢(n)|n—1. Ta chwa biét ¢4 ton tai vd han cac hop s6 n
ma @(n)|n—1 hay khéng. D.H.Lehmer [1] da dit ra gid thuyét khong ton tai nhitng s6 nhw vay.
G.L.Cohen va P.Hagis Jr. [1] da chirng minh néu t6n tai cic s6 nhw vay thi cac s6 d6 c6 it nhat 14 wéc s6
nguyén td phan biét. Mit khac dé dang tim dwoc cac s6 tw nhién n ma (p(n) | n. T4t ca cac so c6 tinh

chiatnayla n=2%, «=0,12,... va n=23 véi a, f 1a cac s6 tw nhién (Sierpinski [26], 196-197).

Tir (5) suy ranéu N=2% véi o 1a s6 ty nhién >1 thi ¢(n)=2".Do dé 2|(2") véi @ =2,3,.... Tuy
nhién néu n c6 wéc s6 nguyén té 1& p thi p—1 chdn va do d6 theo (5) thi p—1|@(n) va do d6
2| ¢(n). Vimoi sé tw nhién > 2 hoac 12 liiy thira bic k cta 2 véi k >1 hodc cé wdc s6 nguyén td 1é nén

suy ra véi moi s8 tw nhién n> 2 thi 2| p(n).

Do (p(l) = (p(2) =1 suy ra phwong trinh (o(X) =m, m 1¢, la gidi dwoc chi khi m= 1 Vi vy ton tai vo
han s6 tw nhién (16 ) m ma phwong trinh (p(x) =m khoéng c6 nghiém tw nhién X.

Mat khac c6 thé chirng minh ton tai vo han sé tw nhién chin m ma phwong trinh ¢>(X) =m khong cé
nghiém ty nhién X. Ta chirng minh tinh ch4t nay bang cich chirng minh phwong trinh d6 khong c6
nghiém khi m=2-5" v6i k= 1, 2,.... Tir (5) suy ra néu p(n)= 2-5% v6i k 1a s6 tw nhién thi n c6
ding mot wéc s6 nguyén to vi néu g, va g, la cac wdc sé nguyén to phan biét cia n thi theo (5) suy ra
(0, —1)(a, —1) | ¢(n) = 2.5 va do d6 4|¢(n), vd ly. Vi vay n=2%p” véi a 1a s6 nguyén >0 va S 1a
s6 tw nhién. Hon nita « <1 vi néu ngwoc lai thi véi a > 2, 2“’l(p—1)|(/)(n) va do dé 4|go(n), vo ly.
Néu =0 tacé N=p” vanéu a=1,n=2p” thi (o(n): pﬂ’l(p—l)=2-52k. Néu f >1L, p = 5vado
d6 p—-1=4,voly. Vay f=1suyra p=25%+1, vo 1y vi s§ 5% =(5k )2 dong du 1 modulo 3, suy ra
3| p vado dé6 p=3, diéu nay khéng ding. Vay phuwong trinh (p(n) =2.5% voi k=1, 2,... khong c6
nghiém tw nhién.

St dung phwong phap twong tw, dinh ly manh hon sau day dwoc chirng minh béi A.Schinzel [6].

Dinh 1y chi ra véi moi s6 tw nhién s thi ton tai s6 tw nhién m chia hét cho s va phwong trinh
(p(n) =m khong cé nghiém tw nhién n.. Pinh Iy nay l1a hé qua trwc tiép cta két qué dwgc trinh bay
b&i S.S.Pillai [2] theo mdt cach khac: néu ¢ (X) ky hiéu s6 cdc s6 tw nhién M<X ma phwong trinh

p(n)=m la gidi duge thi lim =
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Théit viy, H.Maier va C.Pomerance [1] di chrng minh t6n tai s6 thwc C =0,81781465 ma véi moi
£>0va X> X, (&) thi

1o 2P((C~#)(10g10g109x)°) <5 (x)

X 2
< @exp((c +¢)(logloglog x) )

Tt Pinh 1y 4 suy ra véi moi s tw nhién m thi s6 cac nghiém tw nhién ctia phwong trinh go(n) =m la
hiru han. Ngwoec lai, Pinh 1y 4 1a hé qua truc tiép cua tinh chat nay. Twr dinh 1y cta Pillai suy ra

Pinh ly 6. V&i moi sé tw nhién s thi ludn ton tai s6 tw nhién m ma phwong trinh go(n) =M ¢6 nhiéu hon
S nghiém tw nhién n phan biét.

Chirng minh. Ta trinh bay mdt chitrng minh so cip thudc vé A.Schinzel [5].

Ky hiéu s 1a s§ tw nhién va m=(p,—1)(p,—-1)...(p, —1) v6i p, 13 s8 nguyén t3 thix i. Ta sé& chirng
minh cc s6 X, Xy,..., Xo,; VOi X = Pr.. P (P =D Piy-P, 1=12,...,S va X, = P, P,...P, 1a nghiém cta
phuwong trinh (p(n) =m.

That vay, véi | 1a mét trong cacsé 1,2,...,S thi s p, —1 khong chia hét cho moi s nguyén td > p; va
do d6 p —-1l=p/py..pl't véi 1,7 %a la cac s0 nguyén khoéng am. Vi vay
X = PP Bl P PPy nén (%) = Pt g (B 1) (P, — 1) (P —1) (P = 1) (P 1)
suy ra theo dinh nghia cia m thi ¢(x)=m véi i=12,...,S. Ta thiy cic s8 X, X,,...,X,,; 12 cac s&
nguyén dwong phan biét. Pinh ly dwgc chirng minh.

Ton tai ddy vo han ting cac s8 tw nhién m, (k =1,2,...) ma s8 nghiém ctia phwong trinh @(n) =m, véi

moi k=1,2,... 1alén hon m¢ véi c 1a hang s dwong (P.Erdos [3]). P.Erdos da dit ra gia thuyét voi

moi ¢ >0 thi hdng s6 nay c6 thé chon 1a 1-¢. A.Balog [1] da chitng minh diéu nay ding véi ¢ = ZLO

Cau hoi dat ra 1a c6 phdi véi moi s6 tw nhién S thi déu ton tai s6 tw nhién M ma phwong trinh
(o(n) =m c6 ding S nghiém tw nhién hay khéng. Ta chwa biét ciu tra 1 ngay ca khi s =1. That vy,
ta chwa biét s6 tw nhién m nao ma phwong trinh go(n) =m c6 dung moét nghiém. Gid thuyét
Carmichael [5] n6i rang khong ton tai sd tw nhién m nhw vay. P.Masai va A.Valette [1] da chirng minh
khéng ton tai s m <10
ma phwong trinh go(n) =m cé dung hai (hodc ba) nghiém tw nhién n (bai tap 12).

nao nhw viy. Tuy nhién cé thé chirng minh t6n tai v6 han sé tw nhién m

V&i moi s6 tw nhién s > 1 ky hiéu m, 1a s0 tw nhién nhé nhat m ma phwong trinh go(n) =m c6 ding
S nghiém tw nhién (néu s6 M, ton tai). Ta tinh dwoc

m,=1m,=2,m,=m, =8 m,=12,m, =32, m; =36,m, =40,m,, =24,m, =48,m, =160

m,; =396, m, =2268,m, =704

Ta dit ra gia thuyét rang véi moi s6 tw nhién s > 1 thi ton tai vd han s6 tw nhién m ma phuong
trinh (p(n) =m c6 dung S nghiém tw nhién n. Tinh chit ndy dwoc suy ra tir gid thuyét H (Schinzel
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[13]). Kho khin duy nhit trong chirng minh nam & viéc chirng to sy ton tai cia cac s6 m, vi P.Erdos
[14] dd chirng minh néu véi s6 tw nhién s cho trwedc ma ton tai s6 tw nhién m ma phwong trinh
go(n) =m c6 ding s nghiém tw nhién n thi c6 v6 han s6 tw nhién m c¢6 tinh chat nay.

Ta chwa biét c6 ton tai v han cac s6 tw nhién khéng c6 dang n— (p(n) véi n 1a so tw nhién hay khong.
C6 thé chirng minh cac s6 10, 26, 34 va 50 déu khéng c6 dang nay. Ta khéng biét c6 ton tai s6 1é co
dang nay hay khong. Cau tra loi 1a khing dinh néu ta chirng minh dwgc moi s6 chdn lén hon 6 déu l1a
téng cua hai s6 nguyén té phin biét.

k=1

n-1
Bai tap. 1. Chirng minh cong thirc N.C.Scholomiti [1] (o(n) = Z{ } vGi moi s6 ty nhién n> 1.

1
(n.K)

Chitng minh. Lvu y néu n>1k<n va (nk)>1 thi {ﬁ}=l. Mit khac néu (n,k)>1 thi
n

=0. Do d6 vé phai ciia cong thirc bang v&i s6 cac s6 tw nhién <n nguyén t6 cung nhau véi

(n.%)

n> 1 vado débéng ¢(n).
2. Tim cac s0 tw nhién N ma (p(n) khong chia hét cho 4.
Loigidi. Cacs6 délal, 2, 4 va p“ va 2p“ v6i p lasd nguyén té c6 dang 4t +3. Chirng minh la hién
nhién (Carmichael [1], Klee [1]).
3. Chirng minh ton tai vo han cap sd tw nhién X, Y,y > X, ma d(x) =d(y), ¢(X) =¢(y), o(X)=o(y).
Chirng minh. Cac cidp s6 X = 34568, y= 34638 véi k =0,1,2,... déu théa man (Jankowska [1]).
4. Chirng minh rang ton tai vo han cAicbd s6 X,y,Z ma X<y < Z va
d(x)=d(y)=d(z), (x)=0(y)=0(2), o(x)=o(y) =0 (2)

Chirng minh. bat

x=52%.3%71.113, y=5%.2%.3.29.37.71

z=52-3°-11-29-113

P.Erdos [15] da ching minh rdng v&i moi s6 tw nhién s thi déu ton tai S s6 tw nhién phan biét
a,a,,..,8 thbaman d(a)=d(a,), ¢(a)=9¢(a;), o(a)=o(a;) véimei 1<i< j<s.Tir gid thuyét

Erdos [16] thi suy ra cicsé @,,a,,...8, ¢ thé chon d6i mdt nguyén t6 cing nhau.

5. Chirng minh rang v&i moi s6 tw nhién m thi ton tai s6 tw nhién n ma @(n)—@(n—-1)>m va
o(n)—p(n+1) >m.

Chitng minh. V&éi p la s0 nguyén t6 c6 dang 4k+ 3 va lén hon 2m+ 3 thi ta 6
(p( p)=4k+2,gp(p—1)=g0(4k+2)=(p(2k+1)£2k+1. Do dé (p( p)—gp(p—l)22k+1>m. Ta cling

c6 p+1=4(k+1)=2"1 v6i @>2 va |l las61é. Viviy o(p+1)=2""¢(l)<2*"| :%(p+1)vé do do

o(p)-¢(p+1)= p—l—%(p+1):%(p—3)>m.
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Lwu y rang: ton tai s6 tw nhién n> 1 ma o(n=1)/¢@(n)>m va e(n+1)/p(n) >m va twong tw ton tai
s6 twnhién n> 1 ma o(n)/ ¢(n—1)>m va ¢(n)/ @(n+1)>m (Schinzel va Sierpinski [1]).
C6 thé chirng minh (Erdos va Schinzel [1]) véi hai s6 tw nhién m va k> 1 thi ton tai s6 tw nhién n

M> m véi 1 =1,2,...,K va sé tw nhién n théa man M

- ——Z>mvbeii=L2,..,k.
p(n+i-1) o(nN+1)

théa man

6. Chirng minh rang véi cac s6 tw nhién a,b tuy y thi ton tai vé han cic cdp s6 tw nhién X,y ma
o(x):o(y)=a:b.

Chirng minh. V&i a va b 1a hai s6 tw nhién cho truéc. Khong gidm tong quat gia st cac s6 nay nguyén
t6 cung nhau. Ky hiéu c 1a s8 tw nhién nguyén t6 cing nhau véi ab (cé vo han s6 nhw vay ching han
cac s6 kab+1 véi k=1,2,...). Pat x=a’bc, y =ab’c. Vi cac s6 a,b,c doi mot nguyén t ciing nhau
nén o(x) = p(@*)p(0)p(c) va o(y) =p(@)p(b*)e(c). Tir Pinh ly 3 suy ra véi moi s6 tw nhién n ta c6
o(n*)=np(n) vasuyra p(a’) =ap(a), p(b*) =bp(b) nén p(x):p(y)=a:b.

Tir gia thuyét H suy ra sw ton tai v han cac s8 nguyén t8 X,y théaman ¢(x):¢(y)=a:b véicac cip
s6 cho trwdc a,b (Schinzel va Sierpinski [3] trang 192).

7. Chirng minh rang néu n 1a s6 tw nhién >1 thi ton tai v han s§ tw nhién m ma (p(m) /m= go(n)/ n.

Chirng minh. SO n la sO ty nhién >1 c¢é wéc s6 nguyén to6 p do dé6 n= p“n, véi a la s6 tw nhién va
o(n) _ P (p-De(n) _p-1o(n)

(n,, p)=1. Vi vay = ~ . bat m=p“n, véi B la so tw nhién. Lap
n pTn p n,
m -1 n m n .
ludn twong ty ta cé o(m) P2 o) do do M = M va suy ra diéu phai chitrng minh.
m p n, m n

C6 thé chirng minh cac s6 (p(n)/ n,n=12,... tao thanh mot tip hop tru méit trong khoang (0,1) . Mit
khac ton tai tip hop tru méat trong khodng (0,1) chira cac s6 hiru ty ma khéng cé dang go(n/n)
(Schoenberg [1], Sierpinski [26] trang 210). K.Zarankiewicz da dat ra cau hoi c6 phai tap hop cac s6
@(n+1)/p(n),n=12,... 1a tri mit trong tip hop cac sd thuc hay khong. A.Schinzel [3] da chimng
minh cAu trd 1oi 12 khang dinh (Erdos va Schinzel [1]).

8. Tim tit ca cac nghiém tw nhién cia phwong trinh q)(n) = (0(2[‘1).

Loi gidi. D6 1a cac s 1é.

9. Tim t4t c& cac nghiém ty nhién ctia phwong trinh @(2n)=¢(3n).

Loi gidi. D6 1a cac s6 tw nhién chan khong chia hét cho 3.

10. Tim tat ca cac nghiém tw nhién cta phwong trinh q)(Sn) = (/)(4n) .

Loi gidi. D6 1a cac s6 khong chia hét cho 2 hodc khéng chia hét cho 3.

11. Chtrng minh rang v&i moi s6 tw nhién k thi ton tai it nhat mot s tw nhién n ma go(n + k) = (o(n).

Chirng minh. Néu k 1a s& 1é thi ménh dé ding vi ¢(2k)=¢(k) va ta dit n=k. Gid st k chdn vaky

hiéu p 12 s6 nguyén t8 nhé nhat khong phai wéc s6 cia k. Khi d6 mdi s6 nguyén td < p déu 1a wéc s6
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cda k. Vivay (p(( p—l)k) = ( p—l)(p(k) (diéu nay suy ra ttr Pinh ly 3 vi néu m la s6 tw nhién ma moi
wéc s6 nguyén to ctua n6 déu la wéc s6 nguyén té cia k thi (o(mk) = m(p(k) ma (p,k) =1 suy ra
o(pk)=p(p)o(k)=(p-1)p(k)= (o(( p—l)k) . Do d6 dit n=(p-1)k tac6 p(n+k)=¢(n), didu
phai chirng minh (Sierpinski [18] trang 184).

Ta chitng minh dwoc véi moi s6 tw nhién m  thi luén ton tai s6 tw nhién k ma phwong trinh
go(n + k) = go(n) c6 nhiéu hon m nghiém tw nhién n (tailiéu da dan trang 184-185).

12. Chirng minh rang ton tai vo han sd tw nhién m ma phwong trinh q)(n) =m c6 ding hai nghiém tw
nhién n.

Chitng minh. Cac s6 m=2-3"" v6i k=1,2,... théa man. That vay, gia st n 13 s§ tw nhién théa min
@(n)=2-3""_Ré rang n khong phai liiy thira ctia 2 (vi (p(Z“ ) =2°") nén né cé wéc s nguyén 6 1é

p vahon nita né khong cé nhiéu hon mot wée s6 nhw vay vi (n) khong chia hét cho 4.

Néu p=3 thi n=3’ hosic =23 véi a, la céc s§ tu nhién. Khi dé vi ¢(n)=2-3%" suy ra
2.3/ =2.3%" hoiic 2.3 =2.3%" vado d6 o =1 va f—-1=6k+1.Vithé n=3%"2 hojc n=2.3%"
va trong moi trwong hop ta co go(n) =2.3%" =m,

Néu p#3 thi p>3 vado dé n khong chia hét cho p? vi néu ngwoc lai thi p|e(n)=2-3"" mau

thudn vi p>3.Vivay n=p hodc N=2“p véi & 1as8 tw nhién. Vi vay tir ¢(n)=2-3%"

suy ra ta cd
p—1=2-3%" hoic 2“’1( p—l) =2.3%" Ma p — 1 chin suy ra @ =1 va trong moi trwdng hop thi
p=2-3%"11, v Iy vi véi k=1 ta cé6 p>7 va theo dinh ly Fermat nhé thi 3° =1(mod7) suy ra

p=2.3%"41=23+1=0(mod7), do d6 p|7.Vivay phwong trinh p(n)= 2-3%* véi k1a s6 tw nhién

_ 36k+2 . 36k+2

c6 dung hai nghiémla n van=2
Phuwong trinh @(n) =2-3 c6 bon nghiém 1a N=7,9,14,18 va phwong trinh (p(n) =2.3? ciing c6 bén
nghiém la n=19,27,38,54.

Ghi chi. A.Schinzel [6] da tim ra vd han s6 tw nhién m ma phwong trinh ¢)(n) =m c6 ding ba
nghiém ty nhién. D6 1a cac s6 m=7""-12 véi k=0,1,2,.... Khi d6 o(n)=m véi n=7""23, 77?4
va 7°%"2.6. P& chirng minh d4y 12 t4t ca cac nghiém bing cich so cp thi twong d6i dai.

13. Tim t4t ca cac nghiém tw nhién cia phwong trinh (p(n) =2".

Loi gidi. Gia st n 12 s8 chdn va n=2“q"q;?...07% vdi Q;,0,,...q,_, 12 cic s6 nguyén td 1é 12 phan tich
thanh thira s6 nguyén to cia n.

Pit ¢, <Q,<..<0., (c6 thé bé qua trwong hop k=1, nghia 1a N=2"). Vi ¢(n)=2" neén
2 it gty =(0 -1)(0, -1). (0, —1) =2 suy ra o=, =..=¢, =1 va q =2"+1,
1=12,..,k-1 va g v6i i=12,.,k-11a cic s6 tw nhién va -1+ +f,+...+f,_,=10 do do6
S <10 v6ii=12,.. k-1

Cac s nguyén t6 1é c6 dang 27 +1, <10 la cacsé 2% +1 véi £ =12,4,8.Vithé k <5.
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N&u k= 1 thinéu n=2" tacé @—1=10 suyra a =11 vahé quala n=2"=2048.

Néu k= 2 thi -1+, =10 vavéi f,=12,4,8 tacé a«=10,9,7,3 twong trng. Do d6 cac gia tri cuia
n 1a 2°.3=3072, 2°.5=2560, 2'.17 = 2176 hoic 2°.257 = 2056.

Néu k= 3 thi a—1+ 4, + £, =10. Vi vdy S, khong thé >2 vi néu nhw vy thi S, 16n hon hodc bang
4.Nhung £, < f, (v6i 0, <0,)tacod f,>4 dodd B,>28 va S+, >12,vd ly. Vivay f, bang 1 hodc
2. Neu p =1 thi a+f,=10 va B,>f =1 do d6 B,=2,48 suy ra «=8,6,2 va do do
n=2°35,2°3.17,223.257. Néu 3, =2 thi a+/3,=9, f,=4 hoidc 8 suy ra =5 hodc 1 va do dé
n=2°5.17 hodc 2.5.257.

Néu k=4 thi a-1+B+5,+5,=10.Vi B <f,<f; (suyratlr g, <0, <0,) va B, 5,, S; chico thé
121,2,48 nén B, =14,=2,5,=4 chirngtd a=4 vadodé n= 2*3.5.17.

Cudi cung ta thiy khong thé ¢6 k= 5 vinéu k= 5 suyra £ =14, =2, £, =4, #, =8 mau thun véi
dang thirc @ -1+ S, + S, + 5, =10.

Bay gio gid st n 1é thi n=0q"q%...9.%* véi q;,0,,...,0, , la cacsé nguyéntolé g, <q, <..<(, ;. Theo
gia thiée thi g "g52"..q0 " (0, —1)(d, —1)...(0,)-1=2"° nén oy =, =...=q ;=1 va g =2/ +1
voii1=12,...,k-1.Honnta S +p,+..6,,=10.

Néu k=2 thi £ =10,v61ly. Néu k=3 thi B+, =10 suyra f,=2,5,=8 vadodé n=5-257.

Néu k=4 thi g+, + 5, =10,vdlyvi B, B,, B 1a cic s6 phin biét thudc day 1,2,4,8.

Twong tw khong thé c6 k >5. Viy phwong trinh (p(n) =2" ¢6 dling 12 nghiém ty nhién 1a
n=2"2".32%.52".17,2%.257,2°.3.5,2°.3.17,2%.3-257,2° -5-17,5-257,2-5-257,2° - 3-5.17.
Ghi chi. C6 thé chirng minh véi 0<m<31 (m la s6 nguyén) thi phwong trinh (p(n) =2" ¢6 dung
m+2 nghiém tw nhién n. Véi 31<m<2® thi phwong trinh ludn c6 ding 32 nghiém. Chtrng minh

dwa trén tinh chat cac s6 22 +1 (5<n<20) déulahop sd @

14. Chirng minh rang ton tai vo han s tw nhién m ma phwong trinh gp(n) =m c6 it nhat mot nghiém

tw nhién va moi nghiém ctia n6 déu 1a s6 chan.

Chitng minh. Dit m=2%"? v6i $=6,7,.... Néu ton tai s& tw nhién 1é n théa man @(n)=m thi n l1a

tich ctia cac wéc sO nguyén té khac nhau va c6 dang F, = 2% +1 vinéu P 1a s6 nguyén té va p|n thi
p-1| go(n) =msuyra P—1laliythtraca2vadodé p=F,.Gidsk délacicso F, R, F, - Khido
2% +2% 4. +2% =2°+2° véi h,h,,...,h 13 cac s6 tw nhién phan biét. $6 2° +2° v&i s >5 chi c6 mot

biéu dién thanh téng cac liiy thira phan biét clia 2 nén mot trong cac sd Fo oo By bang F,, vo 1y vi

F, 1a hop s6. Vay phwong trinh (p(n) =m khong c6 nghiém 1&. Néu n chén thita c6 (0(233”8 ) =m. g

@ Carmichael [1] da trinh bay chirng minh véi M < 2 v6i 2° <m< 2% thi chirng minh twong tu.
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15. Chtrng minh néu p>2 va 2p+11a cdc s nguyén t thi véi N=4p tacoé ¢(n+2)=p(n)+2.

Chirng minh. Néu cac s6 p>2 va 2p+1 1a cac s6 nguyén t3 thi ¢(4p)=¢(4)p(p)=2(p-1) va
qo(4p+2):(/)(2(2p+1)):¢)(2p+1):2p suyra p(4p=2)=gp(4p)+2. ©

Ghi chu. Tt gid thuyét H (Chwong 3 muc 8) suy ra ton tai vo han cdp s6 nguyén t6 sinh do6i. Twong tuw,
tir gid thuyét H ciing suy ra toén tai vo han s6 nguyén t6 p ma sd 2p+1 ciling la s6 nguyén t6. Do dé

gia thuyét H suy ra ton tai v han s6 tw nhién 1é va vo han s6 tw nhién chan n ma go(n + 2) = ¢(n) +2.
2. Cac tinh chit cia ham chi Euler

Bay gi® v&i s6 tw nhién cho trwdc N ta sé tinh s6 cac s6 tw nhién <N ma wdc s6 chung lén nhat cua
ching véi n labang d véi d|n.

Uéc s6 chung lén nhatcia m<n va n la d khiva chi khi m=kd vé&i k 1a s6 tw nhién <n/d.Hé qua
1a s§ c4c s8 tw nhién M<n théa méan diéu kién (m,n)=d 13 bing v&i s8 cac s6 tw nhién <n/d ma
nguyén t§ cing nhau véi n/d , tirc 1a bang voi ¢(n/d).

Vi vay ta thiy trong diy 1,2,...,n thi véi moi wéc s6 tw nhién d cia s6é tw nhién n ludn cé dang
(o(n/d) s6 tw nhién M ma (m,n):d )

Gia st d;,d,,...,d, la tat ca cac wéc so tw nhién cta s6 tw nhién n. Cacsé 1,2,...,n c6 thé chia thanh s

¢ x A o v s TR W T S n
16p theo quy tac s6 m thudc 1ép | khi va chi khi (n, m) =d,.S6 cicphdntircualép i la (p[d—]
i

. N n n n .
Hon nita vi s6 cac sd trong diy 1,2,...,n 1a bang n nén ¢(d—]+(p(d—]+..+§o(d—] =n. Nhwng néu
1 2

S

A s s x N T VR . A
d, nhan moi gia tri 1a wéc sO cta n thi d_ cling nhan moi gia tri la wéc sd6 cua n. Vi vay

@(d,)+e(d,)+..+¢(d;)=n, nghiala

(8) D e(d)=n

Vay ta da chirng minh dwoc

Pinh 1y 7. Téng cdc gid tri ciia ham chi Euler tng véi moi wée sé ctia N la bdng n.

St dung tich Dirichlet (Chwong 4 muc 3) cho cac chudi & +a, +... va b +b, +..., v&i s6 thuc s> 2,
a,=¢(n)/n°, b1/n°(n=12,...) tanhn dwoc tir (8)

anzadb ng(d)'ds__z zls: :sl-—l

dn 4 dn N “gn n
Vivay D ¢, =&(s—1) vadods le(p(n) B G BN
= = &(s)
, e e T X
Str dung (8) c6 thé chirng minh dang thirc Liouville Z 1 = (1 > vOi |X| <1
n=1 - —X
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Tl Dinh Iy 6 muc 10 Chwong 4 thi ham chi Euler 1a ham s duy nhit théa man Pinh 1y 7.
Cong thirc (8) va cong thirc (37) cho ta cong thirc

u(d
(9) ¢(n) = nzﬁ
din d
ding véi moi s6 tw nhién n. Cong thirc nay cé thé viét lai dwdi dang
(10 p(n)= Y hu(k)
kl=n
vGi tong 14y trén moi cap s6 tw nhién k va | ma kIl = n.Véi X1 thi tir cong thirc (10) suy ra

[x]

(11) éw(n)=2'ﬂ(k)

kl<x

[x] [x/k]
voi z 12 tdng tinh trén moi cdp s6 tw nhién K,1 ma kl <X. Nhung leu(k) = Z( z Ij va tir
1=1

kl<x kl<x k=1

[x/K]
Z | = %{E} ({E} +1] theo cong thirc (33) Chwong 4, cong thirc (11) suy ra
i=1

[ 11y x P
12 k)| —
(12) Z(o =3 2“(#( ){k}
Céng thirc nay co thé sir dung dé tinh téng cac gia tri lién ti€p cia ham ¢ va tim x4p xi cho téng dé. St

2 u(k)

dung cong thirc Z 2 =— da dugc chirng minh trong Chwong 4 muc 10 ta c6 thé thiy ty sd cua
= /4

[x]
> @(n) va 3x*/ % tién téi 1 khi X ting v6 han.
n=1

Dang tong quat ciia ham s6 (p(n) laham sé ¢, (n) dwoc xac dinh véi cac cdp s6 tw nhién K,n 12 s6 cac

ddy a,,a,,..a, chita k s§ twnhién <n ma (a,,a,,..a,,n)=1.

Dé dang chirng minh dwogc dinh 1y C.Jordan [1] (trang 95-97) néi rang néu n=q;*qg;?...q2* 1a phan tich

thanh thira s6 nguyén to ctia n thi gok( ) (1—i]{1— L j [ ] va Zgok
as

ql q2 din
Mot dang tong quat khac ctia ham ¢ 1a ham ¢, (n) dugc cho béi V.L.Klee, Jr. [3]. Ham s6 nay dwoc xac
dinh (v&i cac sO tw nhién k va n)1a sd cdc s6 h xuit hién trong day 1,2,...,n ma (h, n) khong chia hét
cho liiy thira bac k bat ky 1én hon 1.

s

Dé dang chirng minh néu n=qg*qg*..q>" la phén tich thanh thira s6 nguyén t6 cua n thi

n)=[Ta"[[a"" (o ~1). Taciingc6 @, (n nH(l q° )vadzln:cpk(dk):

o; <k a; >k
qprlme

3. Pinh ly Euler

Cho tredc s6 tw nhién m >1 va dit
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(13) LDy Ty

la day cac sO tw nhién nguyén té cung nhau véi M va nhé hon m. Ky hiéu a 1a sé nguyén tuy y
nguyén t6 cung nhau véi m. Ky hiéu ¢, 1a s6 dw nhdn dwoc khi chia s6 ar, cho m(k =12, ...,(p(m)).

Ta cé

(14) o, =ar (modm) véi k=1,2,...,p(m).
va

(15) o, =ar,_+mt,,

voi t, (k =1, 2,...,(/)(m)) la cac s6 nguyén.

Ta sé chirng minh cac s6

(16) Q11Q21---’Q(p(m)

va cac so (13) la trung nhau chi sai khac mét hoan vi. Ta chi can chirng minh

(i) cac phan tlr ctia day (16) la cac s6 ty nhién nguyén té cing nhau véi m va nhé hon m,

(ii)  cac phan tr ciia (16) 1a phin biét.

bit d, =(0,,m). Theo (15) thi ar, =9, —mt, suy ra d, |[m. Nhung vi (a,m)=(r,m)=1 (ar,m)=1
ma d, |m va d, |ar, suyra d, =1, nghia la (Q,,m)=1. Mit khéc, s§ 0, 1a s dw nhan dwoc khi chia
mot s6 cho m nén 0<Q, <m.Honnitavi (Q,M)=1va m>1nén g, khac 0.Vivdy moi phan ti
cla diy (16) déu thoa man tinh chit (i).

Bay gior gia st v6i hai chi s6 phan biét i va j trong day 1,2,...,¢(m) thi g, = 0;. Khi d6 theo (14) ta
c6 ar, =ar;(modm) va do d6 m|a(r,—r;) nénvi (a,m)=1tacé m|r—r, volyvi r; va r; 1a hai
phén t&r phan biét cta (13) (véi i # j) 1a cic s6 tw nhién phan biét <m. Vi vy ta da chirng minh dwoc
cac phan tlr cua day (16) déu c6 tinh chit (ii).

Tir diy suy ra cac phan tir cia diy (16) va cic phan tir ciia day (13) la dong nhat sai khac mot thi tu.
Do d6 0,0, .0,y =l 1y -y Ky hiéu P 1a gia tri chung cta cac tich s6 nay. S6 P nguyén td cung

nhau véi M vi cac nhan t&r cia n6 nguyén t6 cung nhau véi M. Nhan cidc dong du thirc nhan dwoc tir
(14) bing c4ch thay 1,2,...,¢(m) cho k ta nhan dwoc @, 0, Ly = a""rr,... F ) (modm), nghiala

P=a""p (modm). Biéu nay twong dwong véi m| P (a"’(m) —1) suyravi (P,m)=1tacé m|a”™ 1.
Vay ta da chirng minh dwoc

Pinh ly 8 (Euler). V&i moi s6 nguyén a nguyén td cng nhau véi sé tw nhién m thi a”™ =1(modm).
Néu p la s6 nguyén td thi (p( p) = p-1 do d6 dinh ly Euler 1A tdng quat ciia dinh ly Fermat nho
(Chwong 5 muc 5).

Pinh ly 8° (Redei). Véi moi sé tw nhiién m >1 va a nguyén ta cé (Szele [1] ghi chii 2)

(17) mla™—a™ ™,
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Chitng minh. Pit m=q gg2...q> 1a phan tich thanh thira s6 nguyén t§ cia m. Ky hiéu i 1a mot
trong cac s6 1,2,...,kK. Néu (a, qi):l thi theo Pinh ly 8 ta c6 g% |a(p(qiui) —1 va tir Pinh ly 3 suy ra
(p( I"’)|(p(m) va ta c6 g7 |a”™ —1. Néu a va =2 la cic s tw nhién thi theo quy nap ta c6
q“">a. Mit khac véi 1=12,...k, ta c6 g“*|m va qf"_l|go(m) suy ra | m—¢(m). Hon nita
m—(p(m) dwong véi M 16n hon 1, nén tir tinh chit cudi cung suy ra m—(p(m) >0 > . Vi vay

néu (a, qi)>l thivéi g, |a tacé g |qim—(p(m) |am—<o(m)_

Viy véi moi s6 nguyén a thi g |a™ "™ (a‘”(m) —1) voi moi 1=1,2,3,...,k. Nghia 1a ¢ |a" —am ™

suy ra theo phan tich thanh thira s6 nguyén t6 cua a thi cong thirc (17) ding. Pinhly 8* dwoc chirng
minh. O

Dinh ly Euler 1a hé qua cta Dinh ly 8. That vay, theo Pinh 1y 8° thi v&i moi s6 tw nhién m >1 va moi
s nguyén a tacé m|a™ ™ (a‘”(m) —1). Do d6 vi (a,m)=1nén (am_‘/’(m), m) =1suyra m|a”™ —-1.

Bai tap. 1. Chirtng minh rang tir mot c4p s6 cong vo han cic s6 nguyén thi c6 thé chon ra mot chudi liy
thira.

Chirng minh. Gia st ta c6 cip s6 cdng vo han cic sd nguyén

(18) a,a+r,a+2r,..

Néu r =0 thi khong cé gi dé chirng minh vi ddy (18) 14p thanh mét cip s6 nhan.

Néu r <0 thi bai todn dwoc quy vé treomg hop r >0 bang cach d6i diu tat ca cac phin ti cua day.
Vay chi can xét treong hop r 1a s6 tw nhién. Hon nira c6 thé gia st (a, r) =1lvinéud= (a, I’) >1 thita
c6 a=da’, r=dr’ véi (a’, r’) =1 va do d6 chi cin chirng minh v&i cdp sé cong @',a’+r',a’ +2r', ...
Bay gior xét r >0, khi d6 tir phén ti nao dé day (18) sé gbm toan sé 16n hon 1. Vi vdy ta c6 thé gia st
a>1.Vi(a,r)=1 nén theo Pinh Iy 8 thi a”" =1(modr). Vi vy v&i cac s6 tw nhién n,a™") = (modr)
va do do6 s6 k_ =(aa”“’(r) —a)/ I nguyén véi moi N=12,.... Nhung a+k r= a(a"’(r))n voi n=12,...,
vadodévi a>0, 0<k <k, <..vacicss a+k,r(n=12,...) tao thanh mét cdp s6 nhan. O

Bai toan ta vira chirng minh suy ra trong moi cip s6 cdng v6 han thi c6 vd han cac phan ti c6 chung
wéc s6 nguyén té (Polya va Szego [1] trang 344). M6t hé qua khac ctia bai todn nay 1a moi cip s6 cong
v6 han cac phin ti hiru ty thi ton tai cac phan ti 14p thanh mot cap s6 nhén s6 van.

2. Chirng minh rang néu M, a,r 1a cac s6 tw nhién véi (a, r) =1 va Z 1a tip hop vo6 han cac phan tir
cta cip sO cong a+kr(k=12,...) thi cip s6 nay chira cic phan t 1a tich cia nhiéu hon m phan ti
phéan biét trong Z .

Chirng minh. Ldy ra s=mg(r)+1 s8 phan biét trong tdp Z va ky hiéu cdc s6 d6 1a t,,t,,...,t,. Cac s6
nay 1a phin ti cla cidp s6 cong a+kr(k=12,..) nén ching déng dw véi s a(modr). Do dé
tt,..t;=a=a-a"™"” (modr) ma (ar)=1 nén theo Dinh ly 8 suy ra a”"” =1(modr). Vi vay
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t,t,..t; =a(modr) va hé qua 1a s8 t, t,...t; 1a phan t& cla cdp s8 cong a+kr(k=12,...). Hon nita
s=meg(r)+1>m vado dé ta c6 diéu phai ching minh. ©

3. Chrng minh rang moi sé tw nhién khong chia hét cho 2 hodc 5 déu 1a wéc s6 cla sd tw nhién nao dé
V(i cac chit s6 (trong hé thap phan) déu bang 1.

Chikng minh. Néu (n,10)=1 thi (9n,10)=1 va vi vdy theo Pinh ly 8 thi 10"®” =1(mod9n). Do d6
10°°" —1=9nk véi k 1a s8 tw nhién. Vi vay nk :(10‘“9”) —1)/9 va do dé céc chit sb trong hé thap
phan cta s6 nay déu bang 1. o

4. Chirng minh rang moi s6 tw nhién déu cé bdi s6 v&i cac chir s6 trong hé thap phan déu bang 1 hodc
0 va cac chit s6 1 dirng lién trwéc cac chir s6 0.

Chirng minh. Moi s6 ty nhién déu biéu dién dwoc duéi dang n=n,2°5” véi (n,,10)=1. Theo bai tip
3 thi n, 1a wéc s6 ctia s6 M ma cac chit s6 clia né trong hé thap phan déu bang 1. Mat khac 2°5” |10

véi y =max(a, ) nén n|m-10". o©
5. Tim t4t ca cac nghiém tuw nhién cia dong du thirc X* = 3(mod 10) .

Loi gidi. Néu s6 tw nhién X théa man dong du thirc trén thi vi (3,10)=1 ta c6 (x,10)=1. Hé qua la
(x+20k,10) =1 véi k =0,1,2,.... Vi viy theo Dinh Iy 8 thi v&i ¢(10)=4 ta c6 (x+20k)" =1(mod10)
do d6 (x+20k )™ =1(mod10). Mat khac déng du thirc (x+20k)" =x*(mod10) ding véi moi s6 tu
nhién X. Do d6 nhan hai dong du thitc cudi cing theo vé suy ra (x+ 20k)x+20k = x*(mod10) véi moi
k=0,1,2,.... Néu s6 tw nhién X théa min déng dw thirc X* =3(mod10) thi moi phén t& cua cdp s6
cong X+20k(k=0,12,...) 1a théa man tinh chit nay. D& thdy trong cic s nguyén X ma 0<x< 20
chi c6 7 va 13 thoéa mian dong dw thirc dé nén tit cd cic nghiém tw nhién cia dong dw thirc
x* =3(mod10) 1a 7+20k va 13+20k véi k=0,1,2,...

4. Cac s6 v&i s6 mii cho trwéd’c theo mot modulo cho trwérc

Tt Dinh 1y 8 suy ra néu a 1a s6 nguyén nguyén t6 cing nhau v&i s6 tw nhién m thi dong du thic

(19) a*=1(modm)

c6 vb han nghiém tw nhién X chang han day vé han cac sd x= kgo(m) véi k=1,2,... déu la nghiém.
Mit khac dong du thirc (19) c6 nghiém tw nhién chi khi (a,m) =1.

Néu x=0 la nghiém tw nhién nhd nhat cia dong dw thirc (19) thi ta ndi s6 nay cé sé mii & theo
modulo M.

R6 rang néu hai sé6 dong duw theo modulo M thi chdng cé cung s6 mii modulo M vivéi a= b(mod m)
vavéi X tacé (19) thi b* =1(modm) vi tir a=b(modm) suy ra a* =b*(modm) véi moi x=1,2,....

Pinh ly 9. Néu (a, m) =1 thi moi nghiém ctia déng dw thitc (19) déu chia hét cho s6 mi & ctia a theo

modulo M.
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Chirng minh. Gia st phan chirng rang ton tai nghiém X dong dw thirc (19) ma khong chia hét cho & .
Nghiala X chia 6 dw r.Theo dé x=ko +r véi k 1a s6 nguyén khéng 4m. Theo (19) ta cé

(20) a“*" =1(modm) hay (a‘s)k a" =1(modm).

Theo dinh nghia ctia & thi dong du thirc @’ =1(modm) dung. Vi vay theo (20) thi a'=(modm). Vi

vay tlr gia thiét suy ra ton tai nghiém r cta ddng du thirc (19) nhé hon §, nhwng diéu ndy mau thuin
véi dinh nghia ctia 6. Pinh ly dwoc chirng minh. o

Theo Dinh 1y 8 thi ¢(m) 1a nghiém ctia dong du thirc (19). Pinh 1y 9 suy ra

Hé qua. S6 mii ctia mét s6 nguyén té véi m theo modulo M la wérc sé ctia (p(m).

DPic biét néu tbn tai cac s6 nguyén td cling nhau véi m va cé sé6 mii la ¢(m) theo modulo m (ciing
tirc 1a cac s6 ¢ sO mi lén nhit theo modulo m) thi cac s6 d6 dwoc goi la can nguyén thiy cia m.

Vi du 3 1a cin nguyén thiy cda 10 vi 3'=3,3"=9,3°=7,3" =1(mod10) va ¢(10)=4. Tuy nhién 10
khong phai 13 cin nguyén thiy cta 3 vi 10=1(mod3) chirng t6 10 ¢6 s6 mii 1a 1 theo modulo 3 va
(/)(3)22. S6 7 1a cin nguyén thay cta 10 vi 7'=7,7°=9,7° =3,7* sl(modlo) va 10 ciing la can
nguyén thiy cta 7 vi 10=3,10° = 2,10° =6,10" =4,10° =5,10° El(mod 7) va (p(?) =6.

Tt Pinh ly 8 suy ra v&i moi s6 tw nhién m thi déu ton tai s6 tw nhién nho nhit /”t(m) ma m|a*™ -1
voi (a,m) =1 (cac soO nay la cin thiét khi xac dinh cdc ham Liouville trong Chwong 4 muc 11). S6
A(m) dwoc goi 1a liy thira phd quét (universal exponent) nhé nhit modulo M. Theo Dinh ly 8 thi
A(m)<g(m) véi moi s8 tw nhién M. Ta c6 A(2)=14(2")=24(2")=2"%a=34,... Néu
m=2"g"0g,?...95°,2<¢, <0, <..<0, la phan tich thanh thra s0 nguyén t6 cia M thi
A(m) =[/1(2”‘° ),go(qf‘l),...,(p( % )] va v&i moi sO tw nhién M thi luén ton tai s6 tw nhién c6 sd mii
ﬂ(m) theo modulo m (Ore [1] trang 292-293).

Trong Mathematical Tables va Aids to Computation 4 (1950) trang 29-30, S.Whitten [1] da tinh dwoc
A(n) véi n<1200. Duéi day 1a béng A(m) véi m<100.

0 | 2 3 4 5 6 7 8 9
1 2 2 4 2 6 2
10 2 12 6 4 4 16 6 I8
6
8

4

4 6 10 22 2 20 12 18 28
4 30 8 10 16 12 6 36 | 12
4 40 6 42 10 12 22 46 4 42
0 16 12 52 18 20 6 18 28 S8
4 60 30 6 16 12 10 6 16 22
2 70 6 72 36 20 18 30 12 78
4 54 40 82 6 16 42 28 10 88
12 12 22 30 46 36 8 9% 42 30

Lo~y b Wi -—
o
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C6 thé chirng minh A(m)=¢(m) chikhi m=1,2,4, p“ va 2p“ véi p lasd nguyén tdlé va o lasd ty
nhién. Mét bao cdo khac gan day da chi ra sy ton tai day tang vo6 han cac s6 tw nhién n, (k =12, ) ma
IkiIIOl/l(nk)/go(nk)=O. Chéng han day n =p, p,...p,(k=12,...). C6 thé ching minh m 1a hop s6
Carmichael (va do d6 la sé gia nguyén t6 tuyét d6i) khi va chi khi &(m) |m—1 (Carmichael [2] trang
237 cong thirc (18)).

Carmichael da thong bao (tai liéu da din trang 236) phuwong trinh /”t(n)z 2 c6 dung sdu nghiém
n=2,4,6,812,24, va phuong trinh A(n)=4 c6 ding 12 nghiém ma nghiém nhé nhit1a n=>5 va
nghiém 1én nhé4t1a n=240. Phuong trinh 4(n)=12 c6 84 nghiém ma nghiém nhé nhitla n=13 va
nghiém 1én nhat1a n=65520. Ta c6 4(100)=20.Véi n<100 thi ding thirc A(n+1)=A(n) ding chi
véi n=3,15va 90.

Véi moi s6 tw nhién S thi déu ton tai s6 tw nhién M, ma phwong tinh A(n)=m, c6 nhiéu hon S

nghiém tw nhién n. Theo Pinh ly 11 (sé dwgc chirng minh trong muc tiép theo) thi véi moi so tw
nhién S déu ton tai s6 tw nhién k ma p=2°k+1 1a s6 nguyén t6. V6i j=0,1,2,...,5,5+1 ta c6

2(2'(2°k+1))=2°k do 6 dat m, =2°k tanhn duoc tinh chat & trén.

D& dang chirng minh véi moi s8 tw nhién n>2 thi cdc s6 A(n) déu chin. Ton tai vé han s8 chin

khong phai gia tri cia ham l(n). C6 thé chitng minh cac s§ 2-7 voi k=1,2,..., déu c6 tinh chit nay
(Sierpinski [26] trang 191-192).

Pinh 1y 10. Néu p Ia sé nguyén té > 2 thi moi wéc sé tw nhién ciia s6 2° —1 déu cé dang 2kp +1 véi k

la s6 nguyén.

Chirng minh. Do tich cta hai (hoZc nhiéu hon) cac s6 c6 dang 2kp+1 thi cling ¢6 dang nay va vi 1 ¢6
dang d6 (véi k=0) nén chi cin chitng minh moi wéc s6 nguyén t6  cda s6 2° —1 déu cé dang
2kp+1. Néu q]2° -1 thi 2° =1(modq) va do dé theo Dinh 1y 9 thi §| p véi & 1a s8 mil cia 2 theo
modulo (. Ta khong thé c6 & =1 vi néu vay thi 2=1(modq) va q|1,voly. Dodé vi §|p va p lasd
nguyén t6é suy ra o = p. Mat khac hé qua cua DPinh ly 9 suy ra 5|(o(q), nghia 1a J|q-1. Vi vay
plg—1vavi g 1a woc s6 cia mot sb 1é va (p,Z) =1 (vi p lasdnguyéntd >2)nénsuyra 2p|q-1,
nghiala q—1=2kp do d6 q=2kp+1 vé&i k 1a s6 nguyén. Dinh ly dwoc chitng minh. o

Ta lwu y trong Dinh 1y 10 thi gid thiét P 1a s6 nguyén t6 >2 1a can thiét. Cac wdc sd 3,5 va 15 cla
2* —1 khong c6 dang 8k +1 va wécsé 7=2°—1 cia 2*° —1 khéng c6 dang 30K +1.

Bai tap. 1. Chirng minh dinh ly Fermat sau diy: néu p la s6 nguyén t6 > 3 thi moi wéc sé tw nhién >1

ctia s6 (2p +1)/3 déu c6 dang 2kp+1 vdi k la sé tw nhién.

Chitng minh. S (2° +1)/3 1a s6 ty nhién vi véi s6 1¢ p,2+1|2° +1. Ky hiéu d 1a wéc s6 >1 ciia
(2p +1)/3 va ( 13 wéc s6 nguyén td ctia d . Néu =3 thi 2°+1= O(mod9) suyra 2°P sl(mod9) va

theo Pinh ly 9 thi s6 2p chia hét cho s6 mil cia 2 theo modulo 9. Nhung ta lai dé dang tinh dwoc
0=6 va do d6 6|2p suy ra 3| p, mau thudn véi gia thiét p>3. Vi viy can phai ¢c6 q=3. Vi
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2P +1=0(modq) ta c6 2°° =1(modq). Ky hiéu & 1a s6 mii clia 2 theo modulo . Ta khong thé cé
5=1hodc §=2 vi q#3.Vay & >2. Nhung theo Dinh Iy 9 thi §|2p vavi 2" =1(modq), 5|q-1.
Do d6 cacs6 2p va q—1 c6 woc s6 chung 6>2 vasuyra p va —1 c6 wéc s6 chung >1. Nhwng vi
p 1a s6 nguyén té nén suyra p|q—1 vado dé q=pt+1 voit la sé nguyén vavi p,q déulé nén t
chdn. Do @6 q =2kp+1 v&i k 12 s6 tw nhién va vi thé moi wéc sé cia d déu c6 dang 2kp+1. Hé qua la
d ciing c6 dang 2kp +1. Pinh Iy dwoc chirng minh. o
2. Chitng minh rang néu a,b va n 1a cac s6 ty nhién théa man a>b,n >1 thi mo6i wéc s6 nguyén td
ctias§ @" —b" sé& c6 dang nk +1 véi k 13 s6 nguyén hodc1a wéc s6 ctia @™ —b™ véi n|n van <n.
Chirng minh. D3t (a,b)=d.Vi a>b nén a=ad, b=hbd véi (a,b)=1va a >b.Gidst p la wéc
s6 nguyén t§ cia s6 a" —b". Khi d6 p|a"—b" :d”(al” —bl"). Néu p|d" thi p|d vavivay p|a-b.
Dinh ly dwoc chimg minh. Gia st p|a] +b" khi dé vi (a,b)=1néntacé (a,p)=(b,p)=1.Goi p
12 woc s8 nguyén thiy cia a’ —b’ (nghiala p|a’ —b’ vatakhong cé p|a —b" véi moi 0<m< ).
Lwu y rang &|n. That vay, gia st N khong chia hét cho & . Khi d6 n=kd& +r véi k 1a s6 nguyén >0
vad 0<r<&.Nhung p|a] —b’ va do dé p|af®—bf. Do " —b" =(af —b)a; +b (a —h})
suyra p|b (alr —blr) ma (b, p)=1suyra p|a —b véi 0<r <5, mau thuin véi gid thiét p 1a woc
s6 nguyén thiy ctia a’ —b/.
Néu §<n thi o|n va pla*—b™|a™ —b™ véi =0, n|n va n <n.bdt §=n khi d6 theo dinh ly
Fermat nhd thi p|a’™ -1 p|b’*-1suyra p|a’*—b’*. Héqualan=J|p-1vadods p codang
nk+1. o
3. Chitng minh rang néu a,b,n 1a cic s6 tw nhién ma a >b,n >1 thi moi wéc s6 nguyén t6 caa a" +b"
hodc 12 c6 dang 2nk +1 véi k 12 s6 nguyén nao do; hodc 12 wéc s6 ctia s6 a™ +b™ véi n, 1a thwong sé
nhin dwoc khi chia N cho mét sé 1é 16n hon 1 nao dé.
Chirng minh. Twong ty nhw bai tap truéec.
5. Sw ton tai vo han cac sd nguyén td trong cip s6 cong nk +1
Pinh 1y 11. Néu p la s6 nguyén té' va S la s6 tw nhién thi ton tai v han sé nguyén té c¢é dang 2p°k +1
vdi k la sé tw nhién.
Chirng minh. Gia st P nguyén to va S la sO tw nhién. Pat a= 2°" . Gia str q la wéc s6 nguyén to tuy
yciasd a**+aP?+...a+1. Néu a dong dwvéi 1(modq) thi gq|a*™ +aP* +...+a+1= p(modq) do
d6 q|p ma p va q 1a cic s nguyén t6 suy ra =P va do d6 a® =1(mod p) nén 2* =1(mod p).
Nhung theo Dinh Iy 5° Chwong 5 thi suy ra 2° =2(mod p) nén theo quy nap thi 2° =2(mod p) va
suy ra 1 dong dw véi 2(mod p) do dé p|1,vdly.

Vay azl(mod q), nghia 1a 2" =1(modq). Ky hiéu & 1a s6 mii ciia 2 theo modulo (. Vi q|a® -1,
nghia la 2° =1(modq) nén §|p° vavi s =1(modq) nén khéng thé c6 5| p**. Vay & bing p°.
Theo hé qua clia Dinh Iy 9 ta c6 5|¢(q), nghiala p°|g—1.Vi 2° =1(modq) nén g 1é vado dé p-1
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chdn. Néu p 1a s6 nguyén t8 >2 thi (p,2)=1 va do d6 vi p°|q—1 suy ra 2p°|q—1 ching to
q=2p°k+1 véiso tw nhién k nao d6. Néu p=2 thi 2°|g—1 suyra q=2°k+1 v&i k 12 s tw nhién.

Vay néu p 1¢é thi ton tai it nh4t mot s6 nguyén t6 c6 dang 2p°k +1. Néu p =2 thi ton tai it nhat mot
s6 nguyén t6 c6 dang 2°k +1.Vi $ tuy y nén Dinh ly 11 dwgc chitng minh. o

Chirng minh dinh 1y tdng quat hon sau diy la khé hon

Pinh 1y 11%. Vi moi s tw nhién N thi ton tai vo han s nguyén té c¢é dang nk +1 véi k la s6 tw nhién.

Chirng minh (theo A.Rotkiewicz [4], xem thém Estermann [2]). D4u tién ta lwu y rang dé ching
minh dinh 1y thi chi cAn chirng minh rang véi moi sd tw nhién n thi tén tai it nh4t mot s6 nguyén td co
dang nk +1 véi k 1a s6 tw nhién vi khi d6 véi hai s6 tw nhién N, m thi ton tai it nhit mét s6 nguyén td
c6 dang nmt+1 véi t 1a sO tw nhién va s6 nguyén té nay > M va c6 dang nk +1 véi k 1a sé ty nhién.

Khong giam tdng quat cé thé gia sit n > 2 vi trong day tit ca cac so 1€ thi ton tai vo han sé nguyén té.
bat n=q" g;?...q% 1a phan tich thanh thira s6 nguyén td ctia n véi ¢, <0, <....<(,. Gid st v&i moi
wécsé nguyén td P cta " —1 thi N ¢6 s6 mii <N theo modulo p.DPat
n/d
(21) P =TT(n’ —1)”( :
d|n

v&i g 12 ham Mobius (Chwong 4 muc 10). Ta biéu dién cic nhan t&r n® —1 thanh tich cic wéc s6
nguyén to cia né. Khi dé tich (21) tré thanh tich cia cac wéc s6 nguyén t6 va sé mii cia ching déu
nguyén (dwong, 4m hodc bang 0). Xét p 1a mot trong cac wée s6 nguyén td do. Khi dé ton tai s tw

nhién d|n théaman p|n®—1.Vid|n nén p|n"—1va (n, p)=1.Kyhiéu & 1as6 mii cha n theo

modulo P . Tir gia thiét suy ra & <n. Hé qua trwc tiép cta Pinh 1y 9 12 trong cac s6 n® —1 véi d |n
thi tit ca cac s6 chia hét cho P 1a cdc s6 ma J|d, nghiala d =6k v&i k 1a s8 tw nhién théa mén

ok|n do dé k|%.V‘1 p|n"—1néntacéd 5|n vasuyra n/J 1as6 twnhién >1 (vi §<n).

Goi A 1aliiy thira 16n nhdt ma p” 1a wéc sé ctia n° —=1. Tacé p*|n’° -1 vakhéngcé p*™|n° —1. Néu

sk e N
v6i s6 tw nhién k|n/J tacé p*™*|n* -1 thivi nﬁ ]:-L:((n" )k 1—1)+((n" )k ’ —l)+...+(n‘5—1)+k,
n —

plk, vé 1y, vi k|n va (n,p)=1. Do d6 véi moi sd tw nhién k|n/5,A 1a liy thira 16n nht ma
n

Sk j Nhung

p* |n® —1. Tir day suy ra trong phan tich (21) thi s6 mii ctia s6 nguyén t& p 1a Z/l,u(

K2
5

n
vi N/ 1a s6 ty nhién >1, theo cong thirc (32) Chwong 4 muc 10 ta c6 Zﬂ(@j :Z,u(k) =0.Vi
kS
5

K2
5
tinh chit nay ding v&i moi wéc sé nguyén tdé P cta sé (21) nén P, =1. Nhwng theo (21) ta c6
n/d #(d) n/d w(d)
(22) P=TT(n""-1)""= [T (n"-1)
din dioy g, -..0s

vi ,u(d) =0 v&imoisd d chia hét cho binh phwong mot s6 tw nhién >1.
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. a1 as-l , . R . #(d)
patb=n% % % taco b>n>2 va bt%% =n" vi viy theo (22) thi P, = | IT (bmz“'qsld —1) :
Gy Oz -G

Ta thdy P, la thwong cta hai da thirc bién b vé&i hé s6 nguyén. Biy gio ta tim liiy thira nho nhat cua b
trong ca tlr s6 va mau s cla thuwong s6. Ta xét hai trwong hop: S 12 s6 chdn va S 1é. Trong trwdng
hop thi nhat thi liy thira tw nhién nhé nhit cia b trong t& s6 nhan duwgcvéi d =@, ,...q,. Do d6 s6
mil trong lily thira nay bing 1 va tit s6 chia cho b? c6 s6 dw1a b—1 hoic b* —b+1. Trong mAu sé thi vi
0, <0, <...<(, nén liy thira nhé nhit nhan dwoc véi d =0, g, ...q,. Do d6 s6 mii trong liy thira nay la
g,. Tt s6 chia b® dw 1 hodc b’ —1. Nhung vi P, =1 suy ra mau thun vi néu b >2 thi cic s6 b—1 va
b?>—b+1 1a khac 1 va b’ —1. Néu s 1é thi liy thira nhé nhit cia b dat dwoc trong tir s6 13 véi
d=q,0,...0, vatrongmiusd lavsi d =0, q, ...q, vatalai thu dwge miu thuln.

Vay tir gia thiét véi moi wéc s6 nguyén té6 P cia n" —1 thisé N c6 s mii nhé hon N theo modulo p
dan t&i mau thudn. Vay n" —1 c6 it nhat mot wéc s6 nguyén t6 P ma N ¢6 sé mii N theo modulo p.
Nhung (N, p)=1 va theo dinh Iy Fermat nhé thi p|n”"—1 suy ra theo Pinh 1y 9 ta c6 n| p—1, nghia
1a p=nk+1 véi k 12 s6 tw nhién. Vay ta da chirng minh v&i moi s6 tw nhién n>1 thi ton tai it nhat
mot s6 nguyén té ¢6 dang nk +1 véi k 1a s6 tw nhién, suy ra Dinh 1y 11* dwoc chitng minh, O

St dung Pinh 1y 11° ta chitng minh dwoc dinh Iy A.Makowski (Chwong 5 muc 7): v&i moi s6 tw nhién
k > 2 thi tdn tai vo han hop s6 tw nhién N ma n|a"* —1 véi moi s6 nguyén a ma (a, n) =1,

Chirng minh. it K=q* g ...q* véi g, <@, <...<(, 12 phan tich thanh thira s6 nguyén té cta so tw
nhién k>2. Theo Dinh ly 11* thi ton tai v6 han s8 nguyén t6 p>k c6 dang
(0, —1)(a, =1)...(a, —1)t+1 véi t 1a s6 tw nhién. Ta sé& chitng minh néu p 1a mdt s6 nhw vy thi s8

n=Kkp 1a hop s6 thoa man cac diéu kién trong dé bai. That vay, ta co

n—k=k(p-1)=q7d5*...q" (¢, ~1)(a, ~1)...(q, ~ L)t
=0,0,...9, ¢(k)t,

Str dung dinh ly Euler va dinh Iy Fermat nhé suy ra véi (a,n) =1 thi @"* —1 chia hét cho k va p va
do d6 chiahétcho kp=n. o

Ta c6 mét ng dung khac cia Pinh ly 11°.

Ta goi diy p,p+2, p+6 ma cic phan t&r déu l1a s6 nguyén t6 1a bo ba nguyén t6 loai mot va day
P, P+4, p+6 ma cic phan tir déu 1a s6 nguyén to 1a b ba nguyén td loai hai. Ta chitng minh néu twr
tap hop tat cd cac s6 nguyén to ta bo di cic s6 nguyén t6 thudc vao cac bd ba nguyén t6 loai mot hoic
loai hai thi van con lai v han s6 nguyén t6 trong day

That vay, tir Dinh 1y 11* suy ra ton tai vd han s6 nguyén t6  c6 dang q =15k +1 véi k 1a s8 tw nhién.
Hién nhién véi moi s6 ¢ thi 3|q+2,5|9+4, 3|g—4,5|q—6. Vi vdy do >15 nén ta thdy cac s6
q+2,g+4,q—4 va q—6 déu la hop s6. Viy q khong thé thudc bo ba nguyén to6 loai mot hodc loai
hai. That vy, néu ( la mét trong cac s6 do6, nghiala q=p hodc = p+2 hodc q=p+6 va cac s6
P, P+2, p+6 la nguyén to thi trong treong hop dau tién s6 p+2=0+2 la hop sé va trong trweong
hop thi hai s6 p+6=0q+4 la hop s6 va trong treong hop thir bathisé p=0—6 la hgp s6. Viy ca ba
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treong hop déu khong xay ra. Twong tw néu p, p+4, p+6 languyén té thinéu p=q,p+4=q+4 1a
hop sé,néu q=p+4 thi p+6=0g+2lahopsévanéu q=p+6 thi p=q—6 la hop sd.

6. Sw ton tai can nguyén thuy cta s6 nguyén to

Ky hiéu p la s6 nguyén t6 cho trwéc. Theo hé qua ctia Pinh 1y 9 thi cac phan ti ciia day

(23) 123,..,p-1

déu c6 sé mi (theo (mOd p)) l1a wéc so cua (0( p)= p—1.Véi mbi wéce s6 tw nhién § cia p—1 ky
hiéu W (5) 1a s6 cac phian ti trong diy (23) ¢6 s6 mii & theo modulo P . Vi m&i phan tir ctia day (23)

la nguyén t3 ciing nhau véi p nén ching c6 s mii & la wécsé cia p—1.Héquala Y W (5)=p-L.
S|p-1

T Dinhly7tacé Y ¢(5)=p-1suyra

Slp-1

(24) > (#(5)-¥(5))=0.

S|p-1
Ta sé& chitng minh ¥ (5)<¢(5) véi 5| p—1.Ré rang diéu nay ding véi ¥(8)=0. Gia st ¥(5)>0,
nghia 12 diy (23) chita it nh4t mét s§ @ c6 s6 mi & theo modulo p. Khi dé ta c6 @’ =1(mod p). Hé

quala @ la mot trong cac nghiém ctia dong dw thirc

(25) x’ —1=0(mod p).
Gia st
(26) o A

14 c4c s6 dw nhan dwoc khi chia cac s§ a“ (k =12, ...,5) cho p. Cacsé (26) 1a phan biét vi néu nguoc
lai thi néu r, =r_, v&i k,| 1a cac s6 ty nhién va k+1<5 thi pla“' —a :ak(a' —1) suy ra vi
(a,p)=1tacé p|a'—1,nghiala a' =1(mod p), v ly vi @ c6 s6 mii & theo modulo p va | lasdtw
nhién nho hon & (thatvay, k+1< va k>1 suyra | <& ). Theo dinh nghia (26) v&i k=1,2,...,0 thi
ta c6 r, =a“(mod p). vi vay tr @’ =1(mod p) suy ra r’ E(a")k =1(mod p), chitng to (26) 1a cac

nghiém cda dong dw thic (25). Pong dw thirc (25) c6 bac 6 va thda man cac diéu kién cta dinh ly
Lagrange (Pinh ly 13 muc 8 Chwong 5) nén né khéng c6 nghiém nao ngoai cac nghiém cho béi (26).

Mit khac moi s6 X c6 s6 mii & theo modulo p déu théa man dong duv thirc (25) do d6 né la mot

trong cac s6 (26). Tacintim I, c6s6 mii § theo modulo P . Ta ching minh délasé r, véi (k, 5) =1.

Gia st (k,8)=1.Khi d6 r, 13 nghiém ctia dong duw thirc (25) va c6 s6 mii &' <5 theo modulo p. Vi
vay 17 =1(mod p). Nhung & = a“ (mod p) suy ra a* =1(mod p). Ta thdy k&’ 1a mét trong cac
nghiém cia dong duw thire a* =1(mod p). Vay theo Pinh 1y 9 thi & |k’ ma theo gia thiét (k,5)=1
suyra 5|5" vavi &' <& chingtd &' =5.Vaynéu (k,8)=1thi r, c6s6mii & theo modulo p.
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Bay gio gia st (k,6)=d>1. pit k=kd, 5=5d véi &, <5 thi kd,=kds, =kJ. Hé qua la
kl Y Va 2 7 . by s ~

> =a“* =a"’ E(a") zl(mod p). Pidu nay chitng t6 K zl(mod p) voi 6, <0 va do d6 so T,

khong c6 s6 mit § theo modulo p.

Vay ta da chirng minh (k,8)=1 1a diu kién can va di &€ r_ c6 s6 mii & theo modulo p. Néi cach

khac tit ca cac s6 cac sO I, trong ddy (26) ma c6 s6 mii 5 theo modulo p la cac s6 ma c6 chi so k

nguyén té cung nhau véi & . SO cac s6 nhw vay la (0(5). Vi vay (v&i wée sO tw nhién cho treéce S cla

s6 p—1) néu y(5)>0 thi ¥ (J5)=¢(5). Tir day suy ra moi hang tir clia (24) 1a khong am, ma téng

clia ching 1a bang 0 nén tat ca cac hang tir déu bang 0.

Do d6 w(6)=¢(5) voi 5| p-1.

Ta da chirng minh dwoc

Pinh ly 12. Gid stz p la s6 nguyén t6 va & la wérc s6 tw nhién ctia p—1. Khi dé ton tai diing qo(5) sO

phdn biét trong ddy 1,2,..., p—1 ma cé s6 mii 5 theo modulo p.

Trong trwong hop riéng quan trong 6 = p—1 tacé

Hé qua. Moi sé nguyén té p cé diing qo( p —1) cdn nguyén thiy trong day 1,2,..., p—1.

Tt chirng minh cua dinh ly suy ra néu ¢ la cidn nguyén thiy cta s6 nguyén td p thi tit cd cac can

nguyén thuy ctia p thudc day (23) c6 thé tim dwoc trong cic s6 dw nhin dwoc khi chia cac s6 trong

day g,9° 9°....9"" véisé mii nguyén t6 cing nhau véi p—1 cho p.

Ky hiéu y ( p) la can nguyén thiy nho nhat cia s6 nguyén té6 p . Bang dwéi day cho cac gia tri cia ham

}/( p) v&i cac sO nguyén to1é p <100

p |3 s |7l fir]w[2a3]29]3]|37]|4
212132213

o
W
[
w
()
=

p |43 |47 |s3]|s9|61[67]71|73]79]83]89]97
o [3]s[2]2]2

o
~1
N
w
L
w
ol

Ta chirng minh dwoc my( p) =oo (Pillai [7]) va hon nita v&i vo han s6 p,y( p) >clog p (Turan

[1]). Mat khac, ta chwa biét c6 ton tai vo han cac s6 nguyén t6 ma 2 la can nguyén thiy ctia né hay
khong. E.Artin da dit ra gia thuyét noi rang moi s6 nguyén ¢ #—1 khong 1a binh phwong déu 1a cin
nguyén thiy cia vo han s6 nguyén to (Hasse [1] trang 68). Két qua nay c6 thé suy ra tir gia thuyét H
(Schinzel va Sierpinski [3] trang 199-201).

Bang & trén cho thdy 7(P)<7 véi moi s8 nguyén t§ p<100. Véi p<191 ta cing c6 7(p)<7.
Nhung }/(191) =19. Néu p<409 thi 7/( p) <19 nhung }/(409) =21.Véi cac s6 nguyén t§ p <3361
tacé 7(P)<21 nhung 7(3361)=22.Véi p<5711 tacé ¥(P)<22 nhung y(5711)=29.Néu p la
s6 nguyén t6 <5881 thi ]/( p) <29 nhung 7(5881) =31 (Wertheim [1] trang 406-409).
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Néu ¢ 13 cin nguyén thiy ctia s6 nguyén t6 p thicacsé g°,g',9%,...,g"" chiacho p cho cacs6 du
phan biét va mdi s6 déu khac 0. Hé qua la s6 cac s6 dw nhw vay bang véi s6 cac sé g°,9',9%,...,9" ",
nghia 1a bang p—1. Do d6 véi moi s6 x=g°,g",...,g"" thi ton tai y trong day 0,1,2,...,p—2 ma
g’ =x(mod p).

Ta tim tat ca cic s6 tw nhién m>1 cb cian nguyén thay. Ta cé dinh ly: s6 tw nhién m >1 cé cdn nguyén
thuy khi va chi khi né la mét trong cdc sé 2,4, p*,2p* vai P la sé nguyén té'lé va a la so tw nhién.

SO cac can nguyén thuy cia M c6 dang nay la ¢((p(m)) (Sierpinski [12] trang 193).

Litver va Yudina [1] d3 kiém tra v&i moi s6 nguyén t6 p <10° ngoai trir p =40487 thi 7/( p) la can
nguyén thiy cia p* véimoi o

Tt dinh ly vé sw ton tai cia cac can nguyén thly cta cic s6 nguyén to 1é ta tim tat ca cac s6 tw nhién
M ma tr a=b(modm) va c=d(modm)suy ra a° =b*(modm) v&i moi a,b,c,d nguyén dwong.

bé don gian ta goi cac tinh chit & trén la tinh chit P . Gia st s6 tw nhién M c¢6 tinh chit P . Ky hiéu a
1a s6 tw nhién cho trwéc. Do m|a—a va m|(m+1)—1 ta c6 m|a™ —a, nghia la mla(am —1). Miit
khéc gid st M 1a s6 ma v&i moi s6 nguyén a ta c6 M| a(am —1). Ldy a,b,c,d 1a cac s6 nguyén thdéa
min m|a—-b va m|c—d.Néu c=d thivi m|a—b tacé m|a®—b". Gia s c =d . Péi vai trd (néu
can thiét) ctia C va d, ta gid st ¢ >d. Khi dé vi m|c—d, c=d+mk véi k 13 sd tw nhién thi ta c6
ala’ va a"—1|a™ —1. Hon nita, vi mla(ma —1) suy ra m|a’ (amk —1):aC —a’. Nhung vi m|a—b
nén ta c6 m|a’ —b® ma theo cong thirc m|a®—a" suy ra m|a®—b’. Ta thdy s6 M c6 tinh chit P.
Vay diéu kién can va diéu kién di dé motsé M c¢6 tinh chat P 1a véi moi s6 nguyén a,m| a(am —1).
Biy gi¢r ta tim tat ca cdc s6 M c6 tinh chit P . Hién nhién 1 va 2 déu c6 tinh chit P. Gid st M 1a s6 tw
nhién >2.Néu M chia hét cho binh phwong s6 nguyén té p thivéi a=p tacd p*| p( p" —1), vo ly
vi ( p, p" —1) =1.Hé quala m phai la tich ctia cdc nhan ti la cac s6 nguyén t6 phan biét ma tit ca déu
16n hon 2. Tich nay chira s6 nguyén t6 1¢ p. Ky hiéu ¢ la cidn nguyén thdy cia s6 nguyén t6 p. Vi
p|m| g(gm — ) va (p,g)=1 suyra p| g™ —1.Nhungdo g c6s6 mi p—1 theo modulo p nén tacé
p—1|m.Do dé M chén va la tich cda it nhat hai s6 nguyén td phan biétla 2 va p. Né&u M 1a tich cla
ding hai s6 nguyén t5 thi m=2p. Vi p—1|m va (p-1p)=1tacé p—1|2 nénvi p=3 (p lasé
nguyén t6 1é) tasuyra p=3 vado dé m=2-3=6.S8 6 c6 tinh chidt P bd&i vi védi moi s6 nguyén a ta
c6 6|(a—1)a(a+1)=a(a’~1) va a’~1|a’ -1 suyra 6]a(a’ -1).

Bay gior gid str M 1a tich cua ba s6 nguyén t6 phan biét, nghiala m=2p, p, véi 2< p, < p,. Ta da biét
p,—1|msuyra p,—1|2p, p,. Nhung p,—1>1 (vi p,>2)va p,—1<p, <p,.S0nguyéntd p, khong
chia hét cho p,—1 do d6 p,—1|2p, suy ra twong tw trweong hop tréntacé p, =3 vado déo m=6p,.
Do p,—1|m=6p, va (p,~Lp,)=1suyra p,—1|6 ma p,> p,, nghiala p, >3 vadods p,—1>2
suyra p,—1=3 hodc p,—1=6. Nhwng p, —1=3 1a khong thé xay ra vi p, la sé nguyén té do dé ta
phaico p,—1=6.Suyra p,=7 vadodé m=2-3-7=42.C6 thé kiém tra tryc tiép s6 42 cb tinh chit
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P. That vay, 6|a(a6 —1) v&i moi s6 nguyén a suy ra 6] a(a42 —1). Néu a khong chia hét cho 7 thi
theo dinh 1y Fermat nhé ta cé 7|a® -1 valaisuyra 7| a(a“z —1). Vi viy v&i moi s6 nguyén a thi tw
6la(a®-1) va 7]a(a” -1) valuuy (6,7) =1 suyra 42| a(a* —1) suyra 42 c6 tinh chatP.

Hon nira gia st M 1a tich ctia bon s6 nguyén t6. Tkcla m=2p, p, p, véi 2< p, < p, < p,. Khi dé ta cd
p,—1|2 suy ra p,=3, twong tw p,—1|2p,=6 suy ra p,=7 va p,—1|2p,p,=42. Do d6 vi
P, >pP,=7 tacd p;—1=7,14, 21 hodc 42 mavi p, nguyén t6 suy ra p,—1=42, nghiala p, =43
suy ra m=1806. Dé thdy s& 1806 c6 tinh chit P vi ta da chirng minh 42| a(a42 —1) v&i moi s6 nguyén
a nén suy ra 42| a(a1806 —1). Néu a chia hét cho 43 thi ta c6 43| a(a1806 —1). Néu a khong chia hét
cho 43 thi tinh chét trén 1a hé qua cia dinh ly Fermat nho vi 43|a* —1 suy ra 43|a™® —1. Do
42 | a(a1806 —l) va 43| a(a1806 —1) diing véi moi s6 nguyén a va luu y (42,43) =1 va 1806 = 42-43
suy ra 1806|a(a'™* —1). Vay 1806 c6 tinh chét .

Cudi cung gid st M la tich cia nhiéu hon bén so0 nguyén to. Khi d6 m=2p, p,...p, véi
k>4,2<p <p,<..<p,. O trén ta da thdy p,=3,p,=7,p,=43. Hon nita p,—1|m suy ra
p,—1|2p, p, p;, nghiala p, —1]|1806. Mit khac p, —1> p,—1=42 va hon nita p, —1 chan. Cic wéc
sO cua s6 1806 =2-3-7-43 khong 16n hon 42 la cac s6 86, 258, 602, 1806. Do d6 p, phaila mot trong
cac s6 87,259,603 hodc 1807 nhung cic sé6 nay déu khdéng phdi s6 nguyén t6 vi ta co

87=3-29, 259=7-37, 603=3"-67, 1807 =13-139. Vi vay gia thiét m Ia tich cta nhiéu hon bén s6
nguyén td dan téi mau thuan.

Vay ta da chirng minh dwoc dinh ly J.Dyer Bennet [1] ndi rang cac s6 1,2,6,42,1806 1a tit ca cac s6 co
tinh chét P. Do d6 chung 12 t4t cd cic modulo M ma cac dong dw thirc a=b(modm) va c=d(modm)

suy ra a° =b"(modm) véi moi s6 nguyén dwong a,b,c,d .
D& thdy cac s6 M c6 tinh chat P 1a nhitng s6 khong c6 wéc s6 chinh phwong ma A(m)[m véi A(m) 1a

liy thira phd quat nho nhit theo modulo M (muc 4).

Bai tap. Ching minh ring 2 khong phai cin nguyén thiy clia moi s& nguyén t& c6 dang 2° +1 véi n
la s6 tw nhién >1.

Chitng minh. Néu p 1a s6 nguyén t6 va p=2° +1 thi 2°~ =1(mod p). Nhung p—1= 2% > 2" yoi

n>1 vi dé dang chirng minh bang quy nap 2" >n+1 v4i n=2,3,... Do d6 2 c6 s6 mii < p—1 theo
modulo P vakhong phai can nguyén thiy cia p. o

7. Thang dw bac n cia mét s6 nguyén td theo modulo p

Néu p la s6 nguyén to, N 1a sé tw nhién >1 thisé nguyén a dwegc goi la thing dw bic n theo modulo
P néu tbn tai s6 nguyén X théa man X" =a(mod p).

RO rang s6 0 la thang dw bac n véi moi modulo P nguyén to va N 1a s6 nguyén tuy y.

Do d6 ta gia thiét cac thang dw bic n & diy déu khac 0.
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Tl quan diém ly thuyét thi ton tai phwong phap quyét dinh xem mot s6 tw nhién a0 c6 la thang dw
bdc n theo modulo p hay khong. That vdy, chi can kiém tra xem c6 tén tai s6 X trong day

1,2,...,p—1 mathéamin X" =a(mod p) hay khong.

Trong mo6i lién hé nay ta c6

Pinh ly 13 (Euler). S6 nguyén a khdng chia hét cho s6 nguyén té p la thdng dw bdc n theo modulo p
nguyén té khi va chi khi

27) a®"* =1(mod p)véi d =(p-1n)

Chirng minh. Gia s sO nguyén a khong chia hét cho s6 nguyén t6 p va la thing dw bic n theo

modulo P . Khi d6 ton tai s6 nguyén X khong chia hét cho p théaman a= X" (mod p) .Vivay
(28) q(Prd _ (Xn)(Pfl)/d _ (Xp—l)”’d

Vi d|n va theo dinh Iy Fermat nhé X" =1(mod p), tir (28) suy ra (27). Dieu kién cin dwoc chirng

minh. Bay gi¢ gia s cong thirc (27) dung. Ky hiéu g la can nguyén thuy cia p. Trong muc 6 ta da

biét ton tai s6 nguyén h ma 0<h<p-2vaa=g" (mOd p) ,theo (27) suy ra gh(p_l)/d zl(mod p) .
h(p-1) .

Vi ¢ la can nguyén thiy cda s6 nguyén td p, tir tinh chat cudi cung & trén suy ra p—1| ——= nén

d
d|h vadodé h=kd véi k 1a s6 nguyén khong am.
Theo dinh nghia thi d = ( p-1 n) va theo Pinh ly 16 Chwong 1 suy ra ton tai hai s6 tw nhién U,V thoa
méan d =nu—(p—1)V suy ra kd =knu—k(p—1)v. Theo dinh Iy Fermat nhé thi g"**" =1(mod p).

mod p) kd-+k(p-1)v

=g'™ E(g"“)n (mod p) chitng
té a la thang dw bic n theo modulo p.Piéu kién di dwgc chitng minh. o

Vi vay st dung a=g" =g ta tim dwoc a=ag“*™ =g
Néu a la thing dw bic n theo modulo P thi ré rang moi s6 dong dw véi a(mod p) ciing 1a thang dw
bic n theo modulo p. Do d6 thing dw bic n theo modulo p cé thé dwoc hiéu la 16p cac s6 dong dw
v&i mot thang du bac n theo modulo p.

Pinh 1y 14. Néu p la sé nguyén t6, N la s6 tw nhién va d = (n, p —1) thi s cdc thdng dw bdc n phdn
biét theo modulo p (tinhcd 0)1a (p—1)/d+1,

Chitng minh. Ky hiéu ¢ 13 cin nguyén thiy cia p. Ky hiéu d =(p—1n), n=dm, p—1=ds véi m,s
14 cic s6 tw nhién va (m,s)=1. Ky hiéu k,| 1a hai s§ trong diy 1, 2,..,S ma k>I. Néu
g =g"(mod p) thi p|g"—g" =g" (g(k")” —1) dodé (p.9)=1,9"""=1(mod p). Vivaydo g Ia
can nguyén thiy ctia s6 nguyén t6 p nén p—1/(k—1)n ma n=dm, p—1=ds suy ra s|(k—I)m do
do vi (m,s)=1s|k—I,vd 1y vi k va | 13 hai s6 phan biét trong diy 12,...,S. Vy ta suy ra cic s6
9",9>",...9" c6 cac s6 dw khac nhau khi chia cho p. Hon nita cac s6 d6 déu la thing dw bac n theo
modulo P (vi ddng duw thirc X" = g (mod p) c6 nghiém x=g*). Do d6 ton tai it nhat S thing du
bacn phén biét theo modulo p.Cac thang dw nay déu khac 0.
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Bay gio ky hiéu a la thang dw bic n tuy y theo modulo p va khac 0. Khi dé ton tai s6 nguyén X
(khong chia hét cho p) théa man X" = a(mod p). Ta da biét trong day 0,1,...,p—2 tbén tai s6 Y ma
X= gy(mod p) suy ra aEgny(mOd p). Ky hiéu r 1a s6 du nhan dwoc khi chia Y cho X. Ta cé
y=ks+r véi k 1a sé nguyén khong 4m va O0<r<s. Vi vy ny=nks+nr. Nhung vi
n=dm, p-1=ds nén ns=(p-1)m.Hé quala ny=k(p-1)m+nr suyra a=g™ =g" (mod p) va
chirng t khong c6 thing dw bac n theo modulo p khac 0 nao ngoai cic thing dw 1,9",9%",...g"™".
Tir sn=(p—1)m, thing du 1 c6 thé thay boi g*. Vay ta da chirng minh v&i s6 nguyén t6 p cho

N
(n,p-1)
Hé qua truec ti€p cta Pinh 1y 14 1a v&i s6 tw nhién cho trwdc N thi moi s6 nguyén déu la thang dw bac
n theo modulo nguyén t6 p cho trwéc khi va chi khi N nguyén té cing nhauvéi p—1.

trwdce thi ton tai ding +1 thang dw bic n phan biét theo modulo p. o

Theo d6 khi n=3 thi moi s6 nguyén déu la thang dw bic ba theo modulo p nguyén té khi va chi khi
p khong cé dang 3k +1 véi k 1a s6 tw nhién, nghiala p 1a 2,3 hodc c6 dang 3k +2 v&i k tw nhién.
D& dang chirng minh rang ton tai vo han s6 nguyén t6 c6 dang 3k + 2.

That vay, ky hiéu N 13 s6 tw nhién tiy y va dit N =6n~1. Ré rang N 1a s6 tw nhién >1. Dé thdy moi
wdc s6 cua N déu cé dang 6k +1 hodc 6k —1. Khong phai tit ca cac wéc sé cia N déu c6 dang 6k +1
vi néu nhw vy thi tich cta ching ciling c6 dang nhw vy, diéu nay khéng ding vi N khong cé dang dé.
Hé quala N c6 it nhat mot wéc s6 nguyén t6 p=6k —1 v&i k 1 s6 tw nhién. Do p| N =6n-1 suy ra
p>n.Viviay do N tly y nén ton tai s6 nguyén t6 16n tuy y c6 dang 6k —1=3(2(k —1)+1) + 2. Diéu
phai chirng minh.

C6 thé€ chirng minh rang néu N 13 s& nguyén t6 va M 13 s tw nhién >1 thi moi sd nguyén déu la
thang duv bac n theo modulo M khi va chi khi M la tich cta cac s6 nguyén td phan biét ma khong cé
s6 nao c6é dang nk+1 (v&i k 1a s6 tw nhién) (Sierpinski [9]).

Bai tap. Chitrng minh rang néu p 1a s6 nguyén t6, N 1a s tw nhién va d = ( p-1 n) thi thang dw bac
n theo modulo P nguyén to6 trung v&i thiang dw bac d theo modulo p.

Chitng minh, Vi d =(p-1,n) néntacé d|p-1 vado dé6 d=(p—1d) va theo Pinh Iy 13 thi didu
kién can va di dé€ mot s6 nguyén a khong chia hét cho p 1a thing dw bicn theo modulo p la trung
v&i diéu kién dé€ a 1a thing dw bac d theo modulo p. Do d6 tip hop cac thing dw bic n va thang dw
bac d la trung nhau.

Dic biét, néu p 1 s8 nguyén t8 c6 dang 4k +3 véi k=0,1,2,..., thi (vi 2=(p—14)) cac thing dw bac
hai theo modulo p trung v&i cac thang dw bic bon theo modulo p. o

8. Cac tinh chat va twng dung ctia ham chi s6

Trong muc 4 ta da dinh nghia cin nguyén thiy cia s6 tw nhién m 1a s6 nguyén ¢ c6 sé6 mi (p(m)
theo modulo m. Tir d6 suy ra cac s6 g°,g,..., g“’(m)f1 la khéng dong dw(mod m). Vi s0 cac so trong
ddy nay 1a ¢(m) tirc 12 ding bing véi s6 cac s6 nguyén td cung nhau véi m trong ddy 1,2,...,m, nén

véi moi s6 nguyén X nguyén t6 cung nhau véi m thi ton tai ding mot s6 y trong day
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0,1, 2,...,(p(m)—1 ma g’ = (mod m). Tandéi Y 1a chi sé cda X theo can nguyén thuy g va ky hiéu la
ind, X, hodc néu khong c6 gi gdy nham 14n thi ky hiéu don gian 12 ind X. Ta goi g 1a co s& cta chi s6.
C6 dinh s tw nhién m>1 c6 cin nguyén thuy ¢ va xét ham chi s6 ind X véi s6 nguyén X nguyén td
cung nhau véi m. Ta chitng minh cac tinh chit sau day cua ham chi s6

L Chi s6 cuia cdc s6 nguyén dong dw (mod m) va nguyén t6 ciing nhau véi M la bdng nhau.

inda

That vay, néu a=b(modm) va g™ =a(modm) thi g"* =b(modm). Nhung vi (b,m)=1 nén déng
dw thitc g* =b(modm) c6 ding mot nghiém trong cac s 0,1,...,¢(m)—-1 va dé 1a indb suy ra
inda=indb. Vi viy trong bang cac gia tri cia Ind X chi xuit hién cidc s6 X nhé hon modulo va
nguyén t6 cung nhau vé&i modulo.

II. Chi 56 cua tich la dong dw (mod (p(m)) V@i téng cdc chi s6 ctia cdc nhdn tir, nghia la
(29) ind (ab) =ind a+ind b(mod ¢(m)).

Théit vy, theo dinh nghia cta chi s6 ta c6 g™*° =a(modm), g"P =b(modm) véi cac s6 a va b

nguyén t6 cung nhau véi m. Vi viy nhin hai dong dw thirc cudi cung ta nhin dwoc
inda+indb

g =ab(modm). Nhung vi g™ = ab(modm) ta suy ra

(30) gimea) = gindasinds (modm).

Gid st véi moi s6 nguyén khong 4m g,V thi dong dw thirc g = gV(mod m) ding. Néu g >v thi

m| gv(g”“’ —1) ma (g,m)=1 suy ra g*" =1(modm). S§ g la cin nguyén thiy cia m c6 s8 mi

(p(m) theo modulo m. Vivay theo Pinh 1y 9 suy ra (o(m) | tt—v.

Tinh chit cudi cung cling ddng véi u <v. Vivay tir (30) ta c6 dong du thirc (29).

Tinh chit nay dwgc mé rong cho hiru han nhan ti. Vi vy

11 Chi s6 ctia ldy thira bdc N (n la s6 tw nhién) la déng dw (mod p(m)) véi tich ctia N véi chi s6 ciia

co'sé. Tacé ind a" =nind a(modp(m)).

Bay gi¢ ta trinh bay quan hé gitra cac chi sé 14y v&i cac can nguyén thiy khac nhau cia mot s6 ¢ dinh

M. Theo dinh nghia cua chis6 tacé a= g (mod m). Vi vay sit dung cac tinh chdt I va Il ta c6
ind,a=ind a-ind,g(mod ¢(m))

v&i ¥ 1a can nguyén thiy cia m. Do d6 dé ddi co sé cta chi s6 thi ta chi cAn nhan moi s6 véi mot s6

c6 dinh (goi la chi s6 ctia chi s6 cii d6i v&i co s méi) va tinh dong dw theo modulo (p(m) cua tich.

Pinh 1y 15. bé mét sé a khdong chia hét cho P la thdng dw bdc hai ctia mdt s6 nguyén té 1é p thi diéu

kién can va du la ind a chan.

Chirng minh. Gia stv ind a =2k véi k 1a s6 nguyén khong am. Ta c6 g% = a(mod p) ching té dong

du thire x* = a(mod p) c6 nghiém x=g*. Do dé a 13 thing dw bac hai modulo p.
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« 1 T P S A

Trong day 1,2,...,p—1 c6 E( p —1) s0 ¢6 chi so6 chan vi cac chi so6 cua cac so trong ddy trung véi cac s6
. 7 A e by 7 7 7 1 ~ < 7 ~ 7 A \ -

0,1,2,..., p—2 (sai khdc mot thir tw) ma trong dé c6 dung E( p—1) s6 chdn. Cac s8 d6 déu 1a thing dw

bic hai cia p.Nhung theo Pinh1y 14 véi d =(2, p—1)=2 thi chi c6 %( p—1) thang dw bic hai trong
day 1,2,..., p—1. Viy khong c6 s6 nao c6 chi s 1é¢ ma la thing dw bac hai theo modulo p nguyén to.
binh ly dwoc chirtng minh. o

Hé qua truc tiép cua Pinh 1y 15 1a khong ton tai cin nguyén thuy cta s6 nguyén té 1é p laila thing dw
bachaicta p.

Ta lwu y rang ménh dé twong ty véi thing dw bac N véi N 1om hon 2 1a khong ding. Chang han, trong
cac chi s6 theo modulo 5 thi c6 hai s6 1a 0 va 3 la chia hét cho 3 va cac sé6 1,2,3,4 déu la thang dw bac
ba modulo 5 vi 1=1° (mod 5), 2=3° (mod 5) 3=2° (mod 5), 4=4° (mod 5) . V&i modulo 7 thi cac sO

1=1*(mod7),2=2"(mod7),4=3"(mod7) la thing du bac bdn véi chi sé theo modulo 7 lai 1a 0
hodc 4 déu chia hét cho 4.

Cac chi s6 dwoc str dung dé giai cac dong du thirc.

Xéts6 nguyén to p vacacso a,b khéng chia hétcho p.Xét dong dw thirc ax = b(mod p).

Tix cac tinh chdtIva Il tacé ind a+ind x=indb(mod p—1) suyra ind x=ind b—ind a(mod p-1).

S8 ind X 14 s6 dw nhin dwoc khi chia hiéu ind b—ind a cho p—1. Vi vy khi biét gia tri ind X ta tinh
X theo x=g"* (mod p). Trong thwc hanh phwong phap nay yéu cau st dung bang cac chi so.

Dit a 13 s6 nguyén khong chia hét cho p va n 1a liy thira tw nhién. Xét dong dw thire X" =a(mod p).

Theo I va I thi déng du thirc nay twong dwong véi nind x=ind a(mod p—l) vi vay bai toan giai
déng du thirc dwoc quy vé bai todn gidi dong dw thirc tuyén tinh.

Xét dong du thirc a* =b(mod p) véi a,b 1a cac s6 nguyén khong chia hét cho s6 nguyén t8 p . Khi d6
dong du thtrc ndy twong dwong véi ddng du thirc tuyén tinh x ind a=ind b(mod p—1).

Vi du. Ta trinh bay bang cac chi s6 (mod 13). DAu tién ta tinh cic cin nguyén thay cia 13. Ta bat dau
v&i s6 2. Ta tinh thang dw (mod 13) cla céc Iy thira lién tiép ctia 2. Rd rang chi can tinh 2" véi s6 mi
tw nhién n. Néu r, 1a s6 dw nhan dwoc khi chia 2 cho 13 thi s6 dw nhan dwoc khi chia 2! cho 13 1a
2r. . Theo cach nay ta tim dwoc 2=2, 2° =4, 2°=8, 2' =3, 2°=6, 2° =12, 2" =11, 2°=9, 2° =5,
2°=10, 2" =7, 2 =1(mod13). Vay 2 12 ciin nguyén thiy ciia 13. Ta c6 bang cic s§ X twong tng

véichisé ciiandla ind, x=k (véi k=0,1,...,11) nhw sau

ind;x | 0 |

X II‘

Str dung bang nay ta c¢6 bang cac chisé wngvéi X=1,2,...,12 nhuw sau

|2 |3 [4a]|s|6]7][8]9]w]n
ltnfo|s[w]7

o | -
ey
oo
L=}
o
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X

|a|s|e6|7]8]9]1w0]|n]|1
2 5

ind, x [u[3[s]w0]7]e

V6i 6x=5(mod13) ta c6 ind 6+ind x=ind 5(mod12) suy ra ind x=ind 5—ind 6(mod12). Kiém
tra trong bang thi hai ta c6 ind 5=9 va ind 6=>5 vivay x=9-5=4(mod12) vado d6 ind x=4 va
str dung bang thit nhat suy ra x =3.

Xét dong dw thirec X° =3(mod13). Ta c6 8ind x = ind 3(mod12). Mt khéc, sir dung cac bang & trén
ta c6 ind 3=4 suy ra néu dat ind x=y thi ta nhan dwoc dong du thic 8y 54(m0d12) . bong duw
thitc nay twong dwong véi 12|8y—4 do d6 3|2y —1, nghia la 2y =1(mod3). vi vay 4y =2(mod3),
Nhung vi 4=1(mod3),y=2(mod3) vado d6 y=2+3K véi k 1a s6 nguyén. Cac s6 c6 dang nay ma

thudc day 0,1,2,...,11 1a cac s6 2,5,8 va 11. Hé qua 1a ching 14 cac gia tri cia y =ind X . Sir dung bang
thir nhat ta tinh dwoc X bang 4,6,9 va 7. Vi vay dong dw thitrc ban dau c6 ding bon nghiém 12 4,6,7,9.

Cudi cling xét ddng du thirc 6* =7(mod13). Ta c6 x ind 6=ind 7(mod12). Kiém tra trong bang thi
hai ta c6 ind 6=5,ind 7=11. Vi viy déng dw thtrc trd thanh 5x=11(mod12), digu nay chi dting véi
X =7 v&icacsd X thudcday 0,1,..,11. VAy dong dw thirc ban dau c6 nghiém 7+12k véi k=0,12,....

Bai tap. 1. Chirng minh rang v&i moi s6 nguyén t6 1é p nguyén td véi moi can nguyén thiy cia p thi
. . 1
ind(-1)=ind (p-1)= E( p-1)

Chirng minh. Theo dinh 1y Fermat nhd thi véi moi can nguyén thiy g cda s6 nguyén t6 1é p thi
1 1

o1 S0 S0 1wz P g s LA g s 1 o
plg" -1=|g¢ -1y 9 +1|.Nhungvi p|g —11akhoéng thé vi g 1a cdn nguyén thiy cla

Lo L
p nén plg?” " +1, nghiala 92" =—1(mod p) chitng to ind (—1)=%(p—1). c

2. Chirng minh rang diéu kién cin va @i dé€ s6 nguyén ¢ nguyén td cing nhau véi sé nguyén t6 1é p
14 cin nguyén thay caa p 1a g*™ = 1(mod p) véi moi wéc s§ nguyén t6 q cia p—1.

Chitrng minh. Néu véi s6 nguyén t6 q ma q|p-1 va g™ =1(mod p) thi q c6 s6 mi
< ( p —1) /q< p—1vadoddé g khéng phai can nguyén thiy cia p.Diéu kién cin dwoc chirng minh.
Mit khac, gid st s6 nguyén ¢ nguyén to cung nhau véi p khéng phai cdn nguyén thay cta p . Khi do
liy thira & ctia g theo modulo p la < p—1.Dod la wécs6 cia P=1 nén (p—l)/5 la s6 tw nhién
>1 va do d6 n6 cé wéc s6 nguyén té . Viy ta ¢ q|(p—1)/5 suy ra 5|(p—1)/q vavi p|g’°-1(g
c6 s6 mil & theo modulo p)nén p|g"®™* -1, nghiala g™ =1(mod p).

biéu kién di dwoc chitng minh. o
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BIEU DIEN HE CO’ SO TUY Y
1. Biéu dién ctia s6 tw nhién trong co’ s6 tuy y

Xét g 1as6 twnhién >1. Biéu dién co'sd ¢ cua sd tw nhién N dwoc cho béi cong thirc
(1) N=c,g"+c,,g" " +..+Cg+C,
Trong &6 M 1as8 nguyén >0 va ¢,(n=0,1,2,..,m) Ia cic s6 nguyén théa man tinh chat
2) 0<c,<g-1 véi n=01..m va c,#0.
Mbi s6 thudc day
3) 0,4,2,..,9-1
dwoc goi 14 cac chit s6 va cong thirc (1) c6 thé viét thanh N =(y,, Va1 70 )g ,v6i y, 1a chir s6 ky
hiéu cho c,.Néu g <10 cacs60,1,2,3,4,5,6,7,8,9 duwoc dung lam ky hiéu cho cac chir s6 trong
(3). Vi du

N =(10010), nghiala N=1.2'+0-2°+0-2*+1.2+0=18,

N :(5603)7 nghialax N=5-7+6-7"+0-7+3=2012,
Pinh ly 1. Moi s6 tw nhién déu dworc biéu dién duy nhdt trong co s6 § (g la s6 tw nhién >1) nghia
la c6 thé biéu dién dudi dang (1) trong dé cdc s6 nguyén ¢,(n=0,1,...,.m) théa man cdc bdt ddng
thibc (2).
Chitng minh. Gia st s6 tw nhién N c6 thé biéu dién nhw trong (1) véi ¢,(n=0,1..m) nguyén
théa man (2). Ky hiéu N 1a moét trong cacs6 0,1,2,...,m—1. T (1) taco

4) ﬁnzcmgm‘”+cm_1g'“‘”‘1+...+cn+£+C”—‘22+...+C—?1.
g g d g
Nhung theo (2) thi OS£+C”—’ZZ+...+C—?}£g—_1+ g _21+...+ g _nlzl—in. Vi vay tir (4) ta suy
g g g g g g
N m-n m-n-1 N N m-n-1 m-n-2
ra | —=|=¢,0""+¢,,0"" +C,,0+C, va twong tu o =c,9" " +C,,0 +.otCoy -
g
Cac cong thirc nay suy ra
(5) cn:{ﬁn}—g{ ’:‘4 véimoi n=0,1,..,m.
g g

Tw (1) va (2) ta cling c6
9" <N<(g-1)(g"+g" " +..+g+1)=g"' -1< g™

log N
logg

<m+1.Do dd

suy ra mlogg <logN <(m+1)logg vavivay m<

(6) m:{logN}
log g
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Cac cong thirc (6) va (5) chirng té rang néu N dwoc biéu dién duéi dang (1) va diéu kién (2) dwoc
théa mén thi cac s6 M va ¢,(n=0,1,...,m) xac dinh duy nhét theo N . Pigu nay ching to v&i s6 tu
nhién cho tre¢c N (v&i s6 tw nhién xac dinh g >1) ton tai nhiéu nhit mot biéu dién dang (1) thoa
min (2). Vi vy dé chirng minh dinh ly ta chi cin chi ra rang v&i moi s6 tw nhién N va g >1 ton
tai it nhat mot biu dién dang (1) théa man (2). Goi N, va ¢, 1a thwong s va s6 dw nhin dwoc
khia chia N cho g.Tacéd N =c,+gN,.Thay N bang N, tatim dwgc thwong s N, va phin dw
C, tir phép chia N, cho g . Tiép tuc nhw viy véi N, va ctt nhw thé. RS rang tat ca cac thwong so
lan lwot thu dwoc sé gidm béi vi N,,, <N, /g. Do cic s6 nay déu la cac s6 nguyén khong am nén

voi k >1 nao d6 ta phaic6 N, =0.Ky hiéu M 1a chisé 16n nhdtma N # 0. Ta c6 diy ddng thirc

N=c,+9N;,N,=¢,+9gN,, .., N ,=c.,=0N_ , N, =c,.

.
Vi vay ta thu dwoc biéu dién cia N ¢6 dang N =c¢,+¢,g+c,9° +...+¢,g" trong dé Cc, #0 bédivi
N, #0 vac,(n=0,1..,m) Ia cic phin dw thu dwoc khi chia cho g nén né théa mén (2). o

Vay ta da chirng minh dugc Pinh ly 1 va ta cling c6 ngay thuat todn tim biéu dién ciia N trong co
s0 g nhu sau: ta chia N cho g va ky hiéu phan du la ¢, va thwong so la N,, sau d6 ta chia N,
cho g vaky hiéu phan dw la ¢, va thwongsé la N, . Tiép tuc qua trinh nay cho téi khi nhan dworc
thwong s6 N, ., =0. Khi d6 ta thu dwgc biéu dién cia N theo dang (1). Trwong hop riéng khi
g =2 thi chi c6 hai chir s6 1a 0 va 1. Tir Pinh 1y 1 ta c6 hé qua sau day

Hé qua. Cdc sé tw nhién cé thé biéu dién duy nhdt dwdi dang téng cdc binh phwong Iiy thira phdn
biét ctia 2.

Vidu: 100=2°+2°+2%,29=2+2°+224+2°, M, =2"-1=2""+2"?+..+2+2°,

Bai tap. 1. Tim t4t ca cc chir s6 trong biéu dién co s8 2 clia 12 s6 nguyén t8 dau tién.

Loi gidgi. 10,11, 101, 111,1011, 1101, 10001, 10011, 10111,11101, 11111, 100101.

2. Chirng minh rang véi moi s tw nhién M ton tai s6 nguyén t6 ma biéu dién ctia né trong co s6 2
théa méan chir s6 cudi cing ciand la 1 va M chi sé lién trwdrc dé 1a 0.

Loi gidi. Theo Pinh 1y 11 Chwong 6, v&i s6 tw nhién M ton tai s6 nguyén t6 p c6 dang m™ 'k +1 ,
k tw nhién. Bi€u dién cta s6 nguyén td nay trong co s6 2 c6 chit s6 cudi ciing 1a 1 va M chir sé lién
tre¢cbang 0. o

Ghi chu. Ton tai nhitng s6 nguyén t6 ma biéu dién co s6 2 ctia ching gdm toan chit s§ 1. C6 30 sb
nhu thé d3 dwoc tim ra, s6 1é6n nhat ¢6 216091 chir s6 1 trong hé co s6 2. Ta chwa biét c6 ton tai vo
han céc s6 nhw vay hay khéng. Rd rang nhirng sé nguyén t8 nhw vy déu c6 dang 2" —1. Mt khac
c6 nhitng s6 nguyén t6 ma trong biéu dién hé co s6 2 cta chiing thi chi c6 chir s§ dau va chir s§
cudi bang 1 con lai tdt cd déu 1a 0. Vi du cac s6 11, 101, 10001, 100000001 va
10000000000000001. Ta chwa biét ngoai cac s6 nay ra thi c6 s6 nguyén t6 nao nhw vy hay khong.
T4t ca cac s nhw vay déu c6 dang 2% +1.

3. Chirng minh véi s6 tw nhién bat ky s>1 ton tai it nhit 2 s6 nguyén t6 ma biéu dién co s8 2 c6
ddng S chir sé.

Chitng minh. Véi s =2 va s =3 két qua duoc suy ra tir bai tip 1. Néu s>4 thi 2°' >5 va theo
Pinh ly 7 Chwong 3 suy ra gitta 2" va 2° ton tai it nhat hai s6 nguyén t&. Mt khac néu N 1a s6 tw
nhién ma 2°* <n<2° thincé ding S chir s6 trong hé cos6 2. o

4. Chirng minh rang chir s cudi cing trong biéu dién co s§ 12 clia sd chinh phwong 1a mot binh
phwong dung.
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Chirng minh. Néu chit s6 cudi cung cta s6 tw nhién la 0,1,...,11 thi chir s6 cudi cung trong hé co s6
12 ctia binh phwong ciané 1a 0,1,4,9,4,1,0,1,4,9,4,1, twong tng. o
Ghi chi. T4t ca cic co s c6 tinh chattrénla 2, 3,4, 5, 8, 12, 16 (xem Muller [1]).

5. Chirng minh rang ton tai vd han sé tw nhién N khéng chia hét cho 10 va théa man s6 n’ nhan
dwoc tr N bang cach ddo nguoc thir tw cac chir s6 thap phan chand la wécsécia N va n:n’ >1.

Chirng minh. Cac s6 9899...9901=9-1099...9989 va 8799...9912 =4-2199...9978trong d6 s6 chir
s6 9 & gitra 1a tiy y va bang nhau & ca hai vé c6 tinh ch4t d6. C6 thé chirng minh s6 nhé nhit >9 c6
tinh chit trén 1a 8712=4-2178 va cac s6 & trén la tit ca cac s6 c6 tinh chat nhw viy (xem Subba
Rao [1]). Van dé khi nao thi ton tai cac s6 nhw viy dwoc dat ra béi D.R.Kaprekar. o

6. Chirng minh rang moi s tw nhién c6 thé biéu dién duy nhat dwéi dang

*) n=a -14a,-24..+a, -m!

véi M 1a s§ tw nhién, a, =0 va a;(j=12,..,m) 1a cic s6 nguyén théa man 0<a; <j véi

j=12,...,m.

Chirng minh. Gia sir sd tw nhién N c¢6 hai biéu dién dang (*). Ta c6
a-1+a,-24..+a, -ml=a-14+a,-2H...+a -ml.

Ky hiéu k 1a s tw nhién lén nhat théa man a, # a, , nghiala a, >a, suyra a, —a, >1, vivay
ki<a,-k+a -kl=a-14..+a_ (k-1)-a - 1-..—a_, (k—1)!
<1224 +(k-1)(k-1)!=k-1<k!,

V6 ly. Xét S 1a s§ tw nhién. Xac dinh tt ca cac biéu dién dang (*) véi m<s va 0<a; < j véi
j=12,....,m. S8 cac biéu dién nhw vy 1a (1+1)(2+1)...(s+1) =(s+1)!. Vi vay s6 cac biéu dién (bd
qua truomng hop n=0)1a (s+1)-1. ¢ trén ta da chitng minh cac biéu dién (*) khac nhau sé& cho
cic s6 n khac nhau. Mit khac moi biéu dién dang (*) véi M<S cho ta s6 tw nhién
<1-142-24..4+m-ml=(m+1)-1<(s+1)-1. Vi vay hién nhién moi s6 tw nhién <(s+1)1 c6
thé biéu dién dwdi dang (*) nhwla N &trénvéi M<S. o

7. Vé&i cac s6 tw nhién g va S ¢6 dinh dit f (n) la tong céc liiy thira bic s ctia cdc chiv s6 trong hé

corsé § clasd twnhién N. Chirng minh rang day vo han

(i) n, f(n), ff (n), fff (n),...

tudn hoan.

Chirng minh. Rd rang ta chi cAn chirng minh trong day trén cé hai phan tit bang nhau. Xét s6 tw
nhién n=a,+ag+..+a_,0“" 13 bifu dién cia N trong hé co s6 §. Ta co
f(n)=a5+a +..+a , <k(g-1)’ <kg’. Nhung g* /k tién téi vo ciing theo k do d6 véi k du
léntacd g*/k>g*". Vivay kg® < g“" <n.Tlrday tasuyravéi N dalén, ky hiéula N>m, ta co
f(n) <n.Vay véi moi sé X >m thi ton tai k(x) ma fff....f(X) <m(f dwoctinh k(X) I4n). Do d6

trong day ban dau c6 vo han phan tir khong vuot qua m. Suy ra ton tai hai phin tir bang nhau. o

Ghi cha. Véi g =10 va s=2, Porges [1] da chirng minh day (i) tudn hoan sé chira mét phan t&
bang 1 hodc 8 phan tir 4,16, 37, 58, 89, 145, 42, 20. Vi du v&i n=3 ta c¢6 ddy 3, 9, 81, 65, 61, 37, 58,
. 16,37, ... Néu n=5 ta c6 day 5, 25, 29, 85, 89,145, ..,, 58, 89, .... Néu n=7 ta c6 day 7, 49, 97,
130, 10, 1, 1, 1, ... Tdng quat hda két qua cua Porges dworc trinh bay b&i B.M.Stewart [1]. Truwong
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hop g =10 va s =3 dwoc giai quyét b&i Kseki [1], ngwoi da chirng minh rang c6 9 vong 1ap nhu
vay. P6 la: mot phan ti trong cac trweong hop 1, 153, 370, 371, 407; hai phan t& véi cdp 136 va
244 hodc 919 va 1459; ba phan tir véi cac bo ba 55, 250, 133, hodc 160, 217, 252 (xem Iseki [2]).
K.Chikawa, K.Iseki va T.Kusakabe [1] da chirng minh rang trong truomg hop g =10, s=4 thic6 6
vong ldp nhw viy. D6 la: mot phan tr thudc 1, 1634, 8208, 9474; hai phan tir 2178, 6514; bay phin
tlr 13139, 6725, 4338, 4514, 1138, 4179, 9219 (Chikawa, Iseki, Kusakabe va Shibamura [1] tim ra
tit ca cac vong lap véi g =10, s=5, Avanesov, Gusev [1] gidi quyét cac treong hop g=10,5s=6
hodc 7, Takada [1] gidi quyét trwong hop g =10,s=8, Iseki va Takada [1] véi g =10, s=9 va
cu6i cung Avanesov, Gusev [2] giai quyét treong hop g =10, s=10 hodc 11).

8. Chirng minh vong lap cia day (i) c6 thé dai tuy y.

Chitng minh. Véi s ty nhién N tly y ton tai s6 tw nhién M>n théaman f (m)=n. That vay v&i
moi sO tw nhién S thi tong cic liy thitra bic s cia cac chir s6 ctia n6 trong hé co s6 g cua
g -1
g-1

9. Tinh bang tdng va tich cac chir s6 trong hé co s6 7.

m=

lanvahonnttanéun>1tacé M>N.Néun=1taditm=g. o

Lovi gidi,

I 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
i 2 3 4 S5 6 10 1 I 2 3 4 § 6
2 3 4 5 6 10 11 2 2 4 6 11 13 15
3 4 5 6 10 11 12 3 3 6 12 15 21 A4
4 S 6 10 11 12 13 4 4 11 15 22 26 33
5 6 10 11 12 13 4 S S 13 21 26 34 42
60 1011 12 13 14 5 6 6 15 24 33 42 51

2. Bi€u dién trong hé co' s6 Am

Pinh ly 2. Néu g la sé nguyén < -1 thi moi sé nguyén N =0 c6 thé biéu dién duy nhdt duéi dang
(1) trong dé C, (n =01.., m) nguyén théa mdn

(7) OSCn<|g| véi n=01...m va c, 6 #0.

Dinh ly nay dwoc Z.Pawlak va Andrzej Wakulicz [1] tim ra bang cach sir dung mdy tinh dién ti.
Chirng minh. Xét sO nguyén g <-1 va x=N la s6 nguyén tuy y. Ky hiéu ¢, la phan dw khi chia
X cho |g| Ta c6 0<¢, < |g| va X=C,+0X trong dé X nguyén. Vi vay gx, =X-C, va do do

lgx,| <|x|+c, <|x|+|g|-1 trong d6 |x1|s(|x|+|g|—1)/|g|.

Néu (|x|+|g|-1)/|g|=|x| thi [x|+|g|-1>|g||x|, nghia 1a |g|-1>(|g|-1)|X| suy ravi [g|>1 ta cé
X|<1 do d6 x=01 hosic —-1. Néu x=0 hoic x=1 thi x=c,. Néu x=-1 thi
x=|g|-1+g=c,+9 suyra ¢, =|g|-1. Vi vy chi cin xét truong hop (|X|+|g|—1)/|g| <|x|. Ta c6
|X1| < |X| va c6 thé ap dung th tuc vira st dung véi X cho X,.

Tiép tuc qud trinh ndy va sau hitu han bwéc ta nhan dwgc biéu dién cia N trong dang (1) véi
c,(n=0,1,...,m) nguyén théa min (7).

Tiép theo dé chirng minh biéu dién cia N trong dang (1) théa man (7) 1a duy nhat, ta chi can
nhéin xét N chia cho |g| c6 phan dv ¢, (N —CO)/ g chia cho |9| c6 phan du ¢, va c thé suy ra
CyC;, Gy, ... xac dinh duy nhit theo N vi vy biéu dién nay 1 duy nhit.
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Pinh ly 2 dwgc chirng minh.

Vidu. 1= (ll)_z, 10= (11110)_2 ,—10= (1010)_2 , 16 = (10000)_2 , —16 = (110000)_2,

25= (1101001)72 ,—25= (111011)72 ,100= (110100100)72 = (10201)73 .

3. Phin s6 vo han trong hé co’ s6 cho trwéec

Xét s6 tw nhién g >1 vasé thuc X. Pt x, =X—[X].Tacé 0<x <1.Honnitavéi X, = gxl—[gxl]
thi 0<Xx, <1. Tiép tuc ta xac dinh X, b&i 09X, — [gxz] va ct nhuw vay ta thu dwoc day voé han

X,(n=12,...) dinh nghia béi cac digu kién

3 x=x—=[x],  X,=0%-[ox,] véi n=12..
Cac cong thirc nay suy ra

(9) 0<x,<1 voi n=12,..

bat

(10) c,=[ox,] veéi n=12..

Theo (9) tacé 0<gx, <g vivay theo (10) 0<c, < g vadodé

(11) 0<c,<g-1 vai n=12,..
Tt (8) va (11) suy ra X=[X]+X1, X12C1+X2 , Xy Gtk s X, ZM.ViVéyVé‘i n=12,...,
g g g
(12) x=[x]+&+c—22+...+c—”n+x”—;1.
g g g g

X 1 . X
Theo (9) thi 0< L <— vatir g>2,9" ting v6 han theo N, ta suy ra !]erolg”—;lzo.Vi theo (12)

ta nhan dwoc khai trién ctia X thanh chudi vo han

c C ¢
(13) x=[x|+2+Z+=2+..
et

trong do6 theo (11) cacsé c, la cac chir s6 trong hé cos6 ¢ .

Vi vay ta da chirng minh moi s thwc X c6 it nhat mot biéu dién c6 dang (13) véi moi hé co s6
g >1 trong d6 c, 1a cac chir s6 trong hé co sé ¢ .

Gia st ring sd thuc X dwoc biéu dién trong dang (13) véi ¢, 1a cdc s6 nguyén théa mian (11) thi
véimoi n=1,2,... dat

C C C
(14) n=[x]+2+=2+.+-2.
g g g
C C -1 g-1 1
Taco Xx—r =—2L 4+ M2 4 suyraratheo (11), 0<x—r, < gn+1 + gn+2 o=
g g g g
Biéu thirc X—1, =1/ 9" dwong chi trong tredng hop ¢, =C, =...= g —1 nghia 1 tit ca cic chit s6

trong biéu dién déu bang g—1 véi N xac dinh. Vay Xx=r, +1/9" va theo (14) suy ra X la thwong
sO ciia mot s6 nguyén va mot liy thira cia g . Néu M 1a s6 tw nhién nho nhatma ¢, =g-1 véi

N>m thi néu m=1 thi theo (13) ta c6 X=[x]+1, vd 1y. Néu m>1 thi c,, # g—1 suy ra theo
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(11)thic, ,<g-1nghialac, ,<g-2 suyraC, ,=C, ,+1 clingla chit sd trong hé cosé ¢ .Hé
qua 1 ta c6 biéu dién khac véi (13)

C

m-2
m-2 +

!
G G5 Cin1
+=2 4.+ L e e

g ¢ 9"t g™ g" g

Dé dang chirng minh diéu ngwoc lai. Néu X 1a thwong s6 clia mot s6 nguyén va mot liy thira ctia ¢

x=[x]+

thi X ¢4 hai biéu dién dang (13) v&i ¢, 1a cic s6 nguyén théa man (11). Trong d6 c6 mdt biéu dién

ma chi c6 hitu han s8 ¢, khac 0. Trong bi€u dién con lai thi tdt ca cic hé s6 nay bang g —1.
~ ~ oy \ ~ ki Py ~ Py \ Ay ~ A 72 N 1
Néu s6 thyc X khong la thwong s6 cia mgt s6 nguyén va mot Iy thira cia g thi 0<X-r <—

voi n=12,..., vivay 0<9"x—9"r, <0. Suy ra tir (14) s6 9"r, nguyén. Taco g'r, :[g"X] . biéu

nay cling dung véi n =0 tir dinh nghia r; = [X] .Taco
(15) o'r,=[g"x] va g"'r,=[g"'x] véi n=12,..

C n n- 5
Nhung theo (14) thi r, —r , =— véimoi n=1,2,...,, vy C, =g, —gg 'r , vatheo (15) suyra
g

(16) ¢, =[g"x]-g[g"x], n=12,..

Chirng té moi s6 thwe X khong la thwong s6 cia mdt s6 nguyén va mét liy thira cia g cé dung
mdt biéu dién dang (13) trong d6 c, 1a cac s6 nguyén théa man (11). Biéu dién nay ky hiéu béi

(17) x=[x]+(0,¢,¢c,C;...), -
Cong thirc (16) cho ta cach tinh chit s6 thit n kha don gian. Tuy nhién khong dé dé tinh toan cac

gid tri & vé phai cua nd. Vi du véi g =10 cbéng thirc (16) cho chitr s6 thir 1000 cia V2 1a

Cuogo = [101000 ﬁ ] ~10 [10999 \/E ] _

Ta da chirng minh rang dé€ thu dugc biéu dién dang (17) clia mot s6 thuc tiy y ta c6 thé ap dung
thuat toan: X =x—[x], ¢, =[gx], x,=gx —¢, ¢, =[0%], X, =0 —C,, .. X, =0% ,—Cps,
c, =[9%],....

Ta ciling da chirng minh rang biéu dién (13) 1a hitu han (nghia 1a tit ca cac chit s trong biéu dién

déu bang 0 trir ra mot sd hitu han) néu va chi néu X 13 thuwong s6 clia mot s6 nguyén va mot liy
thtracua ¢ .

Dé dang chirng minh diéu kién nay twong dwong v&i viéc néi rang X 1a s6 hitu ty c6 dang biéu dién
phan s8 t6i gian véi mau s6 1a tich cta cac s6 nguyén t6 ma moi sd déu 1a wécsé cla g .

Diéu kién cin 13 hién nhién.

Mit khac néu x=1/m vé&i | 1a s6 nguyén va M 1a s6 tw nhién thoa min moi wéc sé nguyén té cia
M 13 wéc cta g thi néu g =0;" 0,%...° 12 phan tich thanh cac thira s6 nguyén t6 clia g ta co
M= q,°...0° véi A, A,,...A, 1a cac s6 nguyén khong am. Véi s6 tw nhién k théa man ke, > 4,

véimoi i =1,2,...,5. Thi m|g* dodé g* =hm véi h 12 s6 twnhién. Vivay x=I/m=hl/g* suyra
diéu kién du.

Vi vay néu s6 thuc X khong phai s§ hitu ty ma biéu dién dang phan sé t6i gian cia n6 c6 mau sé la
tich cta cac wéc s6 nguyén t6 déu 1a wéc cia g thi X cé ding mot biéu dién dang (13) véi
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C, (n =12, ) 12 cac chir s6 trong hé co s6 g . Hon nira biéu dién nay 1a vo han va c6 vo6 han chit s&
khac g —1. Biéu dién nay thu dwoc bang thuit toan & trén.

Thuat toan dé tim biéu dién chia s6 thwe X van c6 hiéu lwc trong treong hop g 13 s6 thuc >1. Khi
d6 cac cong thiee (8), (9), (10) va (12) van ding. Ménh dé vé cic s6 ¢, cling van diing nhung can
thém diéu kién 0<c,<g va C, nguyén. Vi du véi g = J2, x =2 thi biéu dién cho boi thuat

toan 1a 2 =1+ (J;)3+(J:;_>g +(J;)12 +(J;)21+... Tuy nhién J2 con c6 bigu dién khac
\/5=%+(\/;)3 +(\/:;_)5 +(«/1§)7 +... Voi ¢ =2 v X=(2\/§+1)/4 ta c6 hai biéu dién co
22+1_1 1 1 11

dang (13) la =——=+———+..., trong d6 dang thirc sau dwoc

n \/§+(\/§)6+(\/§)g+m 72 (\/5)4

cho bé&i thuat toan & trén. Ta cling c6

l+£: ! + ! + ! +

24 () () ()
1 1 1

(e (e ()

V&i biéu dién thir hai cho béi thuat toan trén. Xem Gelfond [1].

4. Biéu dién ctia cac s6 hiru ty

Xét s6 hitu ty X c6 dang phan s6 t8i gian |/m va gid s bifu dién cta X c6 dang (13) véi
c,(n=12,...) 1a cAc chit s6 trong hé co s8 nguyén g >1. Dt X, (N=12,...) 1a cic s dinh nghia
bédi (8). Khi d6 cac cong thirc (9), (10) dung. Theo (8) ta c6 mx, =1—-[x]. Tr d6 mx, 1a s6 tw nhién
vatlr (8) taco MX,, =gmx, — m[gxn] voimoi N=12,..., tlr d6 theo quy nap ta suy ra moi s mx,
déu nguyén va hon nira theo (9) thi chiing théa man cac bit dang thirc 0<mx, <m véi n=1,2,...
Néu véi N nao d6 ta cé X, =0 thi theo (8) ta c6 X; =0 véimoi j>n. Vivay theo (10) thi ¢; =0
véi j>n va biéu dién (13) cha X 1a hiru han. Hon nira gid st X, #0 véi moi n=12,... ta c6
O<mx,<m véi n=12,... vado d6 cac s6 mx;, mx,,...,mx,, chi cé thé nhdn m—1 gia tri phan biét
12,..,m-1. Tr day suy ra ton tai cic sO tw nhién h va S théamin h+s<m va mx, =mx,,,, ma
theo (8) suyra X, =X,
chit s0 cua (17) la tudn hoan. Ta c6 dinh ly sau day

. voi n>h do dé theo (10) thi ¢, =, v&i n>h. Suy ra ddy vo6 han cac
Pinh 1y 3. Biéu dién ctia sé hitu ty trong dang (13) véi § la sé tw nhién Ién hon 1 sé tudn hoan. S6
cdc chir s6 ditng trwdc vong Idp nhé hon mdu sé ctia sé ban dau.

Xét ddy vb han tity ¥ C,,C,,..., v&i C,(N=12,...) 1a cac chit s6 trong hé co s6 g . Thé thi ¢, thoa
man (11), vi viy suy ra chudi vo han (13) hoi tu va téng X cua ching l1a s8 thwc. Tir Dinh 1y 3 suy
ra néu didy c,,C,,... khdng tudn hoan thi X 1a s vo ty. D€ chitng minh diéu ngwoc lai ta chi can
chirng minh néu day cac chit so C,,C,,... tudn hoan thi s6 (17) hitu ty. Giad s& ddy c,,C,,... la tuan

hoan. Nghia la v&i s6 tw nhién S va h naoddétacéd ¢, =C, vadoddé n>h.Suyra
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c, C
A2y
g g
—&+i+ Chy +C_h+ Chi Chisa , Gy Chi n Chisa "
- 2 h-1 h h+l "t h+s—1 h+s hes+l """ h+2s-1 ' """
g 0 49 g g g g g g
S U B 1 N NP5 AP YT B 1+i+ L +
- h-1 h h+l ottt h+s-1 s 25 'ttt
g g g g g g g 9
_ Cl CZ Ch—l Ch Ch+1 Ch+s—1 g )
sttt T T T e Tt s | s 1
g g g g g g g -
h+s—2 h+s-3 -1 h-1 h—-2
_cg Th4e,g T +..+C,,0° +C.0° ++Coy GO G0+ 4G,
h-1 h-1
9" (g"-1) 9" (g"-1)

(C1 CZ"'Ch+s—l)g 3 (C1 C, "'Ch—l)g
gh—l(gs_l) gh—l(gs_l)

(Cl CZ"'Ch+s—l)g _(01 C, "'Ch—l)
ghfl(gs _1)

Vi vay ta thdy tdng ctia chudi trén 1a s hitu ty % Tuy nhién phin s6

nay chwa chic da toi gian.

Cong thirc cho ta quy tac rat gon cac biéu dién tudn hoan trong hé cos6 g >1.Ta cé

Pinh ly 3%, V&i hé co s6 tw nhién g >1 cho trudec, cdc sé ¢é biéu dién dang (13) théa mdn ddy cdc
chir s6 ctia né la tudn hoan déu la s6 hivu ty (biéu dién hiru han dwoc coi nhw tudn hoan véi chu ky
bang 0 hodc g-1).

Hé qua ctia Pinh ly 3% 1a néu X c6 biéu dién khong tuin hoan trong hé co sd ¢ thi X 1a s vo ty.
Tlr nhin xét nay ta c6 thé chirng minh s6 a =0.1234567891011121314... (cac s6 1,2,3, ... dwoc viét
canh nhau) 12 s8 vo ty. D€ chirng minh diéu nay chi cin chu y rang trong biéu dién ciia @ sé& xuit
hién s6 10" (n=1,2,...) véin tiy ¥, do d6 né chira day s6 0 dai vd han, do d6 khong thé tuin hoan

chu ky hitu han dwoc.

|
Bai tap. 1. Biéu dien so 997 duéi dang thap phan

1 ) ,
Loi gidi. o 0.00010203...0809101112...969799 trong d6 cac diu chdm phia trén cac chir s6 chi

ra vong lap. Vong I3p bat dAu tlr ngay sau ddu phiy thap phan va thu dwoc bang viéc viét lién tiép

cac s6 tir 0 téi 99 trir ra s6 98. Tong quat hon J.W.L.Glaisher [1] di dwa ra cbéng thirc
1 SiAA AT A

>=(0.0123..g -39 -1), vé6i g 1aso6 tynhién >2.

(9-1)

2. Str dung e = 2.718281828... hiy biéu dién € trong co sd 2 chinh x4c t&i 24 chir s6.

Loi giai. e=(10.101101111110000101010001...), . Biéu dién nay dwgc dwa ra bdi G.Peano trong

[1] trang 154. Trong d6 ta c6 € = (L, LILIMIL LLLY) |

3. Str dung 7 =3.14159265... hiy biéu dién 7 trong co s6 2 chinh xac téi 24 chi s6.
Loi giai. 7w = (11.00100100001|.1111101101010...)2 (xem G.Peano [1] trang 177).

4. Chirng minh rang trong moi biéu dién thip phan v6 han tbn tai diy dai tuy y cac chit s6 xuit
hién vo han lan.
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Chirng minh. Ky hiéu 0. ¢ C,C,... 12 biéu dién thip phin v han va M 1a s6 tw nhién. Xét cac khdi

c6 M chir s6 xudt hién trong ddy c, C,..., nghia la cac day
(18) Const Cimaor s Cemern . VOL K=0,1,...

Ta chia tit ca cac day nhw vay thanh hai 1ép véi tinh chit hai day thudc cung mot 1é6p néu va chi
néu cac phan tir cia day nay déu twong (rng bang cac phan tir cia diy kia. R6 rang s6 cac 16p cac
ddy chwa M phan tir khdng vuot qua 10" do d6 hitu han. Nhwng mat khac ton tai vo han diy cé
dang (18) suy ra it nhat mot day xudt hién vé han lan. o

Ghi chu. Trong trwong hop riéng cua dinh 1y trén ta chd y rang trong moi biéu dién thap phan vo
han it nhit c6 mot chir s6 xuit hién vo han IAn. Hon nitra néu dé 1a mot s6 vo ty thi co it nhat hai
chir s6 xuat hién vé han Ian. Tuy nhién ta khéng biét véi V2 va 7 thi hai chi s6 d6 12 bao nhiéu.
L.E.J.Brouwer di lwu y rang ta khong biét day 0123456789 c6 xuat hién trong biéu dién thap phan
ctia 7 hay khong. Biéu dién thap phan t&i chir s6 thir 100000 ctia € va 7 dwogc trinh bay lan lwot
b&i Shanks va Wrench trong [2] va [1]. S6 7 dwegc tinh chinh xac téi chir s6 thir 1000000 baoi
Gilloud va Bourger [1] va t&i 4196239 trong Tamura va Kanada [1].

5. Chitng minh rang sé (CC...C)m v&i cac chir s6 trong hé co s6 101a C trong d6 c=2, ¢ =5 hoac
c =6 khong c6 dang m",véi M va N 1a cac s6 tw nhién >1.

Chirng minh. Cac s6 2, 5, 6 khong chia hét cho bat ky binh phwong nao >1. Vi viy ching khéng c6
dang m" vé&i cac s6 tw nhién M, N >1. Cac s c6 chir s6 tan cung 1a 22, 55, 66 1an lwgt khong chia
hét cho cac s6 4, 25 va 4 suy ra ching khong c6 dang m" véi cac s6 tw nhién m, n >1. Mot s
>4 véi cac chit s6 trong biéu dién thap phan déu bang 4 thi chia hét cho 4 nhung khong chia hét
cho 8. Do d6 khéng thé 1a lity thira bic n cia mot s6 tw nhién M véi n>3. Néu 44..4=m’ thi s6

111...1 1a binh phwong ding, nhwng diéu nay la khéng thé vi hai chit s6 tin cung cua binh phwong
khéng thé1a 11. o

Ghi chi. R.Oblath [1] di chi ra rang néu cac s6 33...3, 77...7, 88...8, 99...9 16m hon 10 thi ching
khong c6 dang m" véi m,n 1a cac s6 tw nhién >1. Ta chwa biét 11...1 c6 thé c6 dang d6 khong
(xem Shorey va Tijdeman [1]).

| '
6. Biéu dién 10 trong hé co' s6 2 va 3.

Loi gidi. - =(000011), - (0.0022)

-
7. Biéu dién o1 trong hé co so6 10.

Loi gidi. é = (0.016393442622950819672131147540983606557377049180327868852459) .

10

Ghi chi. C6 thé chirng minh rang vong lap ctia 1/97 chira 96 chir s6 va clia 1/1913 chira 1912
chit s6. Ta v&i diéu kién nao ctia s tw nhién n > 2 thi biéu dién thap phan clia n6 tuan hoan va cé
vong lap chita n—1 chit s0. Trong 1&p nay con cé cac s6 n=313,1021,1873,2137,3221,331:. Co
thé chirng minh céc s6 nguyén t6 nhin 10 lam cin nguyén thuy thi c6 tinh chit nay.

5. S8 chuin tic va s6 chuan tic tuyét déi

Xét s6 tw nhién g >1.Taviétsd thuc X: X= [X] +(0.cc, ¢ )g 12 biéu dién trong hé co's6 g . V&i

moi chit s6 C (trong hé co s g ) va véi moi s6 tw nhién N ta ky hidu 1(c,n) 13 s6 cac chir s6 cta
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I(c,n)

X . T 1 ) .
day c,cC,,...,C, bang C. N&u lim =a véi g giad tri cua € thi s6 X dwoc goi la chuan tac
n

1234567890 . o e 9 . 1 o v » .
trong co s6 ¢ . Vidu s0 —————— la chudn tic co s6 10, s6 — chuén tic co s6 2 nhwng khong
9999999999 10

chuin tic co s 3. Néu X 1a chuldn tic co s§ 10 thi x/2 chwa chic da 1a chuén tic. Vi du

x=0.1357982046 1a chuin tic nhung x/2=0.0678991023 thi khong.

S8 chuin tac trong moi hé co s6 dwoc goi 1a s6 chuin tic tuyét ddi. Sw ton tai cla cac s6 chuln tic
tuyét d6i dwoc chirng minh béi E.Borel [1]. Chitng minh nay s dung ly thuyét d6 do va chi thuan
tdy chi ra sw ton tai ma khong dé xuat mét phwong phap nao dé xay dwng nhirng sé do.

Vi du hitu ich dau tién vé cac s6 chuldn tic tuyét ddi duwoc dwa ra nam 1916 (Sierpinski [5],
H.Lebesgue [1]). Nhw di dwoc chirng minh béi Borel thi hdu hét (theo nghia cta ly thuyét dé do)
cac s thuwc 12 s8 chuin tic tuyét doi.

Tuy nhién v&i hau hét cic s6 thwe quen thudc thi ta lai khong biét ching c6 phai 1a s6 chuln tac
hay khong. Vi dy, ta khong biét cac s6 \/E 7, € 1a chuln tic trong hé co s6 10 hay khong. Vi vay
mic du Borel da chi ra hiu hét cic s6 thuc déu 1a s6 chuin tic tuyét ddi nhung khong dé dang dé
xay dwng nhirng s6 nhw thé.

D.G.Champernowne [1] vao ndm 1933 di chirng minh rang s6 @ (& muc 4 ta da chirng minh s8
nay la vo ty) 1a chuin tic co s6 10. Champarnowne ciing dit ra gia thuyét rang s6 0.2357111317...,
(tAt ca cac s6 nguyén t6 dwoc dat lién ti€p sau ddu phiy thap phan) 1a chuin tic co s6 10. Gid
thuyét nay va dinh ly téng quat hon dwoc chirng minh bé&i A.H.Copeland va P.Erdos [1]. Cac tinh
chit khéc cia s6 chuin tic dwoc nghién ctru bdi W.M. Schmidt [1].

6. Phan so thap phan trong co’ s bién thién
Xét g,,0,,... 1a ddy vo han cic s6 tw nhién >1, X 1a s8 thwc. Xét ddy vo han c,C,,... va X, X,,...
nhw sau
19) ¢ —[X] —G, & =[8 %], % =0, % —¢,
[ %] € =[0. %], X, =0, X, —C,, n=12,..

Rérang 0<x, < va0<c,<g,—-1 véimoi Nn=12,.....

So sanh (19) va thudt toan trong muc 3 ta thay chit so ¢, 1a chit s trong hé co' s6 g,, C, la chit so

trong hé co'sd g, va ct nhw thé. T (19) ta c

c cC c c X
(20) X=Cpt+—2+—2—+—2—+. .+ 4+ -l

9, 9.9, 0,9,0, 0.9,.-9, 0,0,..0,

voi N=12,.. tacd 9,22 va 0<x,, <1, hang t& cudi cung trong (20) khong am va nho hon

1/2" suyrané tién t&i 0 khi N tién téi vo cung. Suy ra ta c6 biéu dién ciia X thanh chubi vo han

(21) X= C+C—+ C_, &
9% 99 99,0

+...

Néu g, =0, =...=Q ta nhan lai bi€u dién nguyén thiy cia X trong hé co s6 ¢.DPit g, =n+1,
n=12,.. thi (21) tré thanh

C C C
(22) X=Co+2+2+24.,
21 31 41

véi €y, C, (N=12,...) 1a cdc s6 nguyén va
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(23) 0<c,<n (n=12,..)

RS rang néu X 1a s hitu ty thi thuat todn (19) dan t6i biu dién hiru han cta (22) trong dé
c,(n=12,...) thoa min bit ding thtrc (23). Tuy nhién moi s hitu tj ciing c6 biéu dién v6 han
thuoc dang (22) vi

c, ¢ C C
Cot—=+24.. +tp——1
21 3l nt  (n+1)!
C, c., ¢ -1 n+1 n+2 n+3
=Cy+—+

2l nl +(n+1)!+(n+2)!+ (n+3)!+(n+4)!+

Bi€u dién dang (21) dwgc nghién cru trong E.Strauss [1] va G.Cantor [1], biéu dién (22) dwoc

nghién ctru trong C.Stephanos [1] va G.Faber [1].

Ta hay xem xét thém mot sd khai trién khac cac s6 thwe thanh chudi vo han.

Xét s6 thwc dwong X . Ky hiéu k; 1a s6 tw nhién nhé nhit thoa man kx >1.Pat kx=1+X, vataco

X, > 0. Ta ti€p tuc qua trinh nay véi X, nghia 1a ta tim s6 tw nhién nhé nhat k, théa man k, x, >1

va dit k,x =1+X, va c& nhw vdy. Khai trién ndy cia X 1a chudi vé han cé dang
1 1 1

X=—+—-+
kl k1k2 klk2k3

+...,voi k, (N=12,...) 1a cc s6 tw nhién va k, >k v&i n=12,..

C6 thé chirng minh rang moi s6 thuwc dwong c6 duy nhat mot biéu dién dang nay va diéu kién can
vada désd X lavotyla r|1im k, =-+oo (Sierpinski [3]).
—0
1 1 1

Khai trién nhin dwoccias6 € lae=-+—+
1 1.1 1.1.2 1123

\/T 1, a’-2-[(a>~2) 4

Xét a 1a s6 tw nhién >2. St dung dang thire 2-¥8 —2 2 5 suy ra v&i
a

a=a,a,=a-2(n=12..)taco

a-\a’-4 1 1 1

24 — ) =—+—"+
4 / 4 3 a4z

+...

Chubi nay hoi tu rit nhanh vi bang quy nap ta c6 a, > 2", n=12,..
batbiétvéi a=3tacd a =3,a,=7, a, =47, a, =2207, a; =4870847 va cir thé.

5 1+1 1 1
2 3 3.7 3747 37472207

Vivay

Khai trién nay dwoc goi 1a chudi Pell (E.Lucas [2] trang 331).

1 1

Néu @ chén, a=2b, b>1 thi tlr (24) ta c6 khai trién b—+b*— 2b_[ 2b1 2b, 2b1 2b, 2b, '

voib =bvab,,=2b7-1 v6in=12,..

T . [b+1 1 1 1
Ta c6 khai trién thanh tich v6 han sau day b1 = l+a l+b— 1+ o]
- 2 3

Mot s6 trwong hop riéng cta khai trién nay (vi du b=2, b =3 va mot vai treong hop khac) dwoc
trinh bay bé&i G.Cantor [2] nam 1869.
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" =\ ~ \ ~ A i 2 ~ 7 \ ~ A 7 N 2 ~ 1 ~
Bay gitr dat x, 1a s6 vo ty thoa man 0 < X, <1.Xét a la so tw nhién lén nhat théa man X, <—. Dt

1 ' x .
X, =—=X,. Tacéd 0<x <1.Tatiép tuc qua trinh nay véi X, va tim dwgc sé tw nhién 1én nhat a
a1 0 3 1 s 3 2

1 , ’ A
théa man X < = bat x, = o X, va ti€p tuc nhw vay. Ta thu dwoc day vo han cac so tw nhién
2 2
N KA - . X 1
a,,8,... va day vo han cac s0 vO ty X, X,,... théaman 0<x, <1 véi n=0,1,2,... va X, =a——xnf1
n
. - 1 . . 1 .
vdi n=12,... Hon nira <X, <— véi n=12.. Vi vdy —X_<-— do do
a,+1 a, L+l

1 1 1 1
<K <— =X <—— = _
a.,+1 a, a,+1 a,(a,+1)

n+1 n n

Suy ra a,+1>a/(a,+1) va wvi thé

a,,>a,(a,+1) véi n=12,... Tir dy bing quy nap tasuyra a,,, > 2% véin=12,.. S8 a, ting

nhanh chéng téi vo han theo N. Tir dinh nghia cta a, va X, (n =12, ) suy ra

n-1
(25) X, O R N

a a a,

+(-1)" x,.

1 . . o o ox
Do 0< X, <—— ma lima,, =+ suyra limx, =0. Vi vay cong thirc (25) cho ta khai trién cla sd
nN—oo n—oo
n+1

v0 ty X, thanh chudi hdi tu rit nhanh

(26) Xg=———f+———

Trong d6 @,(N=12,...) 1a cic s6 tw nhién théa man bt ding thikc
(27) a,,>a,(a,+1) véi n=12,..

Ta da chirng minh rang moi s6 vo ty X,,0< X, <1 déu biéu dién dwoc & dang (26). C6 thé chirng
minh moi s6 v ty nam gitra 0 va 1 ¢4 ding mdt bifu dién dang nay va s6 thuc X, c6 thé biéu dién &

dang (26) véi a, (n =12, ) la cac s6 ty nhién thoa man (27) sé la s6 vo ty (Sierpinski [4]).
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LIEN PHAN SO
1. Lién phan s6 va sw hdi tu ctia ching

Cac lién phan s6 don (hodc gon hon la lién phén s6) da dwoc xac dinh khi nghién ctru thuit toan
Euclid muc 9 Chuwong 1. O day ta trinh bay mot phwong phép biéu dién cac s6 hitu ty nhw 1a cac
lién phan s6 don. Xét lién phan sé don dang téng quat

1 1 1
(1) a0+—|+—|+...+—|,

la, |a, |a,

voi N 1a s6 tw nhién cho trudce, a, laso thucva a,,a,,...,a, lacacsdé dwong. S6

n
2) Rk:a0+l—|+l—|+...+l—|,

la, &, |a,
véi k=1,2,...,n, dwoc goi 12 hoi tu th K cta lién phén s6 (1). Suy ra hoi thir thir 0 13 Ry =a,. T
cong thirc (2) suy ra hoi tu thir K R, cla lién phan s6 la mét ham k+1 bién a,,a,,...,a, va voi

p o 1 s b1 A y
k <n néuthayso6 a, b&iso +a— thi héi tu R, tréthanh héitu R ., . Pat
k+1

I:)0 =y, Qo =1,
(3) R=aa+l Q=a,
Pk = Pk—l a + Pk—2’ Qk = Qk—l a +Qk—2

voi K=2,3,...,n. Bang quy nap ta chitng minh dwgc P, 1a ham s8 cta cac bién a,,a,,...,a,,Q, 1a
ham sé6 cta a,,a,,...,8, . Hon nita P, va Q, la cic da thirc hé s6 nguyén v&i cic bién ban dau. Kiém
tra truc tiép ta c6

B_a_p R_%a+l_, 1 _p

Q 1 Q 8

Ta chirng minh v&i moi s6 dwong &, a,,...,a, thi

“4) PR/Q =R,k=012,..,n,
(O trén ta thiy dang thirc nay ding véi k =0 va k =1.Véi k = 2 dang thikc ciing ding tir (3); ta c6
P, _PRa+h :(a°a1+1)a2+a°=a0+ 1 R,
Q Qa+Q aa,+1 a1+i
a

2
Gia st (4) dung véi k=m, 2<m<n. Suy ra v&éi moi s6 dwong &,,4a,,...,a, tacé R, =P, /Q,.
Theo (3) thi ddng thirc
— I:)m—l a‘m + I:)m—2
" Qm—l am + Qm—l

(5)

x : 5 4 : \ 1 .
dung véi moi s6 duwong a,,a,,...,a,,. Pang thirc (5) van ding néu a_, thay boi &, +a— trong ca

m+1
hai vé€ (vi @,,, >0). Khi d6 R tré thanh R, va do trong vé phai cia dang thirc thi cdc ham s§

P...P. , Q. Q,, khong phu thudc a_, taco

m-1? " m-27
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m+1 m-1~'m

m+1_Q (a +1]+Q (le a, +Qn_ 2) m+1+Qm71.
m-1 m a m-2

m+1

P am+i +P.,
R - a ~ (Pya,+P,)a,,+PR

P,a,.+P
Do d6 theo (3)taco R,,, =" m+d T m-l _ md

Qm a‘m+l + Qm—l Qm+l
Theo quy nap thi n6é ding véi moi k=0,12,...,n

,suy ra (4) dung véi k =m+1.

Viet A, =RP_,Q -Q_, R, k=12,..,.m. Ta c6 A, =R,Q -Q,F, =a0a1—(a0a1+1):—1. Nhung
theo (3) ta co A = Pk—l(Qk—l a +Qk—2) Qk l(Pk 2t Pk 2) k 1Qk 2 Qk_l Pk_z =-A_, VvOi
k=2,3,..,n,suyra A, =(—1)k voi k=12,...,n. Ta da chitng minh dwgc

(6) A =P Q=QsR =(-1)" voi k=1,2,...,n

2. Biéu dién mot s6 vo ty thanh lién phan sé

Gia st X 12 mot s6 vo ty. it @, =[x]. Vi X 1as6 vd ty nén 0<x—a, <1 suyra X =1/(x—2a,) 1a
s6 vo ty >1. bat a, = [X1] RO rang [Xl] la sO tw nhién va l14p luin twong tw nhw trén suy ra s6
X, =1/(x,—a,) las6 vd ty >1. Tiép tuc qua trinh nay ta nhan dwoc day vo han X, X,,... cac s6 vo
ty 16m hon 1 va ddy cac s tw nhién a, =[x, | théaman X, =1/(X,,—a,,), n=12,..; X, = X.

1 e , 1 1 1
Taco X,, =a,,+—, n=12,.. Day dang thirc X=a,+—, X, =a, +—, ..., X, =@, ,+— suyra
Xn X1 X2 Xn
(7) X=2a,+ |+—|+ +1—| 1
&, |3, 1, %,
bat
8) R,=a,+ |+1—|+ 4
2 |3, |2,

So sénh (7) va (8) ta thay néu a, trong (8) dwoc thay bdi x,, R, tré thanh X. B, va Q, dwoc
P P,a+P,
Q Q.2,+Q,,

Honnttavi P,_,, P_,, Q. , va Q,_, khong phu thudc a,,thay a bdi X, trong ca hai vé€ dang

dinh nghia theo (3), véi a, tuy y va cac s6 duwong a,,a,,...,a, thitacé R, =

thic trén ta nhan dwoc

P.X, +P_
%) —-
Q n-1 n +Qn—2
A i by i ) . ~ N N A 2 . 7 ann+1+P
Coéng thirc ndy ding v&i moi s6 tw nhién n>1 vivay thay N b&i N+1,ta c6 X =—""T=—7"= suy
Qﬂ n+1 +Qn—1
ra theo (6) thi
Px,+P, P -1)"
(10) X — Rn n+l __n _ ( )

Qn n+1 + Qn—l Qn (Qn n+1 + Qn—l)Qn .

T dang thirc ndy va bit dang thiec X, >a,,, suyra
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1 1
(Qa+tQ.)Q QuQ,
Ta sé chitng minh Q, >k vé&i moi K=1,2,... Hién nhién diéu nay ding véi k=1 vi Q =a, 1asd
tw nhién. Néu véi s6 tw nhién k bat ding thirc Q, >k 1a diing thi theo (3), Q,(k=0,1,2,...) 12 s8
tw nhién vata c6 Q_,=Q, a.,+Q._, >Q, +1>k+1. Vi viy theo quy nap bit dang thirc Q, >k

(11) Ix—R,|<

1 .
ding véi moi k =1,2,... Theo (11)tacé |X—R,|< véin=12,...Vivay x=IlimR .
n(n+1) N0
Tanéi X dwoc biéu dién bdi lién phan s6 vo han
1 1 1
(12) X=a,+— I R
EN Iaz | a,

Vay ta da chirng minh moi s6 vo ty X c6 thé biéu dién nhw 13 mot lién phan s6 don vo han, biéu
dién nay nhan dwoc dwa vao thuat toan néu trén. Do a,,, =[X,..|> X, —1 vavivay x,, <a,,, +1.

Ttwr cong thirc (10) suy ra
X—R,|= 1 > L
(Qn n+1 + Qn—l)Qn (Q (a'n+l +1) + Qn—l)Qn
(13) 1
B Qn (Qn+l +Qn ) .
Nhungdo a,,, 21, thay N b&i n+1 trong (11) ta nhan dwoc
1
(14 X =Ryl <

(Qn+l +Q )Qn+1
Ap dungtinh chat Q,, =Q,a, +Q,_, >Q, cho (13) va (14) suyra
(15) |X—Rn+l|<|X—Rn|,V(')’iin n=123,..

Nghia la véi moi hoi tu lién tiép cda X, thi hdi tu th hai sé cho xap xi tot hon hdi tu truwdc. Cong
thirc (10) ching té X—R, 12 s6 dwong véi n chdn vala s6 Am vai n 16, Nghia 12 cic hi tu chén thi
nhé hon X, trong khi d6 hoi tu 1& thi 16m hon X . Két hop véi bat dang thirc (15) suy ra cac hdi tu
chén 1ap thanh day tdng nghiém ngit va tién t&i X, trong khi day hdi tu 1é gidm nghiém ngit.

Bay gio ky hiéu a, 1a s nguyén tuy y va a,,a,,... la ddy vo han cic s6 tw nhién tuy y. St dung lap

ludn & trén véi mot so thay doi ta két luan néu cac s6 R, xac dinh bai (2), thi véi moi s6 tw nhién

n,m>n,tacé |R,—R|< Suy ra day vo han R, (n=12,...) héi tu, nghia 12 tbn tai gici

1
n(n+1)’
han Xx=IlimR . Ta xét cong thirc (12). Vi vAy moi lién phén s6 vo han (12) (v6i a,,a,,... 1a cic s6

N—o0

tw nhién) déu biéu dién mot s6 thwc. Bay gi¢r gia st (12) ta viét

1
(16) X, =4, +—|+ l voéi n=012,...,
|an+1 |an+2
voi X, = X. bat
n 1 1
(17) Ré):an+—|+...+ | voi k=12,...

|a

n+k
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Thé thi

(18) lim R™ =x va limR"™ =x

k—w n+1

Nhung ré rang Rii)l =a, + suy ra theo (18)

(n+1)
R
1 .
(19) X,=a,+—— vo&i n=0,12,...
n+1
1 1 1
Ta cling c6 R,Ei)z =a,+ RO =a, +—1, nhwng vi R,EM) =a,,., nén Rg)z >a, +—l ,
k+1 - _t
- &yt ngmz) At a
suy ra vi |I<im R" =x_,takétlugn X, >a, + 1 Hé quala x, >a, véimoi n=0,12,... Vi
0
a'n+l + a

n+2

vay X, >a,,, vadodd X, >1véin=12,..

n+1 n+1

Miit khéc theo (19) tacé x, <a, +1.Vivay a <x, <a, +1 véi n=0,12,.., suyra &, =[X,] véi
n=0,12,... Tir day theo (19) chirng té néu (12) 1a biéu dién tuy y cia X thanh lién phan s thi

1 1
, Xy = voi n=12,..., va
X—a, X, —a,

(20) a, =[x,] véi n=012,..

X1:

Suy ra moi s6 vo ty chi c6 thé biéu dién mot cAch duy nhat thanh lién phan sé6.
Bay gi¢ ta chitng minh moi lién phan s6 v6 han déu biéu dién mot s6 vo ty. That vay ta gia st s
hituty x=1/m (v&i (I,m) =1) dwoc biéu dién & dang (12).

' I 1 m I I
Ta thay tw (12) suy ra (20). Do d6 a, = {—}, X = i - ik Nhuwng [—} >—-1, suy
MU

m

m m

ra I—m[%}d—m(%—lj:m. Hé qualanéu x =1 /m;, |, /m laphan so toi gian thi m, <m. Vi
vAy suy ra mAu s6 cta cac s6 hitu ty X, X, X,,... 14ap thanh diy gidm nghiém ngit, vo ly. Tir day ta
két ludn rang s6 hiru ty khong thé biéu dién thanh lién phan s6 vo han.

Ta c6 dinh ly sau day

Pinh 1y 1. Moi s6 vo ty c6 thé biéu dién duy nhdt thanh mdt lién phédn s6 vé han cé dang (12) (vdi a,
la s6 nguyén va a,,a,,... la cdc s6 tw nhién cho béi cong thirc (20)). Ngwoc lai moi lién phdn sé vé
han déu biéu dién mot s6 v ty.

Vi s6 vO ty véi lily thira bac 2 thi cac biéu dién thanh lién phan sd cling dwoc tinh (ta sé thao luin

k{ hon trong muc 4). Rat it s6 v6 ty dworc chi ro lién phan s6 ciia né. S6 € 1a mot vi du. Ta da co

Uy 3 1. 1 1 1 A
e=24+—+—+—+—+—+—+.+—F+——+—+...
1 |2 |1 |1 |4 |1 1 |2k |1

e2-1 1| 1| 1] 1
e e

e+1 |1 |3 |5 |7

va
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Quy luat cta diy a,,a,a,,... trong lién phan s6 biéu dién e’ ciing dwoc biét. D6 1a day
7,2,1,1,318,5116,30,..., 2+3k, 1, 1, 3+3k, 18+12Kk,...

Khoéng c6 quy ludt twong tw cho s6 7 . Trong trwong hop nay G.Lochs [1] d3 tinh cic s6 a, voi
k=0,1,...968. S6 16n nhit 1a a,,, =20776; tit ca cac s6 <34 déu xudt hién trong ddy va sé 1 xuit

hién 393 lan. Sau diy la danh sach cta 30 s6 dau tién: 3,7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2,1, 1, 2,
2,2,2,1,84,2,1,1, 15, 3,13, 1, 4. RW.Gasper Jr. [1] di tinh a, véi k <204103. S6 16n nhat 1a

Qysga =179136.

Dé dang tim diéu kién cin va dl cia s6 khong nguyén X ma lién phan sé biéu dién X bat dau véi

a, bang véi s6 ty nhién cho trwedc M. That vay ta co @, = [Xl] :{ }; suy ra &, =m khi va chi

X—8,

1 1 . e .
khi m<1/(x—a,)<m+1, nghia la a0+m—1<x£a0+a. Pic biét diéu kién dé s6 X véi
+

v M A ~ X A A ~ ¥ \ l A 2
0<x<1 c6 tham s6 dau tién trong biéu dién dang lién phan s6 bang M 1a <x< - Hé qua

m+1
1a X phai thudc khoang c6 do dai 1/m—1/(m+1)=1/(m(m+1)).

Tl day ta suy ra xac suit dé phan tir dau tién bang M 1a 1/(m(m +1)). T d6 véi m=1 thi xac
P S R P S .

suat nay la E ,voi m=2 xacsuatla E , v&i m =3 xac suat chi con E, va ctr nhw vay. Ta thay xac

suit nay giam dan khi M tién t&i vo cing. Dé dang chirng minh x4c sudt ma phan tir dau tién >10
1 . w A NN A v N s

la 1 bay laly do vi sao phan tir dau tién a, thudong la cac chit s6 nhé.

Phép tinh toan cac x4c suit dé€ phan tir thit hai bang mot s6 tw nhién cho trwedc M 13 khé hon. Lwu

y rang xac suat dé chit s6 thit k trong biéu dién lién phan s8 clia mot s6 thuc trong hé thap phan

. o1, N
bang véi chir sé C la 0 v&éimoi kK va moi chirso C.
Str dung ly thuyét do do c6 thé chirng minh xac suit dé gitra cac phan tir clia biéu dién mot sd vo ty

thanh lién phan s6 don c¢6 hitu han (hoic khéng c6) phan tir ndo bang 1 13 0 (xem Hausdorff [1]
trang 426). Twong tw xac sudt dé giita cadc phan ti¥ d6 chi c6 htru han s phan biét cling bang 0.

3. Luit xap xi tot nhat

Bay gior ta chitng minh dinh 1y cho biét tAm quan trong cta lién phan sé trong viéc tim xip xi tot
nhéit cta cac s6 vo ty. Cho trudc s6 vo ty X va biéu dién ctia n6 duwdi dang lién phan s6 (12). bat
r/s lasohtru ty xap xi X tothon hoi tw thir n R, clia X. N6i cach khac gia st

r.
X——

5 <|x-Ry].

(21)

Theo (15) ta c6 |[X—R,|<|Xx—R |, suy ra theo (21) ta c6

r
X ——

5 <|x=R4|

(22)

Nhwng ta dd biét X nam gitta R , va R, . Vi vay cac bit dang thicc (21) va (22) chirng minh rang

r/s cling nam gitta R, va R . Vivaytacé
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(23) g_Rn—l <|Rn—l_Rn|'
P P |Pn—l Qn - Qn—l Pn| 1
Nhung tir (4) va (6) thi |R, , —R,|=|"2 - = = , theo (23) suy ra
| ' | Qn—l Qn Qn—l Qn Qn—l Qn
r -sP
(24) rQu 8l < ! .
S Qn—l Qn—l Qn

S6 rQ,, —sP_, 1as6nguyén khic 0 vi néu ngwoclaithi r/s=R_, miu thuin véi (22). Vi vay ta
cé |r Q1S PH| >1; kéthop vdi (24) suy ra s >Q, . Ta da chirng minh dwoc

Pinh ly 2. Gid strs6 hiru ty r/s, r la s6 nguyén va S la sé tw nhién, la mét xdp xi tét hon héi tu thir
n R,(n>1) ciias6vé ty X. Thé thi mu s6 S 1a 16n hon mdu s6 ctia hoi tu R, .

binh ly nay dwoc goi la luat xap xi tot nhat.

Vi dy, biéu dién 7 thanh lién phan s6 don ta thiy hoi tu thir 2 ciia né 1a - vi vay ty soO e xap xi
7 t6t hon moi phan s6 c6 mau s6 < 7. Twong tw x4p xi thir 3 cia né 1a 355/113 suy ra day la xap
xi ciia 77 t6t hon moi x4p xi hitu ty khac c6 mau s§ <113.

4. Lién phan s6 biéu dién cac can bac hai

Ky hiéu D la s6 tw nhién khong phai binh phwong ding ciia mot s6 tw nhién. Ta st dung thuat
toan trinh bay trong muc 2 va nhan dwoc bi€u dién thanh lién phan sé cta sé vo ty X = JD . Tacé

P
(25) %=[VD], VD =a,+

1 JD+a, +D+b )
= = = A A — :D_ N 2, N
Suy ra X \/B—ao D_a’ o & day b =a, ¢ ag va ¢>0 (boi vi

a, = [\/B} < «/5, va D khong phai binh phwong dang). Vi vay

(26) D-b? =c,.

1
Honntrataco &, =[X1] va X =a1+X—, suy ra theo (26)

2

1 1 c ¢(VD+ac b))

_ _ _ 1

X -3 J5+Q_% JD+b-ac,  D-(ac-b)
Cl

B Cl(\/B+a1C1—b1) _JD+ac-b D+b,

_D_blz_alzclz+2a1blcl_1_aizcl+2albl_ C,

Véi b, =a ¢ —b vac,=1-a’c +2a b . Véiss twnhién n>1 taviét

X,

2
(27) bn+1 =8,C,— bn » G =G 3, G+ 2an bn .
Ta sé& chitng minh véi n>1 thi dang thirc sau 1a dung

(28) D-b?=c,,¢,
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That vay
D_bzz = D_(alcl_bl)z :D_blz_aizclz_'_zaiblcl
=c,-aj ¢/ +2abc =c(l-a’c+2ab)=ac,

Né&u véi s6 tw nhién n>1 tacé D—b? =c,, C, thitheo (27) ta c6

D-b?, =D—(a,c,~b,)" =D-b?—ac’+2a,b,c,

n+l —

=c,, ¢, —a ¢ +2a,h ¢, =c (¢, —alc,+2ab ) =cc

n  ¥n “n+l?

va theo quy nap suy ra (28).
Gia thiét ctia D suy ra theo (28) thi ¢, #0 v&éimoi n=12,... Ta chitng minh

(29 xn=*/50ern vei n=12,,,

n

Ta da chirng minh (29) dung véi n=1 va n=2. Gia sit n6 dung véi n>1.
Khi dé theo (27) va (28) ta c6

X = 1 = 1 — Cn _Cn(ﬁ+ancn_bn)_\/6+bn+l
"x —a \/5+bn_a JD+b -a c D—(a,c, b, ) Co.
C n

n

va cong thirc (29) dung theo quy nap. Ta da biét ¢, la sd tw nhién, do d6 vi b, =4, :[x/ﬁ]<\/5
va vi vdy 0<\/B—bl <l,tacé O<(\/B—bl>/c1 <1 vavi x, >1,tacod (x/B+bl)/Cl>l.

Vay ta thiy 0<

—\/B_bl <1<—\’/5er1
G G

Bay gio ta chirng minh céng thirc trén dung véi moi s6 tw nhién N, nghia la

JD-b, oy JD +b,

30 0<
(30) c c

n n

Cong thirc nay dang véi n=1.

' D+b
Gia st n6 ding v&i sO tw nhién tuy y N. Theo (29) ta c6 % =X, >1. Tk (27) va (28) ta c6

n+1
\/5 — bn+1 _ D- br12+l _ Cy _ Cy _ 1
Con cn+1(\/5+bn+1) JD+b,, D+a,cc, b D-b, e
(o

a

n
n

D-hb D -b,
nén 0<u<l,vévi(30) taco \/_C :

n+l n

+a,>a, =1.

Vay bat dang thirc (30) dung theo quy nap.

Néu ¢, <0 véi s6 tw nhién N, thi theo (30) ta c6 VD -b, <0 va VD +b, <0, suyra 2¢/D <0, vd
Iy. Vi vy C, >0 véimoi N=12,....Hé quala VD b, <c, </D+b,, vivay VDb, <D +b, va
dodé b >0 véi n=12,.... Hé qua I tir (30) suy ra b, </D va ¢, </D+b, <2JD. Tir day ta
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suy ra s b0 cac s0 tw nhién b, va ¢, lanhé hon 2D. Vivay gitta cic phéan t& cia day vo han (29)
véi N=12,... chi c6 hitu han s6 phan biét va mdi s6 dé 1a nhé hon 2D. Suy ra gitta cac s6
X(, Xgy-es Xop €O it nh&t hai s6 bang nhau. Hé qua 12 ton tai k va s <2D théa man

(31) Xk = Xk+s ;

1

Tw Xn+l =
X, —[xn

] voi n=12,.., (31)suyra X, =X, vatongquathon x, =x . véi n>k.

Vi vy day vo han X, X,,... vaday a,a, (a, =[X,]. n=12,..) déula diy tuin hoan.

' _\/B_bn
C

(32) X; voi n=12,..

n

T (29) suy ra néu ta d6i ddu cta VD, s6 x' tré thanh —x/ va hé qua 13 ding thirc
tré thanh —x| =a, —1/X =a,+X,.

!
n+1 "’

!
n+1

X, =a,+1/X dang thirc nay dwoc viét lai thanh1/ x

n+1

T (32), (30) va 0< X’ <1,tacé

(33) anz[i} x;:@ véi n=12,..

’
Xn +1 n

1 1
Hon nira tir (31) suy ra X, = X, ., ta cd theo (33) véi k>1 thi 8, = [7} = {X’_} =, .

k k+s
Do x, =a,+1/x , va (31) suy ra X _, =X, Lap lai ldp ludn nay véi k >2, ta nhan duwoc
X, » =X, Vaclnhuw thé. Tr day suy ra ddy X, X,,... vado déday a,,a,,... déulacacdiy tuin
hoan ngay tlr phan tir dau tién (nghia la tai a, chi khong phai a,). Vay

(34) Xis =X, Va a, =a, voi n=12,..
A . 1 1 1 1
Day cac cong thirc X=a+—,X=a,+—,. X =a +—=a,+—
X2 X3 s+1 Xl
: 1 1 : 1
va =X, =& X =8, T X =& — =8, ——
2 3 Xs+l
hoact d L a, + t 1 a, + L ! a + L
odc twong duon —= —,— = e
X X X;
la hé qua truc tiép ctia cong thirc
|a2 |as |X1’
(35) 1 1] 1] 1]
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Nhung theo (25), JD = a,+1/x va /D= a,—1/ X, suy ra JB=—aO +1/x . Vi vay tir cong

1] 1 1] 1 1 1 1 1
thirc (35) suy ra \/B:a0+—|+—|+...+—|+—|, \/B:as —a, +—|+—|+...+—|+—|.

|a1 |a‘2 |a‘s |X1 |as—l |a‘s—2 |al |[lj
X

Vi x,>1,1/x >1,suyra

(36) a5=2[\/5],a1=a371, a=a, ,,.,8,,=4a,.

Vay ta thay day a,,a,,...,a,, ladoixing. Ta cé dinh ly sau day

Pinh 1y 3. Néu D la sé tw nhién khéng phdi binh phwong diing thi trong biéu dién thanh dang lién
1, 1

phdn sé \JD =a, +—+|?+..., ddy @,,a, la tudn hoan. Hon nita néu chu ky tudn hoan bdt ddu
2

ngay tir &, va chira S phan tit a,,a,,...,a,, thi s<2D, a =2[\/5] va ddy a,,a,,...,a,, diixitng.

Biéu dién lién phan s6 cla JD thuong dugc viét 1a /D = (ao; a,8,,..., as), dau gach ngang trén

dau chi ra doé la chu ky tudn hoan. Tuy nhién khong phai chi cic can bic hai cia cac s6 tw nhién
khong phai binh phwong dting méi c6 tinh chit nhw trén. C6 thé chirng minh rang 16p cac s6 vo ty
dwong cling c6 cac tinh chat trén thi trung v&i 16p cac can bic hai ctia cac so hitu ty 1é6n hon 1.

Vi du c6 thé kiém tra E:(z;m), \/g:(l;eTz),E:(z;s,l,l,sA)_

Cac can bac hai vd ty khong c6 tinh chit trén chang han la =(0;1,6,1,1,1),

29 _(0151282), 2R - (:232) L -(02), Y - (212).

5

Bay gi¢ ta trinh bay phwong phap tinh cac lién phén s6 cia VD . Pau tién ta c6

Bo dé. Néu k la s tw nhién va X la s6 thuc thi
(37) X2 [X]
k k |

X| _X A X : . e
Chitng minh. Vi [X] <X, ta c6 % < K do do {%} < [E} . Dé chirng minh chiéu nguoc lai ta st

dung bat dang thirc t—[t] <1 véi t:[kl]' Ta c6 [ki]—{%}<l, suy ra [X]<k[%}rk va hé qua

[X]

X
12 c4c s & ca hai vé déu 1a s6 nguyén, [X]Sk[T}_k_l' Do X<[x]+1, suyra X<i{[_k]}_k va

NEIRIL XA
vi|—|<|==1|+1,suyra K <| == |, ta c6 diéu phai chlrng minh. o©

<5k K
03] e

n

Theo bé dé va st dung (29) tacé a, =X, |= {

n n
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(38) anz{a‘):b”} voi n=12,...

n
Vay theo (27) va (28), ta nhan dwoc thuit toan sau diy dé tinh lién phan s6 \E .

,» va C, bang cdch str dung

Pt a, {ﬁ] b=a,, ¢, =D-& vataldn lwottimcdcsé a_,, b

n-1’“n
Cnfl n-1

2
a, :{ao +bn—1:|, b,=a,¢,-b.C = Dc_b" . Ta xét day (az,Cz),(bg,Cg),(b4,C4),... va tim chi

s6 nhé nhdt S ma b, =b va c,,, =c,; khi d6 biéu dién clia JD thanh dang lién phdn sé chinh la
JD = (ao; a,a,,..., as). Ta nhdn dwoc két qud nay sau mot s6 hivu han phép tinh hiru ty.

Ghi chii. Vi chu ky khi b ra phan tir cudi cling ma ta d4 biét 1a bing 2[«5 ] la mét day dsi ximg,
nén dé tinh chu ky ta chi cin tinh cic phian t& thudc niva dau cia ddy. Lwu y nay rat quan trong

! s ' s s 1 .
trong thyc hanh. C6 thé chitrng minh rang néu S 1a s6 phan t ctia chu ky 1a chan thi so > S bang
v S A by A 2 Y 1 Y 4 ~ Ny A by
véichiso k dautiénma b,,, =b, ; néu S 1é thi E(S —1) lachis6 k dautiénma ¢, =c, (T.Mulr,
xem Perron [1] trang 91).
Vi du. Tinh bidu dién cta va® -2 véi @ 1a s6 ty nhién >3. Vi (a—1)" =a’~2a+1l<a’-2<a’

do dé6 aoz[x/az—z}:a—l nén b=a =a-1, c=D-a’=a’-2—(a-1)"=2a-3 suy ra

a1:|:a0+bl}:{2a_2}:‘:l+ 1 }:1 (Vi a>3,tacé 2a—3>3).

C, 2a—-3 2a-3

D-b? a’-2-(a-2)° 4a-6
Vay b,=a,¢c —b =2a-3-(a-1)=a-2,c, = 2 = = =2
ay b, =a,¢,—b ( ) 2 C, 2a-3 2a—3

], :{ao +b2}:[a—1+a—2}:{a_g}:a_z’ suyra b,=a,c,—b,=(a-2)2-(a-2)=a-2,

)

a, 2

D-b> a’-2-(a-2)° 4a-6 a, +h, [a—1+a—2}
C; = = = =2a_3, = = :1’
s :, > > d, 5a_3 suy ra

D-b? a’-2-(a-1)
b,=a,c,—b,=2a-3-(a-2)=a-1¢c, = 4 = =1,
T Yo 2a-3

+b, | a-l+a-1
a, :{aoc 4}: 1 =2a-2. ViVéybs=a4C4_b4:2&—2—(&—1):a_1:b1’
4

. _D-b _a?-2-(a-1)
¢, 1

=2a-3=c.Vay b, =b vac,=c,suyra s=4.

Vay biéu dién nhan dwocla
(39) Jai-2= (a—l;l, a-2,1, 2a—2) véi moi sO tw nhién a> 3.

Lwuyring a va a, (tdng quathonla a,,n 1&) khong phu thudc vao a.
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Céng thirc (39) khong ding véi a=2. That vay +/2 =1+ vado d6 \2=(1,2). Thay 3,4,5

1
1+«/_
vao (39) ta nhan dwoc cac cong thirc 7 =(2;1,1,1, 4), 14 :(3;1, 2,1,6),@ =(4;1,3,1,8). Cac

biéu di&n sau diy tim dwoc bing cach twong tw: Va’ +1= (a; a, 2a) véi moi s6 tw nhién a;

a’ —1=(a—1;1,2a—2), Ja’-a =(a—];2,2a—2) voia=23,...;

¢a2+4 :[a;%(a—l),l,l,%(a—l),Za] véi m()i S6 1é a>1;

faz _4 :(a_];l,%(a—3),2,%(a—3),1,2a—2] véimoisdlé a>3;

Jaa? 4= (2a; a,4a) voi moi s6 tw nhién a;

2 A A 2 7. .~ ‘A
(na) +a :(na;Zn,Zan), (na)” +2a :(na;n,Zna) véimoi sO tw nhién a,n;

2
(naz) —-a =(na—l;l, 2n-2,1, 2(na—1))vc’ri moi s& tw nhién @ va n>1.
Bay gir ta tim tit ca cac s6 tw nhién D ma biéu dién lién phan s6 ctia ¥D chi chita ding mot

1
a++D’

N , 2 A o A . 5 A ~ PN IRy - X N A N o s
vado dé D=a’+1.Vay cin bac hai ¥D clia mét s6 tw nhién chi c6 biéu dién lién phan sé véi chu

phén t& trong chu ky tuin hoan. Tt tinh chat (36) ta cé JD = (a;ﬁ) , suy ra JD=a+

ky tudn hoan gdbm 1 phin t& khi va chi khi D=a’ +1, v&iala sé tw nhién.
Dé dang tim tit ca cac s6 tw nhién D ma biéu dién cua JD thanh lién phan sé c6 chu ky tuan
hoan chta ding hai phan t&. That vy theo (36) ta c6 D :(a;b,2a) véi b=2a. Vi vay

1 1 2a
\/5=a+—|+—| a hé qua 1a D=a2+F.Suy ra 2a=kb, véi k 1a s6 tw nhién >1 i

b [a+D
b # 2a. Vi vay ta két luan rang tit ca nhitng sé c6 cin bac hai biéu dién thanh lién phan sé don
tuin hoan chu ky hai phin tir déu c6 dang D =a” +k, véi k la wécsélénhon 1 cha 2a.
Biy gio ta tim tit ca cac sO tw nhién ma biéu dién lién phin s6 cin bac hai cia n6 c6 3 phan ti
trong chu ky tudn hoan. Gid st D 1a s6 nhw vay. Khi d6 \/5 = (ao; a, a2,2a0). Theo Dinh ly 3 thi
day a,,a, doixing. Tacd a =a, vahonnira a #2a, vinéu nguwoc lai thi chu ky cta lién phan

s6 cia VD chichtra 1 phan tt. Suy ra cong thirc sau 1a ding

., 1
(40) JB=g+l+ il
3 la |a,+VD
Luruy JD 1as8vo ty nén dang thirc trén twong dwong véi
2a,a, +1
41 D=al+—22—,
(41) N

bay la tit ca cAc nghiém can tim.

Ta sé chirng minh rang s6 tw nhién D c6 dang (41) néu va chi néu a, 1a s6 chan va



202 | Ludt xdp xi tét nhdt. Lién phan sé biéu dién cdc cdn bac hai

(42) a0=(af+1)k+%a1, véi k=12,...

Diéu kién du 12 ding. Néu a, 1a s8 chan thi cong thirc (42) dung, do d6 a, 1a s6 tw nhién thoa man
2a,>a, va23,a +1= 2<312 +1)a1 k+a’+1= (af +1)(2a1 k +1), suyraso D c6 dang (41)1aso tw
nhién. Mat khic néu véi s6 tw nhién a, nao dé ma a, #2a, vasdé D c6 dang (41) la s ty nhién
thivi 2a,a, +1 1é nén sé a’ +1 (va cac wéc s6 cia nd) cling1é, do d6 a, chdnvavi D c6 dang (41)

-a,/2)2
la nguyén suy ra 2a02a1+1_1:(a0 a; )28, nguyén, sé a; +1 1a wéc cha (a,—a,/2)2a,.
a, +1 a, +1

Nhung (2a1, a +1) =1 (vi a chdn); do d6 a,—a /2 chia hét cho a’+1 va ta c6
a,—a /2= (af +1)k véi s6 nguyén k nao dé. Suy ra cong thirc (42) ding. Nhung vi 2a, = a,, ta
phdi cé k >0 vado dé k laso tw nhién. Piéu kién cin dwoc chirng minh.
Pinh 1y 4. Tét cd cdc s6 tw nhién D c¢6 biéu dién lién phan sé cia VD ¢6 chu ky tudn hoan gém ba
phadn ti dwoc cho béi céng thirc D :((af +1)k+6\1/2)2 +2ak+1, véi a, la s6 tw nhién chdn,
k=12,... Khi dé \/5=(%;M) .(Téng qudt ctia dinh ly nay déi véi trweong hop chu ky tudn
hoan gbém sé lwong phdn tir tily y c6 thé xem trong Perron [1] trang 88, Satz 3,17, tai liéu da dédn
trang 89-90, xem thém Drittes Beispiel d6i vdi truwong hop K =3.)
Khong khé dé chirng minh D = ((af —1) k+a / 2)2 +(2ak +1)2 . Ddc biét tir Dinh 1y 4 suy ra moi s6
tw nhién D ma biéu dién lién phan s6 cua JD 6 chu ky chira 3 phan t va 2 phan t& dau tién déu
béng 2 1a cac s6 D =(5k +1)2 +4k +1,v6i k=12,... Stt dung Pinh 1y 4 dé dang kiém tra trong cac
s6 D <1000 ton tai ding 7 s§ thda min /D c6 thé bidu dién thanh lién phan s chu ky tuiin hoan
gom 3 phan tir. D6 1a 41,130, 269,370, 458,697, 986.
Pinh ly 5. Néu s la s6 tw nhién >1, & ,a,,...,a,_, la phdn déi xirng trong chu ky ctia biéu dién dang
lién phdn sé ctia \/D_O, D, la sé tw nhién, thi ton tai v han sé tw nhién D ma a,,a,,...,a,, la phdn
déi xitng trong chu ky cta lién phan s6 \JD (xem Kraitchik [1] trang 57-58).

1] 1] 1| 1

Chitrng minh. Néu /D, =a, +E+E+m+la + a +\/_|, thi néu ky hiéu P, /Q, 13 hoi tu
s-1

D, )+P
thi k cta |a1|+|i| . | ta co \/_ a, + :E::g;:éi suy ra vi \/D_o la s6 vo ty

a‘0 (Q572 + Psfl)+ Ps—z )

nén Q _, =P, va Q..D, =2, (stlao +stz)+ Pya+P., suyra D, = aé + 0
s—1

bita=a,+Q, Kk véi k=123,... thi

a(Q_,+P,)+P, _% (Q,+Py)+P,
Qs—l QS—l
=D, _ag +(Qs—2 + Ps—l)k
QS—Z + Ps—l < 2Qs—1 =2 va Q <1.
Qs—l Qs—l Qs—l

+(Qs—2 + Ps—l) k

12 s6 tw nhién va <2a+1. Lwu y rang
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P)+P
Suy ra D:a2+a(QH g ) +P 12 s6 tw nhién va [\E]za.
s-1

P a+\/5 +P_
l( ) ’ nén \/5:a+i|+i|+...+ 1l 1 |

Hon nita Q, , =P, \/5:a+ n _
2 l QS—l(a+\/5)+Qs—2 |a1 |a2 |a571 |a+\E

Suy ra so
2
D :(aO +Qs—1k) + DO _aé +(Qs—2 + Psfl)k
=Q52—1k2 + (zaOQs—l +Q., + Ps—l) k+D,
voi k=12,...., thda mian diéu kién dinh ly. Diéu phai chirng minh. o

Pinh ly 6. Véi moi s6 tw nhién s, ton tai vé han s6 tw nhién D ma biéu dién D dwdéi dang lién
phdn s6 c6 chu ky chiva diing s phan ti.

Bo dé. Néu n la s6 tw nhién >1 va a,a,,...,a, la ddy déi xirng cdc sé tw nhién va hon nita néu

101 1

B,/ Q. ky hiéu héi tu thit K ctia lién phdn sé é+LT|+...+|_| thi P, =Q, .
2 n
Chirng minh bé dé. Theo (3) thi Q,=0Q, ,a,+Q,,, Q,,=Q,,8,,+Q, 5. Q, =a,a +1,Q =a,.
1 1 1] 1 '
Vi vay Q, =a,+ |+ | +...+—|+—|. Nhung vi day a,a,,...,a, dbi xitng suy ra
Qn—l | a'n—l | an—2 | a2 | al
1 1 1] 1 1| P .

&=a1+—|+...++—| va do do Qe =—|+—|+...+—|=—n suy ra P, =Q, . biéu phai
Qn—l | a’2 | a'n Qn | al | a’2 | an Qn

chitng minh. o
Ghi chii. Néu ky hiéu 11a Q, thi b6 dé ciing ding véi n=1.
Chirng minh dinh ly 6. Cho trwéc hai s6 tw nhién k,n va dit a,,a,,...,8, la ddy cic phin t& déu
bing 2k. Tx bs dé ta c¢6 P =Q,,. V6 s6 nguyén t>0 ky hiéu
1] 1|
X et —+ :

[2k |2k 12k |Q,t+k+y

P(Q,t+k+Y,)+P_,
Q. (Q t+k+y,)+P,

ViQ,,=P,tacéy, —Q,t—k=

Do d6 Q, (¥ ~(Q,t+k)*)=2R, (Q,t+k)+Pp,.
Dic bigt vol t =0 tanhan dwoc Q, (y5 —k*)=2Pk+P, ;.

Mit khac, theo dinh nghia ctia vy,,Y, =(k;ﬂ)=xfk2+1. Hé qua 1a Q =2Pk+P, , va do d6

y2=(Q,t+k)" +2P,t+1, suy ra Y, :\/(Qnt+k)2 +2P t+1. Vi viy v6i s6 ty nhién k va sd
nguyén t>0 thi biéu dién lién phan s6 ctia can bac hai ctia D :(Qnt+k)2 +2P,t+1 c6 chu ky
chita ding n+1 phan tr va moi phan t&r déu bang 2k . Lwu y chu ky (k;ﬂ) —Jk?+1 chicé duy
nhit mot phan tir. Suy ra Pinh ly 6 dwoc chitng minh. o

Viduvéi k=1van=1234,56 tacovdi t=0,12,..., twongkng (xem Kraitchik [1] trang 57)
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V2412 42t 41 = (2t 4+1;2,41+2),

VOr+1) +ar+1 = (St+1;2,2, 106 +2),
VO 1P +100+1 = (120 +1;2,2, 2,241 +2),
VU +1)F 4241 +1 = (29t +1;2,2, 2,2, 58t +2),
S0t +1)7 +58t+1 = (70t +1;2,2, 2, 2,2, 1401 +2),

JO691 + 1) + 1400 +1 = (1691 41;2,2,2,2,2,2 338 +2).

Vivayvoi t=1,tacéd

V12 =(3;2,6), /4l =(6;2,212),
JI180 =(13;2,2,2,26), /925 =(30;2,2, 2, 2, 60).
Dé dang chirng minh v&i moi s6 N ¢6 dang 3k hodc3k +1 ton tai vd han s6 tw nhién D théa man
bidu dién cia VD thanh lién phan s§ c6 chu ky chira n+1 phin t ma N phin t& diu tién déu
bang 1 (Sierpinski [26] trang 300).

Vidutacovéi t=12,... thi(89t—44)° +110t—54 = (89t 441111111 111178t ~88).

Vivay véit =1 thi +2081= (45;1,1,1,1,1,1,1,],1,1, 90).

W.Patz [1] d4 1ap bang bidu dién thanh lién phan s& cta tit ca cac s6 vo ty VD, véi D <10000. Tir
bang d6 cho thdy trong 100 s6 tw nhién dau tién thi chu ky dai nhatla

Joa = (9;1, 231151815113, 2,L18),

Chu ky nay chiva 16 phan tt.
SG /919 6 chu ky 60 phan tir

J919 = (30351,-,12111231192311491

71362111112911111263,171.
9,4 1,1,3:219, 1,521, 1, 1, 21,2 1,53, 60)

(Kraitchik [1] trang 57 tinh toan sai s6 thanh 62).
S6 /991 c6 chu ky 60 phan ti

V991 =(31;2,12,10,2,2 2, 1,1,2, 6, 1,1,1,1,3, 1, 8 4, 1. 2. I,
2,3,1,4,1,20,6 4,31, 4, 6 20, 1, 4, 1, 3, 2, 1, 2,
AR 13 01,0,0,6:0,1,2 2 210,12, 2. 62).

D& thiy /1000 = (3],-1,1,1,1,], 6,2,2,15,2,2,15,2,2,6,1,1,1,11, 62).

Moi nghiém v ty cia da thirc bac hai véi hé sé nguyén goi la s6 vo ty bic hai. Néu X la so thuc
théa min phwong trinh AX*+Bx+C=0, vé6i AB,C 13 cic s6 nguyén thi ta di biét
D=B?-4AC >0 va D khéngla binh phwong diing. Ta c6 X = (—B + \/6) 12A

Pinh ly Lagrange sau day duoc chirng minh véi mot sé thay déi tir chirng minh Pinh 1y 3: biéu dién

lién phdn sé ciia mét s6 vé ty bdc hai thuwc la tudn hoan. Ngworc lai moi lién phdn sé tudn hoan biéu
dien mgt sé vo ty bdc hai thuc (Lagrange, Kraitchik [1] trang 9-13).
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Vi du. Ta cé %(\/§+l) = (1;1). Két qua nay suy ra tir %(«/§+1) =1+1/(%(\/§+1))

Bai tap. 1. Chirng minh rang moi s6 thuwc 1 tdng cta hai s6 ma mdi s6 déu c6 biéu dién lién phan
s6 v&i thwong s6 diu tién = 1.

Chirng minh. Trong muc 3 ta thdy phan tt dau tién cta lién phén s6 = 1 khi va chi khi t—[t] > % (vi

néu t—[t]=1/2 thi suy ra t=[t]+1—|+|l—1|). Véi s6 thye X ta dat u :%(x—[x])+%, v=[x]-1+u.

|1

- - 1 X . 1 .
Khi d6 Xx=U+V vavi OSX—[X]<1 ta co ESU <1lsuyra [V]I[X]—l,va do dé v—[v]=u ZE . Tw
cac bat dang thirc nay ta suy ra diéu phai chirng minh. o
Ghi chu. M.Hall, Jr. [1] d4 chitng minh rang moi s6 thwec 1a téng clia hai s6 ma moi s§ déu co6 biéu
dién lién phan s6 véi phan tir dau tién khong lén hon 4. Tuy nhién ngay ca khi X da tinh dwoc
chinh x4c téi 1/10' thi mot cach téng quat ta vAn chwa tim dwoc phin ti d4u tién trong bidu dién
lién phén s8 cia né. That vay vi ta m&i chi biét 0< X <1/10'® nén ta chi c6 thé két luan 1/ x >10"°
nghia 12 phin t& diu tién 1a >10'".
2. Chirng minh rang khong ton tai s6 tw nhién D ma /D c6 thé biéu dién thanh lién phan s6 voi
chu ky tudn hoan chita 6 phan tir ma 5 phan tir diu tién bang 1.

U U U1 e A s
Chirng minh. Gia st JD = a, + Ky hiéu P, /Q, la hoi tu thitr n cla
1 gD
+JD)+P +JD)+3
lién phan s6 |—]|_+|—| +....Tacé JD-a, = 5(a° ) 4 _ (ao ) nén D=a§+1oaa+3’

Qs(a0 +\/’F)+Q4 _8(a0 +\5)+5

v0 ly viso 1é 10a, + 3khong chia hétcho 8. ©

3. Ky hiéu f (S) la sO tw nhién nh6 nhat D ma chu ky cda lién phan s6 JD chta S phan t. Tinh

giatricta f (S)v('ri $<10

Loi gidi.

£Q)=2,/2=0:2);1(2)=3.V3 =(1;1.2); f3) = 41. /41 = (6:2, 2. 12);
f(4) =7, J7—(z 1.1,1,4); £(5) =13, /13 =(3:1, 1. 1, 1, 6): £(6) =19, /19 = (4;
2, 1;°3, _1_ 2. 8); JS(7)= S8, \/58=—(7‘“ 1,1,1,1, 1,1, 14); f(8) =31, /31 =(5;
1,1,3,5,3,1.1,10); f£(9) =106, /106 = (10; 3,2, 1, 1.1, 1,2, 3,20); f(10) = 43,

’43 = (6, l. 1., 3. 1,5, 1,3, 1.1, 12)
5. St dung lién phéan sé /D dé giai cic phwong trinh x> —Dy? =1 va x? —Dy? =—

Gia st D 1a s6 tw nhién khong phai binh phwong dung. it x/B:(aﬁ;al,a,z,....,as> va B/Q, la
1] 1] 1], 1 |

hoi tu thi k. Ta cé \E:ao+—+—+...+ vi vay
la, |a Iasl |a, -3, +\/D

JD=P, (a,~2+/D)+P.Q (2 -a+VD)+Q.,

P..(¥D+a,)+PR,,

ka—l (x/B + ao) + ka—2
nén 3,Q., —P.,=—Q., va DQ.,—a,RP,; =R, ,. Nhian ding thirc thi nhit véi —P, , va ding

va tong quathon vi a, =a, —a,, JD = voi k=12,3,...., ma D las6voty

thirc thi hai véi —Q,, ; sau do6 cdng lai va sir dung (6) ta suy ra
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Pki—l - Dkas—l = Q2 ~Rea ~Re2Quu = (_1)ks .
Néu S lé thisuyra
(43) P2, —DQZ , bing —1véi k 18 vabing 1 v6i k chin
Néu S chén thi
(44) P2, -DQ:,=1 véimoi k=123,..
Vi vay ta thdy cic hoi tu cda lién phan s6 ctia /D 1a nghiém tw nhién cia x* —Dy” =1.

Ta chirng minh diéu nguwoc lai cling ding, nghia 1a moi nghiém tw nhién cia phwong trinh trén cho
ta tr s6 va mau sb cta hdi tu cua lién phan s D .

That vay gia stt t va U 1a nghiém tw nhién ctia X* —Dy* =1.Tacé t > u.Pit

t 1] 1 1
(45) —:—|+—|+...+—I
u [b |b, 1B
12 biéu dién clia s6 t/u thanh lién phan s6 ta c6 k chdn. Biéu dién nhw vay 1a ton tai vi néu k -1
. ) 1 . ’ )
chan thivéi b, >1s0 b, —1+|—]|_ c6 thé thay thé vi tri cta b, ,, vavéi b, , =1 this6 b,_,+1 co
. P 1]
thé thay thé vi tri cia b, , + —.
| bk—l
Ky hiéu t'/u’ 1a hoi tu cudi cing cta lién phén s6 (45). Thé thi
(459) LA T 1 P
u b [h, b,

Tacd U'<u.Véi k=2 tacé t/u'=hby) vi k chdn st dung (6) ta c6 tu'—ut'=1.
Bay gid trir ca hai vé clia dng thirc cudi cling cho t* — Du? =1, ta nh4n dwoc
(46) t(u-t)=u(t'-Du)

Theo (45) tac6é O<t/u—b, <1, suyra

(47) O<t—-bu<u

Do t va U nguyén té ciing nhau (vi t* —Du? =1) suy ra véi s6 nguyén | thi cac ding thic sau 1a
dung

(48) u'-t=Iu, t'-Du=lIt
Vi vay
(49) u'—(t—byu)=(I+by)u

T cac bat dang thirc 0<u'< U va (47) tasuyra |u'—(t—bou)|<u,vé theo (49) tacé 1 +b, =0, do
do | =—b,, vivay theo (48) thi u'=t—-byu, t'=Du—Dbt, vahéquala

t(bo+\/5)+t' _t/D+Du _
u(bo+ﬁ)+u'_ t+uyD

(50) JD:
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’ 1 1] 1| 1 |
Nhung theo (45) va (452 ) thi vé trai cia (50) tré thanh by +—+—+...+ + ;do
S bofb, T [b [b+VD

d6 theo (50) thi ta c6 lién phan s8 D =(b0; b,b,.....b .20, ), hoi tu thir k—1 ctia n6 1a (45). O

trén ta da chi ra s6 k bing véi s6 cac phin ti trong chu ky cda lién phan s§ D . Chu ky nay
khong nhat thiét 1a nhoé nhat. Ky hiéu S 1a chu ky nhé nhit cta lién phan s6. Ré rang S|k va do dé
k =sn, véi N 1a s6 tw nhién. V&i moi nghiém tw nhién ctia phwong trinh x> —Dy? =11a t vau, thi
phan s6 t/u 12 hoi tu cta lién phan s6 /D ; diing hon né 13 hoi tu tht ns—1 véi S 12 s8 cac phan
t&r ctia chu ky ngin nhat ctia lién phan s6 va N 1a s tw nhién. O trén ta da chitng minh (cong thikc
(44)) néu S 1a s6 chin thi moi hdi tu thtr ns—1 (n=12,..) déu la nghiém twy nhién cta

x* —Dy? =1. Ta c6 dinh Iy sau day

Pinh 1y 7. Néu chu ky ciia lién phdn s6 /D chita S chdn phén tik thi ti s6 va mdu s6 ctia hoi tu thir
ns—1véi N=1,2,..., tao thanh nghiém tw nhién ciia phwong trinh x> —Dy? =1. Hon nira tdt cd cdc
nghiém déu cé thé nhdn dwoc theo cdch nay.

Tl day ta thdy nghiém nho nhit cia phwong trinh cho béi hoi tu thir S—1. Néu S 1é thi cong thirc
(43) chirng t6 tir s6 va maiu s ctia hodi tu thir ns—1 tao thanh nghiém ctia x> —Dy® =1 chi khi n
chdn. Vi vay ta c6

Pinh 1y 8. Néu chu ky ctia lién phdn s6 /D chira 1é phéin t thi tir s6 va méu s6 ctia héi tu 2ns—1,
n=12,... tao thanh nghiém tw nhién cia x*—Dy® =1. Hon nita moi nghiém la nhan dwoc theo
cdch nay.

Vi vy nghiém nhé nhit dwoc cho b&i hoi tu thir 2ns—1. Biéu dién cla J991 thanh lién phéan so
dugc trinh bay & trén. Ta thdy chu ky cia n6 gobm 60 phan ti. St dung biéu dién nay va Dinh ly 7
c6 thé tinh dwoc nghiém tw nhién nhé nhit ciia phwong trinh x> —991y® =1 (Chwong 2 muc 15).
Nghiém nay la X c¢6 30 chirs6va Y c6 29 chir s6. Biy gi¢ ta chuyén sang phwong trinh

(51) x*—Dy*=-1
Gia st D=a’+1, v6i a 1a s6 tw nhién >1. Nhuw ta di biét ta c6 /a? +1:(a;£). Vi viy néu

P, /Q, 1ahitu thtt k cia (a;%), thi theo (43), véi s =1, ta c6

sz—l_Dka_l =-1, k=13,5,...

Vi vay nghiém ty nhién nho nhét cia phwong trinh la s t =P, =a, u=Q, =1. V&i cac nghiém tw
nhién khac ctia (51) 1a t,u tacé u>1.Néu D #a*+1a lasd ty nhién thi néu t va U 1a nghiém tu
nhién ctia phwong trinh (51) thita cé u>1 vinéu U=1tacé6 t*—~D=-1 suy ra D=t*+1, miu
thuln véi gia thuyét cia D. Vi vay ta c6 thé gid st t va U 1a nghiém tw nhién cta (51) véi u >1.
Ky hiéu (45) 1a lién phan s6 cia t/u, thi k 1é. Taxét t'/u' theo (45% ). Vi k 1étacé tu'—ut'=-1,
suy ra vi t* —Du? =—1, ta nhén lai (46). Lap luin twong tu dwoc st dung chirng té (45) 1a hoi tu
tht k —1 ctia lién phan s6 VD va k =sn, trong d6 S 12 s§ cac phan tir (nhd nhat) trong chu ky cta
lién phan s6+/D va N 13 s8 tw nhién. Nhung néu S chin thi theo (44) ta thiy khong c6 hoi tu thi
sn—1 nao cho ta nghiém cda (51). Néu nguwoc lai la S 1€ thi theo (43) hoi tu thitsn—1 cho nghiém
cda (51) véi n 1é. Vay ta c6 dinh ly

Pinh 1y 9. Néu chu ky ctia lién phan s6 D ¢6 S phén tirva S chdn thi phwong trinh (51) khong c6
nghiém tw nhién. Néu S 18 thi tir s6 va mau sé ctia cdc hoi tu thir (2n—1)s-1),n=12,... tao thanh
nghiém tw nhién ctia (51). Hon nira tdt cd cdc nghiém la nhdn dwoc theo cdch nay.



208 | St dung lién phdan s6 \|D dé gidi cdc phwong trinh X* —Dy* =1 va x* —Dy* = -1

Vidu.1.Dat D=2.Vi D= (1;2), tacod s=1 vado do theo Pinh 1y 7 suy ra tir s6 va mau s6 ciia hoi
tu thit 2n—1,n=12,... tao thanh nghiém tw nhién ctia x> —2y* =1 va hon nita moi nghiém la
nhin dwoc theo cich ndy. Hoi tu diu tién 1a 1+% =g cho nghiém tw nhién nho nhit X=3,y=2.

Theo Pinh Iy 9 thi tir s6 va mau s6 ciia moi hoi tu thir 2n—2. n=12,..., tao thanh nghiém tw
nhién ctia phwong trinh x* —2y? =—1 va moi nghiém nhén dwoc theo cach nay. Hoi tu thit 0 1a
1/1 cho nghiém tw nhién nho nhit ctia phwong trinh.

2. bat D =3.Khi d6 \/§ = (1;1,_2). Ta c6 S=2, va theo Dinh ly 7 thi tr s6 va mAiu s8 ctia hoi tu thi
2n—1, n=12,... tao thanh nghiém ctia phwong trinh x* —3y? =1 va tit ca cac nghiém nhan dwoc
theo cach nay. Nghiém tw nhién nho6 nhit dwoc cho béi hoi tu dau tién, nghia la 1+% = g , suy ra
X =3,y =2. Tuy nhién theo Dinh ly 9 thi phwong trinh x* —3y? = —1 khéng c6 nghiém tw nhién.

3. bat D =13.Khi dé x/ﬁ = (3;1,1,1,1, 6) .Ta c6 s=5 va theo Dinh ly 8 thi tir s6 va mAiu sé cia moi

hoi tu tht 10n—-1, n=12,..., cho nghiém cta phwong trinh x* —13y” =1, va tit ca cac nghiém
nhian dwoc theo cich nay. Nghiém tw nhién nho nhat cho bd&i hdi tu thk 9, nghia la sé
1 1) 1 1 1| 1} 1] 1| 1| 649 ’
+—|+—|+—|+—|+—|+—|+—|+—|+—|=— suy ra X =649,y =180. Ttr Dinh 1y 9 suy ra tir s6 va
1 |1 |1 |1 |6 |1 |1 |1 |1 180
mau s6 ctia moi hdi tu thtt 10n—6, n=1,2,..., déu la nghiém ctia phwong trinh x* —13y* =1 va
tit ca cac nghiém nhin dwoc theo cach nay. Nghiém tw nhién nho nhat cho béi hoi tu thi 4, nghia
.o 1] 1] 1] 1] 18
laso 3+—|+—|+—|+—|:— suyra X=18,y =5.
L |2 ]2 |1 5
Khéng khé dé tim tit ca cac nghiém tw nhién nhé nhit ctia phwong trinh x> — Dy = -1 bang cach
str dung biéu dién lién phan sd clia JD véi D<100. Bang cac nghiém véi D <1003 dwoc cho béi
Legendre [1]. Pay 1a bang cac nghiém tw nhién nhé nhit ctia phwong trinh x> — Dy =1 véi D <40

D X ¥ D x ¥ D x y
2 3 2 15 4 1 28 127 24
3 2 | 17 RX} 8 29 |4901 | 1820
) 9 4 I8 7 4 30 11 2
6 S 2 19 | 170 | 39 31 | 1520 273
7 8 3 20 9 2 32 7 3
8 3 | 21 55 12 13 23 4
10 19 6 2 197 42 34 35 6
11 10 k! 23 24 5 35 6 1
12 7 2 24 5 | 37 73 12
13 | 649 | 180 26 51 10 i8 37 6
14 15 4 27 26 5 39 25 4
40 19 3

Tir Pinh 1y 8 suy ra phwong trinh x* —Dy” =—1 13 c¢6 nghiém tw nhién véi D <100 chi khi D
nhan céac gia tri 2,5,10,13,17,26, 29,37,41,50, 53,58, 61,65, 73,74,82,85,89,97.

6. Lién phan s6 dang phirc

Ta nghién ctru cic phan sé c6 dang

+M+M+...+M

52
(52) e e, T T,



CHUONG 8. LIEN PHAN SO | 209

voi a,,8,,...,a,,b,b,,...,b, cac cac s6 thwe hodc phirc tuy y. Ta can c6 diéu kién sau dé cac biéu
thirc la c6 nghia

a, #0, an_1+b—”¢0, an_2+M+b—”¢0,..., a1+&+...+5¢0.
a a a, a

n n-2 n n

Ta thdy mot s (hodc tit ca) cacsd a,,a,,...,a, , c6 thé bang 0.

Vidu lién phan so—|+ 1| +... +1—|+1—| =2.
|0 |0 |0 |2
C6 thé chirng minh lién phan sé
(53) R, —a0+bll +...+M
|2, |a2 |2,

dwoc dinh nghia t6t néu cac s6 P, va Q (k =0,1...,n) duwoc cho bi cong thire truy hoi
R =2, Q=L R=aa+h, Q=3
R =PR.a +B.b, Q =Qa +Q.b, k=23..n,
P

Thé thi R, =Q—n va B_,Q —Q P =(-D)*bb,..b, véi k=12,..

Lwu y rang néu lién phan sd (52) dwoc dinh nghia tét thi cac hoi tu riéng cia n6 cé thé khong cé
1 -1 1

tinh chat dé. Vi du lién phan s6 |:1+|—1|+|—]|_ = 2 nhwng cac tong riéng |1| | ll khong xac dinh.

Néu cac day a,,a,,a,,... va b,b,,... déula day vd han va néu day cac so (53) hoi tu tdi gidi han la
X, thi X dwoc goi la gidi han cua lién phén s6 vb han

b,

(54) X=a,+—— +...
N | a,
Cac lién phan s6 nhw vy dwogc trinh bay béi cac cong thirc ciia Brouncker cho 7 /4 vao nam 1655.
2 2

Taco z ll l +3—|+5—|+

4 |1 |2 |2 |2

1 12 22 2

va IogZ_—| —|+—|+3—|+

1111 11 |1
Cong thirc thir nhat dwgc suy ra tir cong thirc

_qyn-1 2 2 2 )2
11,1 (D" 1y | ¥ 5 (@n-3)

+—=—.. +—+—
13 5 2n-1 |1 |2 |2 |2 |2
va cong thirc quen thudc ctia Leibniz cho 7 /4.

Cong thirc sau cho bdi cong thirc

111 (D)7 v 2 F), (1)
12 37 n |1|1 11 |1 ] 1

v&i moi sO tw nhién N (Sierpinski [7] phan 2 trang 140).

Bay gio ta chuyén sang nghién ciru mot sé treong hop dic biét ctia lién phan s6 cé dang (54).
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Véi s6 thwe X, thi ky hidu G(X,) 1a s6 nguyén nho nhit > x,. Ta c6 X, <G(X,) <X, +1, do d6

0<G(X)—% <1 vahéqualax= >1. Vi vay G(%)>2. Lip lai thi tuc nay véi X,

I
G (%) =%,

thay cho X, va ct nhw vay. Vi vy néu X, = vei n=12,..., ta c6 x, =21 va

_ 1
G (Xn—l) —Xoa

1], -1] -1 1, -

G(X,)=2,n=12,... Honnita X, =G(X,)+ + +..+ :
() =G0 1500 e 00) T e () i,

Tl day suy ra lién phén s6 vo han cda X,
R e S S Y
1G(x) 1G(x) 1G(x,)

Vi vay ta da thdy moi s6 thwc X déu c6 thé biéu dién thanh lién phan s6 v han

(55) X, =G (%)

R TR
la, [a, |a
voi @, 1a s6 nguyén va a, 1a cac sd tw nhién > 2. C6 thé chirng minh rang moi s6 thyc c6 diing mot
11 1]

Véi moi s6 hitu ty thi trong biéu dién dang (55) clia chiing ta c6 G(X,)=2 véi n da 16m.

1 1 . ex ' ,
Cong thirc J2 = 2——|——| cho ta biéu dién ctia +/2 thanh lién phan sb véi chu ky gom 2
12 |2++2
. 11 1 1
hante J2=2-—-=_=L_=L_
P 2714 12 |4

Mot dang biéu dién khic cta s6 thuc X thanh lién phan s6 nhan dwoc véi a, 1a s6 nguyén gan X
nhit va X, 1a s6 cho b&i cong thitc x=a,+1/x, véi cac ddu + va — dwgce chon tuy thudc X > @,

hay x<a,.Véi X, xac dinh ta dinh nghia a, va X, twong tw nhw vdy va c nhw thé (Hurwitz [1]).

Bidu dién dang nay cia /2 trung véi biéu didn lién phan s6 don 2. Véi V3 ta c6

J3= 2_|17|1_|17{_”' nghia 13 biéu din vAn c6 dang (55). Véi +/5 ta nhan lai biéu dién lién phan
. \ g , 1] 1] 1 s . .
s don cta \/g.Vm ﬁ ta co ﬁ:3—|—3—|—6—|—3—...,ngh1a la c6 dang (55). Nhung véi \/]3 ta co
1 1] 1] 1] 1] 1f o
V13=4-—-—4+—_—_— +-——..., bifu dién nay khong c6 dang (55) va ciing khéng

13 12 [7 [3 [2 |7
phai lién phén s6 don.
Dé két thic chwong nay ta xét lién phan sd

a,+...

a +
ao_i_—bzzao+|ﬁ+|& 14_&
by bl bl bbb,

Ky hiéu b,,b,,... 1a ddy v han céc s6 ty nhién ma trong d6 c6 vo han phén ti khac 1. Ky hiéu x, 1a

sO thuc va dat a, =[XO],a1=[b1(x0—ao)]. RG rang a, la so6 nguyén <b,. bat X1=bl(X0—aO)—ai.

8

+ +....
b, b, b,

+o.=3+
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Ta c6 0< x <1. Trong trwong hop tdng quat gia st véi s6 tw nhién n>1 ta c6 s6 X, ,; khi dé dat
a, = [ann_l] va x, =b,x,,—a,.Viviy diy a,8a,,... dwoc dinh nghia bang quy nap va cic phan ti
cua no la cac s6 nguyén khong dm théa man a, <b,, cling vy day X, X,,... la ddy cac sé thuc vol

0<x,<1,véimoi N=12,....

Ta nhan dwoc

a a X
(56) xO:a0+i+ 2 4+ —D -
b, bb, bb,..b, bb,.b,
Theo gia thiét cac s6 b,,b,,... déu la s6 tw nhién va c6 vo han so trong cac s6 dé la > 2. Vi vay tich
b b,..b, ting t&i vo han theo N. Hon nita vi 0< x, <1, cdng thirc (56) cho biéu dién cta x, thanh
chudi vd han

8, & 8
(57) Xo =8y +—+—"—+ ———+..,,
bbb, bbb

Nghia la lién phéan s6 v6 han

la, _ |a
(58) Xo =8y +—+—=+
bl bl
Tl day ta c6 dinh ly: véi moi ddy vé han cdc s6 tw nhién by,b,,... ma vé han cdc phan tik trong dé la

khdc 1 thi moi sé thuc X, déu cé thé biéu dién thanh lién phdn sé cé dang (58) vdéi
a,=[%], a,(n=12,...) la cdc s6 nguyén 0<a, <h, véi n=12,.... D& thdy biéu dién dang (57)

trung vdi biéu dién thap phan véi co s6 bién thién trong Chwong 7 muc 6.
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CHUONG 9

KY HIEU LEGENDRE VA KY HIEU JACOBI

D "
1. Ky hiéu Legendre (—] va cac tinh chat
P

, . i D
Gia st p 1a mot s6 nguyén t6 1é va D 1a s6 nguyén khéng chia hét cho p, ky hiéu Legendre (—j
p
nhan gia tri bang 1 néu D 1a thing duw bac hai modulo p va nhan gia tri bang -1 trong tredng hop
nguoc lai. Theo Pinh Iy 4 Chwong 5 ta c6

(1) (%j = D%(pfl) (mod p)

D, s X x e - : R .
Suy ra (—j bang 1 néu va chi néu D"’ chia P dw 1. Theo Pinh ly 15 Chwong 6 ta c6
p

@ (9) S

p

trong d6 chi sé ind D dwoc 1dy twong trng theo can nguyén thiy cia p.Néu D va D' 1a cacso tw
nhién khong chia hét cho p thi tir (1) suy ra cc tinh chat sau

L Néu D=D'(mod p) thi [%) = (R)

Y
Tt (2) suy ranéu D va D' 1a cac s6 nguyén khong chia hét cho p thi
(3) (2) — (_1)idCDD' Vé (B](Rj — (_1)idCD+idCD'
p PJLP

Nhung theo tinh chét II ctia cac chi s6 (Chwong 6 muc 8) ta c6 ind DD' =ind D+ind D'(mod p-1).

ind DD' ( 1)ind D+ind D'

Do P 1as8 nguyén t8 1é ta c6 ind DD'=ind D+ind D'(mod2), suy ra (-1) =
Twr do6 theo (3) ta co (Ej = [BJ(R} . Vay ta da chitng minh
p P/UP
DD’ D\l D'

II. Néu D va D' la cdc sé nguyén khéng chia hét cho P thi (—j :(—J(—j
P pP/LP

. |D x : o Vns X A K12 \
Bay gior ta chirtng minh (Sierpinski [2]) néu {—} la s6 thuc dinh nghia b&i s6 nguyén to 1é p va
p

moi s6 nguyén D khéng chia hét cho p thi n6 khac 0 v&i it nhat mot gia tri cia D va khac 1 véi it
nhit mot gia tri cia D . Hon nira n6 ciing théa man cac diéu kién

1".Néu D =D'(mod p) thi {9} _ {3}
p p
2’ {E}Z{B}{R} vai moi D va D' khéng chia hét cho p
p pjLp

Khi d6 v&i moi s6 nguyén D khong chia hét cho p ta cé
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o B

Gia str g la can nguyén thiy cta p.

Vi moi s nguyén D khong chia hét cho p tacé D=g"™" (mod p).

p

N

p-1
Pt {g} =a. Do g°* =1(mod p), theo 1',2’ ta c6 a** = {%}
P

Theo cac tinh chat 1’,2’ cia {2} ta cé

p-1
{g—} = {i} nhuwng theo 2’
p p

2
thi {1} ={l} suy ra {%} =0 hoac {%} =1. Ta khong thé cé {%} =0 vi néu nhw vay thi theo
P P

2’ (voi D'=1) ta sé& c6 {%} = {%}{%} =0 mau thuln véi gia thiét {%} khong dong nhit 0

' ’ 1 ~ '
(néu D khong chia hét cho p). Vi vay {—} =1 vado d6 a**=1. Nhung a= {g} la s0 thuc va
p Y
phuwong trinh X" =1, p 18, c6 it nhat hai nghiém 1a 1 va 1. Suy ra a=1 hodc a=-1.Néu a=1
g y D x .
thi theo (5) v&i moi s6 nguyén D khéng chia hét cho p ta cé {—} =1, mau thuan véi gia thiét
Y

{2} khong dong nhat 1 (D khong chia hét cho p). Tir d6 ta phai c6 a=-1 suy ra theo (5) thi
p

{%} = (—1)ind ° Béi vay tir (2) ta co {%} = [%j . Pinh ly dwoc chirng minh.

4 4 4 A AY by A 7 D A
Twr d6 ta thay moi tinh chat cia ky hiéu Legendre c6 thé nhan dwoc tir I, II va nhan xét {—} khong
Y

doéng nhat 1 hodc 0 véi moi s6 nguyén tolé p.

Tt cong thitc (1) suy ra

I1L. (llj = (-1)" "

P

DE€ c6 thém mot s6 tinh chit cia ky hiéu Legendre ta chirng minh két qua sau

. D ’ ’
B0 dé Gauss. (—j = (—l)ﬂ véi A la sé cdc dw modulo P xudt hién trong ddy
p

(6) D,2D,3D,...,%(p—1)D

ma khéng vwot qud pl2.

Chitng minh. Véi K =1,2,...,(p—1)/ 2, ky hiéu r, 1358 dw ctia kD khi chia cho p.Dit Q =r, néu
r.<pl/2vaQ =p-r, néur,>p/2.Khéngxay ratreonghgp . =p/2 vi p la sé nguyén to 1é.
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Do D khéng chia hét cho p va trong day (6) thi cac hé s ciia D 1a s6 tw nhién <(p—1)/2 nén
cac téng va hiéu clia cac phan ti trong day (6) déu khong chia hét cho p. Vi viy dé thiy tong va
hiéu cta cac phan t ctia day sau cling thé

(7) Q.01

Nhung theo dinh nghia ctia Q, thi chiing déu 16n hon 0 va nhé hon (p-1)/2 (vi Q =t <p/2
nén 29, < p,nghiala 29 < p-1hodc Q =p—-r var >p/2laisuyra Q < p/2). T d6 ta suy
ra cac phin ti ctia (7) chinh 1a cac s6 1,2,...,(p—1)/ 2. Vi vay

-1 -1 _
(8) Ql,QQ,...,Qp_lz(p—j! = (p—jl DP™*(mod p)
= 2 2
Cac dong du thirc dwgc suy ra tir dinh Iy Fermat nho D" El( mod p) .
Ky hiéu 4, bang 0 hodc 1 néunhw r < p/2 hodcr, > p/2 twong ing.

Theo dinh nghia cia Q, ta c6

A
9 Q =(-1)" r,(mod p)
Nhwng theo dinh nghia cia I, I, = kD(mOd p) . Vivay theo (9) ta c6
M+ 2o+ F Aoy
(10 Q0 ++Qpy = (1) (mod p)
2

’ -1 - '
Cac cong thirc (8) va (9) két hop véi viéc [ij 1D’ khong chia hét cho p suyra

p1
2

(11) D2 =(-1)*"""% (mod p)

Nhwng theo dinh nghia ctia A, thisé A=4 +4,+ ...+ﬂ(p71),2 chinh 12 s& cac phan dw >§ nhan

dwoc khi chia cac s6 trong day (6) lan lwot cho p. Mit kKhac, vé trai cta (11) déng dw véi
(Bj(mod D). Tir d6 (11) tré thanh dong du thic (BJ =(-1)" (mod p).

P p

A = ~ 7 . D A 2 N D v v by by ~N A N 12
Bay gi¢ dé ching minh | — |=(-1)" tachi cin d€ y | — | bing 1 hodc -1 va p 1a s8 nguyén t3 1é

p p

> 3. B0 dé dwgc chirng minh. o
Cac s8 4, xac dinh nhu trén théa min (—1)Zk =(—1)[2kD/p]. That vy, néu r, <p/2 thi 4 =0 va
mdt khac theo dinh nghia cla r, suy ra véi s6 nguyén t, ta c6 kD=pt +r. Twr do
2kD/ p=2t, +2r,/p vado 0<2r, <p,[2kD/ p]=2t, tacé (-1)* =(-1)**"". Néu r, > p/2 thi
1<2r/p<2 (vi r, <p)suyra [2r [ p]=1va[2kD/p]=2t +1. Néu r, > p/2 tacé 4 =1 suy

ra cong thirc (—l)ﬂk :(—1)[2kD/p]. Vi cong thic & trén ding véi moi k=12,...,(p—1)/2 ta c6
(p-1)/2

(_1)/1 = (_1)21+ﬂz+---+/1(p,1),2 = (—1) é [2k07] .Do @6 b6 dé Gauss dan t&i
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Hé qua. [D]_( ); [2kD/ p]
Y

Dicbiétnéu D=2.Tir hé qua ta céd
2 ; (p-1)/2
(12) (—j:(—l) vei A= D [4k/p]
p k=1
Néu 1<k < p/4 thi 0<4k/ p<1 vado dé [4k/ p]=0.Pingthirc k= p/4 khéng thé covi p 1é.
Véi[p/4]<k<(p-1)/2 taco 1<4k/p<2(p-1)/ p<2;héquala [4k/p]=1.Tir day tasuyra

trong cac hang tir ctia A trong cdng thirc (12) c6 (p—1)2—[ p/ 4] hang t& bing 1, cac hang tir con

— 2_
lai bing 0. Hé qua 1a A=(p—1)/2-[p/4]. Nhung véi p 1é ta c6 pzlz[ﬂz ps 1(moolz).

That vy moi s6 p 1é déu c6 dang 8k +1,8k +3,8k +5,8k + 7, véi k 1a s6 tw nhién.

viét f(p)—T—[ﬂvé o) =" thitaco
f(8k+1) =4k — 2k = 2K,
f(8k+3) =4k +1-2k =2k +1
f(8k+5)=4k+2—(2k +1) =2k +1,
f(8k+7)=4k+3—(2k+1)=2k +2,
g(8k+1)=k(8k+2),
g(8k+3)=(4k +1)(2k +1),
g(8k+5)=(2k +1)(4k +3),
g(8k+7)=(4k +3)(2k +2),

Suy ra trong moi trwong hop f(p)E ( )(mOdZ).

2

Tiwdo A=

p

Vay 2 1a thang dw bic hai ciia moi s6 nguyén t6 P c6 dang 8k +£1 va khong 1a thing dw bic hai cla
moi s nguyén td p c6 dang 8k +3 (véi k 1a s6 nguyén).

-1
(mod2) va vi vy theo (12) suy ra

Ap dung tinh chat IV dé chitng minh dinh 1y sau
Pinh 1y 1. Ton tai v han s6 nguyén t6 cé dang 8k -1, véi k=1,2,...
Chirng minh. Xét N 1a s6 tw nhién >1.S6 N = 2(n!)2 —1 12 16n hon 1 va c6 it nhat mot wéc s

nguyén t6 1&é p khong c6 dang 8k +1. Vi néu nguoc lai thi tit ca cdc wéc s6 nguyén té cia N déu
c6 dang 8k +1 do d6s6 N tw né cling c6 dang d6, nhung N c6 dang 8k —1, mau thuan.

Tacoé p| N, nghiala 2(n!)2 =1?(mod p) suy ra 2(n!)2 12 thang duw bac hai theo modulo p.
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| 2 | 2 2
Vi vay 2(n ) =1, suy ra theo tinh chat I ta ¢ ﬂ = [g] (n—'j = ££] nén (gj =1va
p p AN p Y

theo IV thi p c6 dang 8k +1. Nhuwng tir dinh nghia cla p suy ra né cé6 dang 8k—1. Ma

pIN = 2(n!)2 —1 suyra p>n. T d6 ta thdy véi moi s6 tw nhién n>1 ton tai sé nguyén t6 p 16n
hon N c6 dang 8k —1. Pinh ly dwgc chitng minh. o
Pinh 1y 2. Ton tai vé han s nguyén té cé dang 8k +3, véi k=0,1,2,...

Chitng minh. Gia sttn 12 s6 ty nhién >1. it a= p,p,... p,. Do @ 1é nén binh phwong ctia né la a’*

c6 dang 8t+1.S6 N =a”+2 c6 dang 8t+3. N&u moi wéc s6 nguyén t6 cia N déu c6 dang 8t +1
thi N ciling c6 dang d6, vo ly. Vay s6 16 N c6 wéc s6 nguyén t6 1é p khong c6 dang 8k +1 suy ra

P c6 dang 8k +3 hodc 8k+5. Gia st p=8k+5. T p|N=a’+2 suyra & z—2(mod p) va do

dé (_—ZJ =1. Nhung theo I, III, IV thi [_—2] = [llj [Ej —(-1)"" (_1)("2‘1)’8_ Do p=8k+5 suy
p P PJLP

’ o -2 x
ra sé %( p—1) chan va %(p2 —1) 1&¢ do vay (—]:—l, mau thuin. Vdy p c6 dang 8k +3. Ma
p

pla’+2,a=p,p,...p, nén p> p,.Do n dugc chonlén tly y nén ta cé dieu phai chirng minh. o
Pinh 1y 3. Ton tai v6 han s nguyén t6 cé dang 8k +5, véi k =0,1,2,...
Chitng minh. Xét s6 ty nhién N >1 va dit a=p,p,...p,- Do a las6 1, s6 N = a’+4 c6 dang

8k +5. Néu tit ca cic wéc cia né c6 dang 8t+1 thi N cling c6 dang d6, vé ly. Viy N c6 wéc
nguyén t6 1& p c6 dang 8k+3 hoic 8k+5. Néu p=8k+3 thi vi p|N=a’+4 suy ra

2
a’=-4(mod p) va do dé (__;jzl' Theo II, I thi (_—;jz(_—sj{%) —(-1)". Tir @6 i

p=8k+3 ta cb (_—j:—l, mau thuin. Viy p c6 dang 8k+5. Nhung vi p|a’+4 va
p

a=p,P;...p, suyra p>p,.Vin céthé chon tly y nén Pinh Iy 3 dwoc chirng minh. o
2. Luat twong h6 bac hai

Cho hai s6 nguyén t6 1é phan biét p va q.

Xét cac cap s6 (ka,Ip) véi k=1,2,...,(p-1)/2,1=1,2,...,(q—-1)/ 2.5 céc cip nay la T_lq—z_l

V&i moi cap ta c6 kg=Ip vi néu kg=Ip ta c6 plkq, suy ra, vi (p,q)zl,plk, vo ly vi

k< ( p —1) /2. Ta chia tat ca cAc cdp nay thanh hai lép, 16p thir nhit chira cac cap ma kg <Ip, 16p

con lai chira cAc cip ma kg > Ip. Ta tinh sé cac c3p trong moi 16p.

Cho truée s6 | trong day 1,2,...,(q—1)/2. Néu cap (kq,Ip) thudc 16p thir nhit thi k <Ip/q. Do

| -1
Ip/q khdéng nguyén va vi —pS(q—)pSE, suy ra P—p}<£, ta co Z{I—p}< p, nghia la
q 2q 2 q 2 q

_ 1
z{lap} <p-lsuyra PED} < pTl . Ttr d6 v&i s cho trwédce 1,1 < E(q —1), K c6 thé nhan cac gia tri
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(q—l)/2 I
I ’ ’ x
12,.., {—p}, suy ra so cap thuoc lép thir nhat 1a z {—:| . Twong tw s6 cap thudc lop thir hai la
q 1=1

(P& kg 1g-1
{—:| . Do s0 cédp trong cd hai lép la p—2 -2 suy ra
ke | P 2 2
(13) p-la-l_ “‘””{Lp} J"‘l’”{k_ﬂ
2 2 1=1 q k=1 p

Twr bd dé Gauss va cac tinh chat I, II ta c6

[Z?qj:(Z(p;q)j: d p2 :((q+§)/zj

SRS RSN

DPang thirc cudi cung suy ra tir dang thirc k= g( p’ —1) .
k=1
P
Vi qlénén tir I, IV ta c6 EZ_Q] =[gj(ﬂ] = (ﬂj(—l) 8 ,két hop vdi cong thirc & trén cia (z—qj
p PJLP p p

kq

(p-1)2
suy ra [%j = (—1) P { P } Ttwr (13) hai cong thirc nay suy ra

(5[5

dung véi moi cdp s6 nguyén t6 1é phan biét p va (. Cong thirc ndy dwoc goi 1a luat twong hd bac

s P11

hai. SO - 12 18 néu va chi néu mdi s6 p va q déu c6 dang 4k +3 vi vay ding thirc V suy

ra néu hai s6 nguyén t6 1é phan biét p va q c6 dang 4k +3 thi (ﬂj = —(Bj va néu trong hai s6
Y q

c6 s0 c6 dang 4k +1 thi (ﬂ] = (EJ Gauss da ty minh dwa ra 7 1o giai cho dinh ly nay. Bang 45
p a

loi gidi dworc trinh bay tir ndm 1796 téi ndm 1897 dwoc tong hop bdi P.Bachmann trong [2] trang
203. S6 1o giai cho luat twong hd ndy ngay mot tiang. Ta 4p dung tinh chat V cho dinh ly sau.

Pinh ly 4. Ton tai v6 han s6 nguyén té cé dang 5k —1 véi k la sé tw nhién.

Chirng minh. Xét n 13 s6 tw nhién tuy y >1. Dit N = 5(n!)2 —1.Rérang N lasé1é >1 va khong
c6 dang 5t +1, do d6 nd c6 it nhat mot wée sé nguyén té 1€ p (khac 5) va khong cé dang 5t+1. Ta

c6 p>n.Do p|N,suyra 5(n!)2 =1(mod p) vi thé (%jzl. Theo Vta co (§j=l. S6 nguyén to

P khic 5 phadi c6 dang 5k+1 hoic 5k+2. Néu p=5k+2 thi theo LI ta c6

p +2 +1\( 2 . (*1 . (2 p
—|=|—|=|—= | = |- Nhung tir Il thi | — |=1 va theo IVthi |- |=-1ltasuyra |—|=-1
5 5 5 )\5 5 5 5
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mau thudn. Vivay p c6 dang 5k =1 do d6 theo gia thiét suy ra né c6 dang5k —1. Vi vay véi moi s§
tw nhién n ton tai s6 nguyén té6 p >N c6 dang 5k —1. Diéu phai chirng minh. o

Néu p=>5k—1(klas6 tw nhién) I1a s6 nguyén t6 thi k chan (néu nguoclai thi p chanva >2). Vi
vy k=2t, v&i t 1a s6 tw nhién va p=10t—1. Tir Dinh ly 4 suy ra ton tai vé han sé nguyén t6 cé
dang 10t —1 véi t 1a s6 tw nhién. Hay ndi cach khac ton tai vo han s6 nguyén t6 cé chir s6 tin cung
12 9. Dé dang kiém tra rang ton tai v6 han s6 nguyén t6 c¢6 dang 5k +2 v&i k 1a s tw nhién. That
vay, xét s6 tw nhién tuy y n >2.Pat N = p,p,...p, —2. Thi N 1a s61é >1 ma khong chia hét cho
5. Néu tat ca cac wdc s6 nguyén to ciia n6 déu c6 dang 5k +1 thisé6 N ciing c6 dang d6, vo ly. Vay
ton tai it nhat mot wéec s6 nguyén té6 p ctia N khac 5 va khong c6 dang 5k +1. Do d6 p c6 dang
5k £2. Nhuwng do p > p, ta suy ra diéu phai chirng minh. Chitrng minh trong cap s6 cong ton tai vo
han s6 nguyén t6 c6 dang 5k +2 va 5k —2 khong kho. Loi giai & trén thwc ra dat dwoc két qua
manh hon, vi k phai 13 s6 1é nén thwc ra ta da chirng minh rang ton tai v han s& nguyén t6 c6 chi
sO tin cungla 7 va 3.

Pinh 1y 5. Moi s6 nguyén té p c6 dang 6K +1 déu cé dang p =3%* + Y’ véi cdc s6 tw nhién X, Y.

Chirng minh. Gia st p 1a s6 nguyén to c6 dang 6k +1. Theo tinh chat V ctia ky hiéu Legendre suy

_ 1 .
ra (gj = (_1)(p bz (g) .TwItacéhd (g) = [gj =1. Két hop hai dang thirc nay ta c6

 RREee-0-

Suy ra —3 13 thing du bac hai modulo p. Suy ra téon s6 nguyén a théa min a® +3= 0(mod p) LT
dinh 1y Thue (Chwong 1 muc 13) suy ra ton tai cic s6 tw nhién X,y < \/E ma v&i cach chon dau
pht hop thi ax+y chia hét cho p.Vaytacé p|3x*+y°. Nhung do p|a®+3 nén p|a’x®+3x?,
tacé p|3x®+y®. Laico XS\/BVQ ys\/E.Héquélébé'ivi p 1asé nguyén té néntacd X° < p va
y> < p,din téi 3x° +y* <4p.Do p|3x*+y* tacod 3x°+y*=pt véi t 1a s6 tw nhién <4. N&u
t=3 thi 3|y vado d6 y=3z trong d6 z 13 s6 tw nhién.Vay p=x*+3z>. Néu t =2 thi cic s6
X,y cing tinh chin lé. Trong ca hai trwong hop thi 2p =3x* + y* déu chia hét cho 4 suyra 2| p,
vo1y. Néu t =1 tacd p=3x*+y>. Pidu phai chirtng minh. o
D& dang chirng minh ring néu s6 nguyén t6 p c6 dang p =3x*+Yy* véi X,y 1a cac s6 tw nhién thi
p c6 dang p=6k+1 véi k 1a s§ tw nhién. Tl Dinh Iy 10 Chwong 5 suy ra moi s6 nguyén t6 c
dang 6k +1 c6 ding mét biéu dién dang 3x*+y® véi x va Y 1a cac s6 tw nhién. B.Van der Pol va
P.Speziali [1] d4 tinh moi biéu dién dang 3x* + y* ctia cac s6 nguyén t6 c¢6 dang 6k +1 khong vuot
qua 10000. bac biét ta co
7=3-1+2%, 13=3-2%+1°, 19=3.1"+4?, 31=3.3*+2°
37=3-2"+5% 43=3-3"+ 4%, 61=3-2°+7°, 67=3-1"+8,
73=3-4"+5%, 79=3.5"+2%, 97 =3-4*+7%
A.Makowski da lwu y rang tir Dinh 1y 5 suy ra hé qua: véi moi sé nguyén té p cé dang 6K +1 thi s6

2p* la téng cia ba tring phwong. Tinh chat nay suy truc tiép tir Dinh 1y 5 va ddng nhat thirc
2(3x* +y? )4 =(3x* +2xy - y2)4 +(3x* —2xy - y? )4 +(4xy)’

valwuyring véi p=3x>+y” tacd 3x* +2xy —y*> = p—2y*> +2xy. V& phai khac 0 vi p=6k+1 1é.
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Ta chu y dang thirc

2(3x2 +y? )2 = (3x2 +2xy—y° )2 +(3x2 —2xy—y® )2 +(4xy)2 .
Dodévéi Xx=1,y=2 taco

2.7 =3"+5"+8%, 2.7° =3 +5°+8
Vavei x=2,y=1tacé

2-13* =15* +7* +.8°, 213 =15+ 77 +8°
Ta ciing c6 hai dang thirc
2

2(3x2 + y2) (x+y) +(x=y)" +(2x)*,

2(3x2 + y2)2 =(x+ y)2 +(x— y)2 +(2x)2 ,
tir day suy ra véi moi sé nguyén té p cd dang 6k +1 thi sé 2p® la tdéng ctia ba triing phwong. Vi du
voi X=1 y=2taco

2.7 =3 +1"+2%, 2.7=3+1"+2°
Vavei X=2,y=1taco

2:137 =3"+1" + 4%, 2.13=3*+1>+4°
3. Tinh toan ky hiéu Legendre
Ta tinh todn cac ky hiéu Legendre dwa vao 5 tinh chat dwoc suy truc tiép tir dinh nghia cua né va
lwu y rang gia tri ctia cac ky hiéu nay bang 1 hodc -1. V&i s6 nguyén td 1é cho treéec p va D 1a s6
nguyén khong chia hét cho p. Pat r la phan dw ciia D khi chia cho p.Suyra O0<r < p va theo

D r ’ X o . . <
l (—j = (—] Ky hiéu a’ 1a binh phwong 1én nhét 1a wée s6 ctia . Ta ¢ r=ka® véi k =1 hoic
P P

k 1a tich ctia cic s6 nguyén t6 khac nhau, nghia 1a k=0, 0,...q, v&iq, <0,...<(,. Hon nira vi

r<p,taco g <p. Tw II ta co6 (Bj:[@J:(EJ(iJ:[EJ{ET:(EJ S6 nay bang
' o p p p)Lp p)Lp p)

(%] =1 hoic bang (q—;j (q—;](q—};} Néu g, =2 thi (q—SJ dwoc tinh dwa vao tinh chat IV. Néu

g, > 2 thi gia tri cta (ﬂj véi q va p 1a cic s6 nguyén td 1é va g < p dwoc tinh dwa vao tinh chit
p
q p p-1g- D .
Vvitacdo | — |=| — (—1) 2 2, Boi vay viéc tinh toan cac ky hiéu Legendre | — | quy vé viéc
p q p

D y ’ X1 L
tinh cac ky hiéu (—j véi g 1a s6 nguyén td 1é nho hon p. Do dé sau mdt sé hitu han phép rut
p

gon ta co thé tinh dwoc gia tri cua ky hiéu (— . Qua trinh nay c6 bat tién vi phai st dung t&i phép
P

phan tich thanh thira s6 nguyén t6. P& tranh vin dé nay Jacobi di dwa ra mot Ky hiéu téng quat
hon. Ta sé tim hiéu ki hon trong muc tiép theo.

4. Ky hiéu Jacobi va cac tinh chat
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D ! x
Jacobi dinh nghia ky hiéu (Fj cho cic s6 1é P>1 va s6 nguyén D nguyén t6 cung nhau v&i P

nhw sau: néu P=q* q;?...q%° la phdn tich thanh thira s6 nguyén té cia P (cdc thira s6 déu 1é) thi

D) (D) (DY* (D)"
(14) (_) - (_j [_] ...[_j ’
P G, a, g,
trong dé vé phdi la cdc ky hiéu Legendre. Tir diy suy ra ngay néu P 1a s6 nguyén t6 thi ky hiéu

Jacobi trung véi ky hiéu Legendre. Tuy nhién cac quy tic vé thang du bac hai cia ky hiéu Jacobi

§ . D
khong suy truc tiép tir ky hiéu Legendre. Ly do 1a tir dang thirc (E] =-1 suy ra D khong phai

) D , .
thang dw bac hai ciia P bdi vi it nhdt mot trong cdc nhan t [Q_J trong vé phai cta (14) phai bang
i

—1, suy ra dong du thirc x* = D(modg,) 1a khong c6 nghiém do d6 dong du thirc x* = D(mod P)

. D .
cling khong c6 nghiém, dang thirc (F) =+1 khéng suy ra rang D la thang dw bic hai ctia P, vi du

(%)Z(gj@}(—l)(—l)ﬂ va dong dw thirc x* =2(mod15) 1a khéng gidi dwoc vi phuong

trinh x* = 2(mod 3) v6 nghiém. Ky hiéu Jacobi cling c6 5 tinh chit twong ty ky hiéu Legendre.
Trwéc khi chirng minh ching ta lwu y (14) c6 thé viét thanh dang

P) {au)Na,) (o)
trong d6 P =0, Q,...0, va cacsd nguyéntd q,,0,,...,d; khong nhat thiét phan biét.

, D) (D’
Tinh chit I. Néu D = D'(mod P) thi (F] = (Fj'

Chitrng minh. Theo (15) ta c6

w ) B

Néu D=D'(modP) thi suy ra D=D"(mod qi) véimoi i =12,...,5. Do d6 theo tinh chat I ctia cac

A (D D" ,. . .(D D'
ky hiéu Legendre thi | — |=| — | v&i 1=1,2,...,S, suy ra theo (16) thi 5 = 3 o
, DD' D\ D' ’ .
Tinh chat II. (T) = (EJ(F] v&i moi sé nguyén D va D' khéng chia hét cho P.
, . x e vn . , . ( DD’ DD' |l DD’ DD’
St dung tinh chat II cua ky hiéu Legendre, cong thirc (16) va P = q o )l )
1 2 S

’ , 1
Hé qua truc tiép cda tinh chat IT 1a (Ej =1.

, -1 -
Tinh chit I1L. [Fj = (-1)" ",

Chirng minh. Theo (15) va tinh chat III cta cic ky hiéu Legendre ta c6
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o R

Ta c6 P=qy,..q, =((c, —1)+1)((a, —1)+1)...((d, —1)+1). Tét ca cac s6 ¢, ~1,0,—1,...,q,—1 déu

chén, do d6 tich cta hai trong s6 chung déu chia hét cho 4.

- :2k+q1_1+q2_1 g, —

Vivay P=4k+1+(q,—1)+(q,-1)+...+(q,—1),va do P 5 +...+Tl.Suyra

P-1 q-1 g,-1

-1
(-1)z =(-1)z "z “5" Theo (17),ta c6 tinh chatIIl. o

Tinh chat IV. [%) = (-1)" e

Chirng minh. Theo (15) va tinh chat IV cta cac ky hiéu Legendre tacéd

w o R

Do binh phwong 1é ludn c6 dang 8k +1, ding thirc P? =((qf —l)+l)((q22 —1)+1)...((q§ —1)+1)

chtrng t6 moi hiéu g7 —1,¢> —1,...,q> —1 déu chia hét cho 8. Suy ra tich cta hai trong s& chiing déu
chia hét cho 64.

2 2 2 2
P _1=8k+ql__1+qz__1+ _+_qs__1

Vi vay P? =64k +1+(qf 1)+ (03 —1)+...+ (a2 -1) va vi gt

P21 @1 g5l o1

suy ra (—1)T = (—1) 8 8 8 Theo (18) suyratinh chitIV. o©
PYQ paod g
Tinh chat V. 6 = (—1) 2" 2 y@i moi cdp s6 Ié nguyén té cung nhau P,Q >1.

Chitng minh. Pat Q=r.r1,...1, trong do I, 1,,...,I; khong cdn la cic s6 nguyén td 1é phan biét. Theo
(15), tinh chit I va tinh chit V cia ky hiéu Legendre ta c

w (g

Nhung

0 — 1I’—1 S0 -1 -1
20) 22T

i=l j=1

-1 &r-1 p-1 1
DE y rang trong chirng minh tinh chat I thi ta c6 Z q' Z '2 Q2
i=1 J =1

+2h. Két hop
véi (19), (20) suy ra tinh chat V. o
5. Luat Eisenstein

Cac tinh chit & trén ctia ky hiéu Jacobi dwoc st dung dé dan tdi luat Eisenstein ma theo d6 gia tri
cua cac ky hiéu Jacobi c6 thé dugc tinh (va do d6 cac ky hiéu Legendre ciling viy) ma khong can st
dung t&i cac phan tich thanh thira s6 nguyén té.
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Pau tién ta chi y rang viéc tinh gia tri ctia 5 véi P laso1é >1 va D nguyén t6 cung nhau véi
P c6 thé rat gon thanh viéc tinh cac gia tri [%j véi Q 1a sO tw nhién 1é.

That vay néu 2’ (véi B 1a s6 nguyén >0) la lily thira bic cao nhat clia 2 13 wéc s6 ciia D thi
D= (—1)a 27Q trong d6 a =0 hodc 1, Q 1a s6 tw nhién 1&. RS rang dé tinh Q ta khong can biét
phén tich thanh thira s6 nguyén t6 cia D ma chi cin chia D lién tuc cho 2. Theo cac tinh chit cta
D Pl P \
ky hiéu Jacobi va theo cong thitc ciia D ta c6 (F] =(-1)2"" ¢ / [%} Vi viy chi cin tinh (%}
voi Q, P 1a cic s6 1é nguyén to cling nhau.
Ky hiéu R 1a phan dw ctia Q khi chia cho P.Khi d6 R la mét trong day 1,2,...,P-1.S6 P-R
ciing thudc vé ddy nay. Vi vdy v6i s6 nguyén t ta cé6 Q=Pt+Rva Q=P(t+1)—(P—R). Do tong
cia R vda P—R 1é nén mdt trong hai s6 d6 1 1& va s6 con lai chan. Ky hiéusg 1é1a P.Néu B =R
thi Q=Pt+PF,. Néu B, =P-R thi Q=P (t+1)—P. Trong ca hai trwdong hop ta c6 Q=Pk +¢PR,
véi k 12 s6 nguyén va & bang 1 hodc—-1.
Ta chi y rang K 13 s chan vi néu nguweec lai thi s6 Q+ P, 16, vo 1y vi cic s6 Q va P, déu 1é. Suy ra
k =2k, v&i k; nguyén. Ta c6 Q =2k P+¢&P,. Néu P, #1 thi ta c6 thé 14p lai 14p ludn trén véi P va
P, suyra P=2Kk,P, +¢,P, véi k, nguyén va &, =+1,P, 1a s6 tw nhién. Néu P, #1 thi theo truong
hop trén P, = 2K,P, + &,P, valai ti€p tuc nhuw thé.
Day cac s6 P,P_,P,,... giam nghiém ngat vi B, <P-1 P, <P —1,... Do d6 day cac bt dang thic
ctia cac s6 P, B, P,,... khéng thé kéo dai v6 han vi s6 cac s6 1é <P 1a hitu han. Vi viy ta suy ra bat
dang thirc cudi cang P, , =2k P, , +¢&,P, v&i P, phdi bang 1 vi néu nguoc lai thi bt ddng thirc tiép
theo s& nhan dwoc. Vay ta c6 day dang thirc

Q=2kP+¢gBR, P=2k,R, P=2k,P,+¢P, ..
(21) Pn—3 =2kn—1Pn—2 +gn—1Pn—1’ P—z =2kn Pn—1+8 P

n n'n’

voi P, =1. Pang thirc d4u tién trong (21) theo tinh chit I, IT cia ky hiéu Jacobi suy ra

00

. (e P-11-1 P1lg w e i Pl
Néu & =1 thi (#j:l:(—l) 22 =(-1)2 2 ; Néu g =-1thi (ﬁ]Z(—l) 2 =(-1)2 2.

Pl

. &
Trong moi trvong hop ta déu cé (Elj =(-1)z 2.

Tt tinh ch4t V ctia ky hiéu Jacobi va nhan xét binh phwong ctia ky hiéu Jacobi luén bang 1 ta c6

P P P1RA P-1 1-g5 P-1 R-1
(Flj = (EJ(—l) 2 2 suyratheo (22) thi (%j = (%j .(_1)*'T**‘*_

Nhungvi &’ =1 ta c6
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P-11-g P-1 R-1_P-1 R-g P-1 &P —¢&’

2 2 2 2 2 2 2 2¢
P-1 ¢gPR-1
:T . 2¢,
Pl lg P1 aR-1 P-1 gR-1
2 2

Hién nhién (-1)"* =(-1)" véi & =+1 do d6 (-1) 22 =(-1)2 2 ; vaytaco

P aR1( p
cong thirc (%) =(-1)z > (E] Twong tw tir ddng thic thi hai trong (20) suy ra cong thirc

1

P Rl Rl P 7
(EJZ(—l) 22 [#] va c ti€p tuc nhw thé. Pang thic ap chdt cho ta cong thic
1 2

n

P Aot asfud(p , e Pyl gy
3 1=(-1) 2 2 "2 |, Ping thtrc cudi cing véi P, =1 suyra | = |=(-1) 2 2 .Vay
I:)n—2 P—l Pn—l

Pl & R-1

ta thu dugc (%J =(-1) 2 2

n-2

P P
Bay gio két hop cac cong thirc thu dwoc cho (%j[—j , ( o2 ] ta c6 cong thirc

Pl I:)n—l
Q P-1 gR-1 R-1 &P-1 Ryl &Rl
= :(_1)2 2 2 2 T2 2
P
P-1¢gR-1 1
Gia tri ciia v& phai clia dang thirc phu thudc vao sé cac hang ti 1é ctia s6 mii. Tich —— 5

néu va chi néumdi sé P va &P, déu c6 dang 4t +3. Vay ta c6 thé viét
Q m
(23) (— =(-1)",

trong d6 m lasd caccip P, &P (1=12,...,n,va PL=P)maca P, va &P, déu c6 dang 4t+3.

I
Luit Eisenstein. D€ tinh (%J ta str dung ddng thikc (21) va tim m la s6 tdt cd cdc cdp P, va &P

ma P_, va &P, déu cé dang 4t+3, sau dé ta thay mvao (23).

Str dung luit nay ta c6 thé tinh cac ky hiéu Jacobi ma khéng can st dung t&i cac phan tich thanh
thira s6 nguyén té.

) 641 .
Vi du. 1. St dung luat Eisenstein dé tinh (2_57j .bang thirc (21) 1a

641=2-257+127, 257=2-127+3, 127=42-3+1
Trong cac cap 257,127;127,3;3,1, chi c6 2 cap ma ca hai déu c6 dang 4t + 3.

641
Vivay m=1 do do6 [257J =-1 suy ra 641 khong phai thing du bac hai modulo 257.

i 65537 i
2. Tinh .Tacob
274177
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65537 =0-274177 + 65537, 274177 = 4-65537 +12029, 65537 =6-12029—-6637,
12029 = 2-6637 —1245, 6637 = 6-1245—-883, 1245=2-833-421, 833=2-421-9,
421=46-9+7,9=2-7-5, 7=2-5-3, 5=2-3-1

Trong caccdp P_,, &P chico 7,—5 va 3,—1 déu c6 dang 4t +3.

., (65537
Suy ra m=2 vivay =
(274177j
3. Tinh | 22| ta tim duor ~104 =(-1)-2*-13. Do d6 (_104 Y ( 13 j S6 997 c6
997 997 ) 1997 )\ 997 )\ 997

-1 2 —-104 13
dang 4t+1 nén | —— |=1.S6 997 c6dang 8t+5 nén | —= |=-1.Vivay | — |=—| =——= |.
997 997 997 997

DE tinh (%j ta xét ddy dang thirc 13=0-997+13, 997=76-13+9, 13=2-9-5, 9=2.5-1.

Trong day nay khong c6 cdp P_,, &P nao ma hai phan tir déu c6 dang 4t +3.

A 13 . , (—104
Vay m=0suyra| — |=1vatacd | —= |=-1.
997 997
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CHUONG 10

CAC SO MERSENNE VA CAC SO FERMAT
1. Mot s6 tinh chit cta cac s6 Mersenne

Cac s0 Mersenne M, =2"-1 da dwoc tim hiéu trong Chwong 4 muc 5. Pinh ly 5 Chwong 5 néi
rang mot s8 chln 12 s6 hoan hao khi va chi khi né c6 dang 2"*M_ véi n 13 s8 tw nhiénva M, 1a sé
nguyén t6 Mersenne. Pay la 1y do khién cac s6 nguyén t6 Mersenne dwoc quan tAm. Hon nira s
nguyén to 1&n nhit dwoc biét hién nay ciling 1a sé6 Mersenne.

Trong Chwong 4 muc 5 ta da biét néu s6 Mersenne M, la s6 nguyén to thi n ciling la s6 nguyén to6,
tuy nhién diéu nguoc lai khong ding chang han M, =23-89.

Dé dang chirng minh mot s6 tw nhién m 1a s6 Mersenne khi va chi khi m+1 khéng cé wéc sb
nguyén t6 1é. Golomb [1] di lwu y rang tir nhan xét nay ta c6 thé xdy dwng mot phwong phap tim

tit ca cac s6 Mersenne twong tw phwong phap sang Eratosthenes. By gio ta chirng minh mét dinh
ly ma trong mot sd treong hop gitp ta quyét dinh dwgec mot s6 Mersenne 1a hop sé hay khong.

Pinh ly 1. Néu q la sé nguyén t6 cé dang 8K +7 thi q| M(q_l)/z.

) ' 2 _
Chirng minh. Tt cong thirc trong Chwong 9 ta c6 néu ( 1a s6 nguyén to thi (—] = 20172 (mod q) .
q
Néu q la s6 nguyén t6 c6 dang 8k + 7 thi theo tinh chat 4 ctia ky hiéu Legendre (Chwong 9 muc 1)

2 ~

ta cé [—J =1.Hé quala 20V =1(modq) suyra q|2* " -1. o
q

Béing phép quy nap don gidn ta c6 2**° >8(k+1). That vay 2’ >8-2 va néu 2*"*>8(k+1) thi

243 5 2% .8(k +1)>8(k +2). Do d6 néu q=8k+7>7 thi 22 _1>8k+7=q suy ranéu

la s6 nguyén t6 c6 dang 8k +7 > 7 thi M 41> 1a hop sO chia hét cho (. Ta c6 hé qua

Hé qua. Néu s6 nguyén té n >3 cé dang 4k +3 va q=2n+1 la s6 nguyén té thi M la hop s6 chia
hét cho (.

Bang cach nay ta xac dinh dwoc cic s6 Mersenne sau day déu 1a hop s6, cac wdc s6 nguyén té cla
chiing ciing dwoc tim ra cu thé

23| M,,, 47|Msy, 167| Mgy, 263|M,s,, 359| M,y 383| My,
479| My, 503| Mysy, 719| Mo, 839| My, o, 863 Mgy, 887| My,s,
983 | Mao,, 1319|Mgsy, 1367 Mggs, 1439 M4y, 1487 Moy,
1823 Mg, . 2039 | Mo, 6.

Tt gia thuyét H (Chwong 3 muc 8) ta da biét ton tai vo han sé nguyén t6 p c6 dang 4k +3 ma
g=2p+1 la s6 nguyén t6. Vi vy str dung hé qua & trén ta thiy gid thuyét H suy ra sw ton tai vo
han cac s6 nguyén t6 P macacs6 M lahop s6 (Schinzel va Sierpiniski [3] trang 198 C,).

T Dinh 1y 1 cht y rang v&i cing phwong phap 14p luan ta c6 thé suy ra néu q 1a sé nguyén td c6
dang 8k+1 thi q|M,. Tuy nhién (q—1)/2=4k khong phai s6 nguyén td. Chang han
17|M,, 41| M,,, 89|M,,, 97|M,,.

Ta chwa biét s6 Mersenne nao la hgp s6 v&i chi s6 nguyén t6 va khéng phai tich ctia cac s6 nguyén

td phan biét. Ta cling chwa chirng minh dwgc cé ton tai vo han cac s6 Mersenne khong c6 wéc s
chinh phwong hay khong.
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Pinh ly 2. Néu n la s6 tw nhién >1 thi M| khdng thé la lily thira bdc m ctia mgt sé tw nhién véi m
la sé tw nhién >1 (Gerono [1]).

Chirng minh. Gia st rang 2" —1=Kk™ v&i k vd m>1 13 cac s8 tw nhién. Vi n>1 nén k 18. Néu m
chdn thi k" c6 dang 8t+1 suy ra k™ +1=2(4t+1). Nhungvi n>1, k™ +1=2" chia hét cho 4 suy

ra mau thun. Vay m 1é va 2" =k +1=(k+1)(k™* —k™?+...—k +1), nhén t& tht hai 12 téng cta

1é hang ttr 1& nén né 1a s6 1&, ma né lai 12 wéc cta 2" nén phai bang 1. Do d6 2" =k+1 va m=1
mau thuln véi gia thiét. Pinh Iy 2 dwgc chirng minh. o

Dinh ly 2 suy ra khong ton tai s6 Mersenne 1a binh phwong ngoai trir M, =1°.

Mit khac ton tai cac s6 Mersenne la s6 tam giac. Tuy nhién chi ton tai bén s6 nhw viy la
M, =t, M, =t,, M, =t.,, M, =t,, (Ramanujan [1], Nagell [4],[12] va Hasse [2]).

x 1
Dé dang chirng minh véi |X| < > thi =M, + M, X+M,x* +....

1
(1-x)(1-2x)
Bai tap. 1. Chirng minh rang moi s 1& 1a wéc s6 ctia vo han cac s Mersenne.

Chitrng minh. Néu m la s 1é thi theo dinh ly Euler, v&i moi s6 tw nhién k tacé m| M ko(m)® O

2. Tim s6 Mersenne nhé nhat chia hét cho binh phwong mét sé tw nhién >1.
Loi gidi. S6 d61a M =2°-1=63=3"-7vi M, =1, M, =3, M,=7, M,=15=3-5va M, =3L1.
3. Tim s6 Mersenne nhé nhit c6 chi s6 1é ma n6 chia hét cho binh phwong mét sé tw nhién >1,
Loi giai. P61as6 M,, =7-127-337 vi

M, =127, M, =7-73, M, =23-89, M,; =8191, M =7-31-15],

M,, =131071, M,, =524287

Ghi chu. Cac s6 Mersenne tiép theo sau M,, c6 chi s 1é va chia hét cho binh phwong mot sé tw
nhién >11a M, va M. Chiing d&u chia hét cho 7> vi M, | M, va M, | M.

4. Chirng minh ring néu @ va N 1a cic s8 tw nhién >1 thi néu a" -1 1a s6 nguyén td thi né 1a s§
Mersenne.

Chirng minh. Néu a>2 tac6 a—-1|a"-1dodévi n>1, 1<a-1<a"-1suyra a"—1 khong phai
s6 nguyén t8. Do d6 vi 2" —1 nguyén t6 suy ra a<2 vi vdy a=2 (vi 1-1 khong phai s8 nguyén
t6).Vay a"—1=M, . o

5. Chirng minh rang néu M 1a sé tw nhién tiy y, S 12 s6 cac chir s6 cia M trong hé thap phan thi
ton tai s6 Mersenne M, ma S chit s6 diu tién ctia n6 trung véi S chir s6 cia M twong Gng.

Chirng minh suy ra ngay tir tinh chit ctia cac s6 2" ( Sierpinski [11] dinh 1y 2).

6. Chtrng minh ring véi moi s6 tuw nhién S thi S chit s6 tan ciing ctia cac s6 M, (1,2,...) tao thanh
ddy v6 han tuin hoan chu ky gdbm 4-5°" phin ti.

Chirng minh suy ra tir Dinh ly 1 trong bai bo trich din & trén.

Rat nhiéu cac dinh ly vé cac wéc sé cia M, dworc tong hop baéi E.Storchi trong [1].

2. Pinh ly cta E.Lucas va D.H.Lehmer
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Pinhly 3.56 M, p la s6 nguyén t& Ié, la nguyén t6 khi va chi khi né la wéc s6 ctia phan tir thir p—1
cua ddy s,,S,,..., voi S, =4,S, = Sf_l -2, k=12,...(Lehmer [2], Kraitchik [1] trang 141 va Trost [3])
Chitng minh. D3t a=1++/3, b=1—-3.Tacé a+b=2, ab=-2, a—b =23 X4c dinh diy cic s8
tw nhién U,,V, (n=12,...) duoc cho béi cong thirc béi

a"-b"
u,=——, Vv,=a"+b"
a—b

Cac cong thirc nay suy ra véi moi N=12,... ta cé

W ER e z(l@g@gj

Vi vay v&i moi s6 tw nhién Kk, | ta cé

(1) 2Up 4y = Uy Uy + D Uy

(2) (_2)”"14,‘_' = U U — U U, voi k> |,
(3) Uzp = Uy Uy,

(4) vax = vp +(=2**",

(5) vf —12u} =(—-2)**2,

(6) 204, = 0 0+ 12u, u,.

V&i sé nguyén to 1é g ky hiéu a)(q) la s6 ty nhién nhoé nhit N théa man q|u, (s6 nay la ton tai).
Bé dé 1. 56 nguyén t6'1é ( la wéc cua u,, N la s6 tw nhién, khi va chi khi o(q)|n.

Chirng minh b6 dé 1. Cho truéc s6 nguyén t6 1é . Ky hiéu S 1a tAp tit ca cac sO tw nhién N thoa
man q|u,. Tt (1) va (2) néu hai s6 k va | thudc tdp S thi k+I cling thudc tdp S, hon nira néu
k>1 thi k=1 cling thuéc S. Do d6 tdp S c6 tinh chit: tong va hiéu (dwong) cla hai phin ti&
thudc S cling thudc S .

Ky hiéu d 12 sd tw nhién nhé nhit thudc S . Tl tinh chit & trén suy ra cac s6 kd,k =1,2,..., cling
thudc S . Mat khac gid sie N thuéc S va N chia d dw r >0.Khidé n=td+r v&it la so6 nguyén
>0 var<d.Né&u t=0 thirdrangla voly vi r nhé hon d khong thé bang N va vi vay khong
thudéc S theo dinh nghia ciia d . Hé qua t 1a s6 tw nhién va vi viy td thudc S suy ra theo tinh
chat cia S this6 r=n-—td Ia hiéu cta hai phan t& thuéc S véi n>td nén cling thudc S, diéu
nay mau thuan véi dinh nghia cta d . Tir day suy ra r =0, nghia la tdp S 1a tip hop cac bdi sd
dwong cia phéan t cia no.

Vay néu N thudc S thi a)(q) | N va c nhw vay. B6 dé dwoc chitng minh. o

Bo dé 2. Néu q la sé nguyén t6 > 3 thi

(7) qlu, —3?
Va
(8) qlv, -2

Chirng minh bé dé 2. Dé chirng minh (7) ta sir dung dang thic

=l -6 | Bl

k=0
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Trong tong nay tit cd cic hé s6 nhi thirc chi trir ra hé s6 dau tién thi déu chia hét cho g do dé suy
ra(8). o

B0 dé 3. Néu véi sé nguyén té q >3 sé a)(q) ton tai thi co(q) <g+1.

Chitng minh b6 dé 3. Vi u, =1, v, =2, theo (1) va (2) véi k=0,1 =1 ta c6 2U,,; =2U, +V, va
—4u, , =2u, —V, vivay —8U U, , =4U; —V;. Nhung tir B& dé 2 tac6 q|u; —3"" va q|v; —4.Vi g
13 s6 nguyén t6 > 3, stt dung dinh ly Fermat nhé ta nhan dwoc q|3"" —1. Vi vay Q| Us -1 vadodé

ql 4u§ —Vs. Hé quala q|8u,,u, , suyravi q>3 tacéhodc q|u,,, hodc q|u,,. Trong treong hop

thir nhét theo BS d& 1 ta c6 ©(q)<q+1 va trong trwomg hop sau ta c6 ®(q)<g—1. Vi vay ta luén
co w(q)3q+1. o

Bay gi¢ ta chirng minh diéu kién trong Pinh 1y 3 ciing la diéu kién du.

Gidsw p las6nguyéntbléva M |s ,.Khido

(9) M, [22""s,

Ta c6 25, =V,. Vi sd twnhién N gidsiv 27 s = V,,, diéunay dngvéi n=1.Do s, =S’ —2 taco
2%'s = (22“'1 s, )2 —2% =2 27" Nhung tir (4) v6i k=2" ta 6 V. =V2 —27". Vi vay

2% Spyq = Vo - CONgG thike 27" S, =V,, dwoc suy ra theo quy nap. Vivay véi n=p -ltacé

2rt
(10) 2 Spa = Vo
T (10) va (9) ta c6
(11) M, IV,

P
Suy ra theo (3) v6i k =277

(12) M_|u

p| 2P
Ky hiéu ¢ 12 wéc s6 nguyén t8 tiy y cia M. Vi p 1énénsd M, =2" -1 khéng chia hét cho 3, ta
c6 9>3.Do q| M vacong thirc (12) suyra q|u,, do dé theo bo dé 1 taco w(q)]2°.

Mat khac oa(q) khéng phai wéc ctia 2°* vi néu nguoc lai thi theo BS dé 1 suy ra q| U, do dé
theo (5) véi k =2°", p 1a wéc s6 ctia mot lily thira cia 2, dieu nay khong thé vi g 13 s6 nguyén t6

>3.Vivay o(q)=2".

Theo B6 dé 3taco 2° <q+1lsuyra M <qvavi q|M, suyra M =q nghiala M 13 s6 nguyén

td. Vay diéu kién trong Dinh ly 3 ciing la diéu kién di. D€ chirng minh diéu kién cin ta chirng minh

B6 d@ 4. Néu p 1a s6 nguyén t& ¢ dang 12k +7 thi p|3'* ™% +1.

Chirng minh bé dé 4. Xét s6 nguyén t6 P c6 dang 12k +7 v&i sé nguyén k >1. Khi d6 p>3 va
1

theo tinh chat 1 cia ky hiéu Legendre (Chwong 9 muc 1) ta ¢ (gj = [gj =1. Theo tinh chit 5 ky
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hiéu Legendre ta c6 (g](%]z—l suy ra [%jzl. Hé qua la 3(p’1)/25—1(m0d p) suy ra

p|3(p71)/2 +1. o

Bay gi¢ ta chirng minh diéu kién trong Dinh ly 3 la diéu kién can. Gid st p 1a s6 nguyén td > 2 va
=M, la sd nguyén t6. Vi p>2 tacé 8|2° =q+1.Vivay q=8t+7 véisonguyén t >0.Taco
q-1=2°-2=2(2""-1). Vi p-1 chén nghia la p-1=2s v6i S la s6 ty nhién nén ta c6
2P ~1=(3+1)’ ~1=3u véi U la s6 nguyén. Vi vay 3|2°"-1|q—-1=8t+6 suy ra 3|t nghia la
t =3k v6i k1a s6 nguyén. Do d6 q=8t+7 =24k +7. Theo (4) véi k =2 ta c6

(13) v, =V, —4.2

LI L

=27

Lo

Nhung tir q =24k +7=8-3k+7 va theo Pinhly 1 ta c6 (]| M(q—l)/Z' nghiala q|M
suy ra theo (1.3) thi

2

(14) q | V2P _Vzpfl +4
Nhung theo (6) véi k=0, I =1 vavi q+1=2" tacé 2v,, =v,v, +12u.u, = 2v, +12u,. H¢ qud la
(15) V,, =V, +6, =(v,—2)+6(u, +1)—-4

Do =24k +7 ta 4p dung B8 dé 4 cho q do d6 |32 +1 va vi vy theo (7) ta ¢6 q| u, +1 va
theo (8) thi q|v,—2. Vi vdy theo cong thitc (15) ta c6 q|V,, +4 suy ra theo (14) thi g |V22p_1 . Vi
vay tir (10) tacé q=M jlésuyra M |s, ;. Dinhly 3 dugc chirng minh. ©

Dé dang chirng minh Dinh Iy 3 twong dwong véi dinh ly Lucas sau day

Pinh ly 3% . Gid str p la s6 nguyén t6 1é thi M | la s6 nguyén t6 néu va chi néu M | la wdc s6 cia

phan tir th p—1 ctaddy t,t,,...,, véi t, =2,t, =2t 1 véi K=12,...

Sw twong dwong nay duoc suy ra ngay tir viéc day S, (k=1,2,...) tré thanh day t, (k=12,...) néu
S, dwogc thay boi 2t,. Dodovi M lénén M [s , twong dwongvéi M [t . Chirng minh cia
Pinhly 3% dwa trén cac ham lwong gidc cac bién phirc dwoc trinh bay béi T.Bang [1].

3. S0 nguyén t6 1o'n nhat da tim dworc

DPinh ly 3 khong thuén tién khi str dung d€ nghién ctru cic s6 Mersenne c6 chi s6 1é6n hon 10. Ly do
la vi cAc phéan t cha day S, (k =1, 2,...) tang rit nhanh theo k. Theo quy nap tir dinh nghia cia
day (s,=4,5, =52,-2,k=23,.) taco 5, 210" +4 voimoi k=2,3,... suyra s, >10" =10**
nghia 12 phin tir thit 10 1a s, c6 hon 250 chit s6. S8 s, c6 hon 10° chit s6. Vi vay dé sir dung
Dinh ly 3 dé nghién ctru xem khi nao thisé M (P la sé nguyén td >2) la s6 nguyén to thi ta lam
nhu sau.

Véi moi s6 nguyén t ky hiéu T la phian dw nhan dwoc khi chia t cho M . Ta c6 ngayM [t-T.

Bay gior ta xét day I, (k=1,2,...) dinh nghia béi

(16) h=4r,=r’-2 véi k=12,..

Va theo quy nap ta chirng minh
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(17) M_|s, —r véi k=12,..

ol
Ta thdy (17) ding véi k =1. Gid st tinh chat nay dung véi s6 tw nhién kK nao dé. Khi do tir
M, s =1 suyra M |s;—2—(r2=2). Vi 5} —=2=s,, vavi M_[t—T véi t =1’ —2 va theo (16)
thi M

ol I} —2—T,,, nén ta nhin dugc M o | Scia —Niia - CONg thirc (17) dugc chirng minh.

Theo (17) thi cong thitc M |s_, twong dwong véi M |r, . Theo (16) thi dé tinh r , ta c6 thé
tinh p—2 binh phwong cac s6 dw nhan duwoc khi chia cho M, cac s6 nay khong c6 nhiéu chit s6

hon M, va tinh s6 du béi cac binh phuwong cla chiing trir di 2 khi chia cho M .

Cac may tinh dién t& hién nay c6 thé tinh toan theo thu tuc trén véi cic s6 nguyén t6 p t&i
200.000. Theo cach nay s6 M.y, dwoc chi ra la hop s6 vi né khong phai wéc s6 cla Iy, . Ta chwa
biét s6 nguyén té nao la wéc sO clia s6 nay. Tinh hudng twong tw xay ra véi M,,, (Brillhart,
Lehmer, Selfridge, Tuckerman and Wagstaff [1]).

Téi thn ndam 1950 s nguyén t6 1én nhit dugc tinh la M,,,, s6 nay cé 39 chir s6. S6 nay dugc
nghién cttu béi E.Lucas ndam 1876 va nam 1914 E.Fauquembergue dd chitrng minh no la s6 nguyén
t6. Thang 1 nam 1952 véi su tro gidp ciia may SWAC cac s6 M,, va My, da dwoc chirng minh la
s6 nguyén t0. S6 thir nhat c6 157 chir s6 va s6 kia c6 183 chit s6. Cing nam d6 vao thang 7 sé
M,,,s dwoc chirng minh la s6 nguyén t8. N6 c¢6 376 chit s0. Thang 10 ndam 1952 cac két qua twong
tw dwgc R.M.Robinson chirng minh cho cac s6 M,,;; va M., . SO ddu tién c6 664 chir sO va so kia
c6 687 chir so (H.S.Uhler [2],[3]). SO nguyén td Mersenne ti€p theo la M,,, dwgc tim ra béi
H.Riesel vao ndm 1957 bang may BESK va nim 1962 Alexander Hurwitz tim ra M ., va M,,,,

bing may IBM 7090. C4c tinh toan khac dwoc thwc hién béi D.B.Gillies trén may ILLIAC II din téi
cic sO nguyén t0 Mgy, My, va M, vao ndam 1964. Nam 1971 B.Tuckerman tim dwgc so6

Mersenne tiép theo la M, bang may IBM 360/91. Cac s6 nguyén t6 M., M0, dwge tim ra

b&i E.Nickel va C.Noll bing may CDC Cyber 174 ndm 1978 va 1979. Ndm 1979 D.Slowinski st
dung may CRAY 1 timra M,,,,,, ndm 1983 1a My,,5, M, 30,0 V@ ndm 1985 1a s6 M, - SO cudi

cung la s6 nguyén to 1én nhit dwoc tinh hién nay va né c6 65050 chir so.

Vay 30 s0 nguyén t6 Mersenne M, da dwgec tinh la
n=2,3,5,7,13,17,19,31,61,89,107,127,521,607,1279, 2203, 2281,3217,4219, 4423,
9689,9941,11213,19937,21701, 23209, 44497,86243,132049, 216091

(Brillhart, Lehmer, Selfridge, Tuckerman va Wagstaff [1]).

Vé&imoi n <263 phan tich thanh thira s6 nguyén t6 ctia 2" —1 ciing dwgc tinh. Chang han M, 1a
tich cia hai s6 nguyén t6, s6 bé hon la 7432339208719 (Brillhart et al. [1]).

C6 mot gia thuyét ndi rang néu M 1a s6 nguyén td thi M w_clng la s6 nguyén 3. Gid thuyét nay
ding vdi 4 s6 nguyén t6 Mersenne dau tién nhung véi so thir 5 1a M,; =8191 thi giad thuyét sai.
Cau tra loi phti dinh dwoc trinh bay béi D.J.Wheeler nam 1953. S6 My, = 2% —1 (c6 2466 chir

s6) 1a hop s6 (Robinson [1] trang 844). K&t qua nay c6 dwgc bang cach st dung dinh ly Lucas va
Lehmer, cic tinh toan thwc hién b&di may tinh dién t& trong 100 gior déng ho. Chwa c6 wéc s6
nguyén t0 nao cua s6 nay dwoc tinh. Tuy nhién nam 1957 ta da chitng minh dwoc M, 1a s6

nguyén t8 nhung M,, 1a hop s§ va né chia hét cho 1768(217 —1)+1. Twong tw véi My, 13 s6

nguyén t6 nhung M,, 12 hop s6 chia hét cho 120(219 —1) +1.
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Trong mai lién hé nay c6 mot gia thuyét khac dwoc ddt ra (chwa c6 ciu tra lo): day q,,0,,0,,...,
voi g, =2, q,,=2"-1 n=0,12,..., chi chita cdc s6 nguyén t6?
Gia thuyét nay dwoc kiém tra véi g, ma n<4,s6 g, c6 hon 1037 chit s6. Hon nira vi cic wéc s
clia g; déu co dang 2kq, +1>2q,, s6 0; khdong c6 wéc s6 nguyén td c6 it hon 39 chir sd. Vi vay ta
van chwa biét g, c6 phai s6 nguyén t8 hay khong.
4. Péc s6 nguyén td cua cac sé6 Fermat
Cac s6 Fermat F, = 27 +1(n =0,], 2) 1a trwdmg hop dic biét cta cac s6 ¢6 dang " +1 véi a 1a
s6 tw nhién >1. Gid st s6 @" +1 v&i s6 tw nhién M >1 13 s6 nguyén t8. Néu M c6 wécsd1é k >1
k ¢ N PN ~ 7
thi n=kl suyra a' +1| (a') +1=a"+1vavi k>1s6 a" +11a hop s6. Hé qua l1a néu a" +1 (véi
M 1a s6 tw nhién >1) 12 s6 nguyén t& thi M 13 Iy thira cia 2, nghia ld m=2" v&i N 13 s6 tw
nhién. Pac biét néu 2" +1 (véi M 1a sd tw nhién) 1a s8 nguyén td thi n6 phai 1a s6 Fermat. Vi vay
suy ra sO tw nhién S la s6 nguyén t6 Fermat khi va chi khi S la s6 nguyén t6 >2 va s—1 khong c6
wéc sO nguyén t6 1é. Tir diy ta c6 phwong phdp dé tim tit ca cic s6 Fermat 1a s6 nguyén té.
Phwong phap nay la tng dung thit hai cia phwong phap sang Eratosthenes (so sanh v&i phwong
phép tim tit ca cic s6 Mersenne trong muc 1).
Pinh 1y 4. Néu a la s6 nguyén chén, N la s6 tw nhién va p la s6 nguyén t6 théa man p|a® +1 thi
p=2""k+1, véi k la s6 tw nhién.

Chitng minh. Vi p|a® +1 ta cé pla® -1 p|a’ —1 1a khong thé vi néu p|2, thi p=2, miu
thuin vi tr p|a® +1 suy ra (p,a)=1 va a chin. Ky hiéu & 1a liy thira nhd nhat clia a ma
pla’—1.Vi p| a’" —1 nén theo Pinh 1y 9 chwong 6 ta c6 &|2"". Khéng thé c6 §|2" vi ta khong
c6 pla® —1.Tw day suy ra & = 2" va theo dinh Iy Fermatnhé p|a”*—1 suyra &| p—1 nghiala
2" p—1vivay p=2""k+1 véi k 1as6 twnhién. o
Pinh 1y 5. Moi wéc s6 >1 ciia s6 F, véi sé nguyén N >1 déu cé dang 2K +1 véi k la s6 tw nhién.
Chirng minh. Ttr chirng minh ctia Pinhly 4 (véi a=2)tacénéu p lasoé nguyéntova p|F, thi 2
c6 cdp 2" mod p. Mit khac ti Dinh 1y 4 suyra p c6 dang 2""t+1 véit 13 s§ tw nhién. Hé qua 1a
néu n>1 thiné c6 dang 8k +1 suy ra theo muc 1 thi p| M ;). nghiala p| 2(PY2 _1 Nhung 2 c6
cdp 2" mod p nén 2" |(p-1)/2 vado d6 2" | p—1 suyra p=2"2k+1 véi k 1a s6 tw nhién.
Vi viy ta thdy moi wéc s6 nguyén t6 ctia F,(n>1) déu c6 dang 2"k +1. Hon nita vi moi wérc s6
>1 cta F, déulatich cac wéc sO nguyén t6 cia F, nén ban than F, cling c6 dang trén (vi tich cia
cac s6 c6 dang mk +1 thi cling c6 dang d6). Pinh 1y 5 dwgc chitng minh. ©

Pinh ly 5 dwoc str dung dé nghién ciru xem khi nao thi mét s6 Fermat cho trudc c6 phai la s6
nguyén t8 hay khong. Chang han cic wéc s6 nguyén t6 cia F, (theo Dinh ly 5) déu c6 dang

2°k +1=64k +1. P& kiém tra F, c6 13 s6 nguyén t6 khong ta c6 thé chia né Ian lwot cho cac s6
nguyén t6 c6 dang trén ma khéng vwot qua +/F, (nghiala nhé hon 2°). S8 duy nhit théa man cac
diéu kién nay 1a 193 do d6 vi F, =65637 khong chia hét cho 193 nén n6 1a s6 nguyén to.

Bay gitr xét s6 F,. Theo Pinh ly 5 thi moi wéc s6 nguyén td cia s6 nay c6 dang 2’k +1=128k +1.
Thay k=1, 2, 3, 4, 5 ta nhan dwoc cic s6 nguyén t6 véi k =2 va k =5. Cac s6 nay 1a 257 va 641.
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Chia F, =2% +1 cho cic s8 nay ta thdy né chia hét cho s@ tht hai. Hé qua 13 F, 13 hgp s6. Cu thé
641|F,. Chimg minh so cdp tinh chit ndy nhw sau, ta c6 641=5"+2%|5*.2%+2% va
641=5.2" +1|5?x2* —-1|5-2% —1, suy ra 641 12 wéc s6 cta hiéu cac s 5'-2°+2% va
5%.2% —1 nghia 12 s6 22 +1=F,. Ta c6 F, =641-6700417 . Vi \/6700417 <2600 va cic wéc s6
nguyén t§ ctia 6700417 (1a cic wéc s6 cua Fy) déu c6 dang 128k +1 véi kK =5,6,..., nén dé kiém
tra 6700417 c6 phai s6 nguyén t6 hay khong chi can chia s6 nay cho 128k +1 véi 5<k <20. Tuy
nhién tit ca cac phép chia nay déu c6 s6 dw dwong. Vi vay 6700417 la s6 nguyén to. Vay F; la tich
cia hai s6 nguyén t6. Két qua nay dwgc tim ra bdi Euler vao nam 1732.

Cac wdc sO nguyén to cia Fy phai c6 dang 256k +1. Udc s6 dau tién dang nay nhin dwoc khi
k =1071 va d6 la 274177 . Do d6 F, 1a hop so. Két qua nay dwgc Landry tim ra nam 1880. C6 thé
chitng minh F; ciing la tich cta hai s6 nguyén to giéng nhw F;. Cac wéc s6 nguyén to ciia F, phai
c6 dang 512k +1. Uéc s6 dau tién ng voi k =1165031037646443 dwoc tim ra bédi M.).Morrison va

J.Brillhart ndim 1975 vé&i sy hd trg' cia may tinh IBM 360/91. Nhan tir kia ciing 1a s6 nguyén t6.
Trwédc do, ndm 1905, J.C.Morehead da chirng minh F, 13 hop s6 bang cach st dung Dinh Iy 6 muc

5. Cac wéc sO nguyén to cia F; c6 dang 1024k +1. Uéc s6 dau tién cé dang nay Gng véi
k =1208689024954 duoc tim ra béi R.P.Brent ndm 1980. Trwdc d6, nam 1908, J.C.Morehead va
A.E.Western da chirng minh F, 1a hop s8 bang cich st dung Dinh Iy 6. Sau d6 nim 1981 Brent va

H.C.Williams da chirng minh n6 1a tich cda hai s6 nguyén t6. SO F, 1a hgp s6. Western da tim ra vao
nim 1903 s6 2"k +1 véi k =2°-37 1a wéc s6 nguyén t6 ctia F,. S8 F,, 1a hop s6 dwoc phat hién
b&i J.L.Selfridge ndm 1953. Vé&i sw hd tro clia may tinh dién tt SWAC 6ng ta di tinh dwoc
22.11131+1 13 mdt wéc s§ nguyén t§ cha né. Mot wéc s6 nguyén t§ khac cha s6 nay 1a
24.395937 +1 dwoc tim ra béi J.Brillhart nim 1962 véi sw hd tro ciia may IBM 704.

Bai toan tim diy cac wéc s6 c6 vé dé dang hon.

Nim 1899 Cunningham tim ra hai wéc s6 nguyén t6 ctia F,, 13 2°-39+1 va 2°-119+1. B6n wéc
s6 nguyén t6 ctia F,, da dwoc tim ra 1a: 27 +1 tim ra bé&i Pervouchine va Lucas nim 1877; cac

wée s8 2'°-397+1 va 2°.973+1 tim ra béi Western nim 1903; wéc s6 2 -11613415+1 tim ra
b&i Hallyburton va Brillhart nam 1975.

S0 F, da dwoc chirng minh la hop s0 béi G.A.Paxson va F, baiJ.L.Selfridge va Alexander Hurwitz,
nhuwng chwa cé wéc s6 nguyén té nao cia cac so6 nay dwgc tim ra. Gin day ].R.Hallyburton va
J Brillhart d3 tim ra wéc s6 2'°-41365885+1 ctia F,.S6 F. dwoc chitng minh hop s6 nim 1925

béi Kraitchik. Ong ta tinh dwoc 2°*-579+1 1a mét wéc s6 clia né. F dwoc chirng minh 1a hop s6
béi Selfridge nim 1953. Str dung may SWAC 6ng ta tinh dwoc wéc s6 2'° -1575 + 1 ctia né.

K&t qua sau cuing nay quan trong vi né cho cau tra loi pha dinh cho gid thuyét néi rang tit ca cac
phan t& cda day 2+1, 2241 27 +1, 2222 +1 22222 +1, ... déu la so nguyén td. That vay s6 Fj
(c6 19729 chir s6) 1a phin ti thi 5 cta day.

Cau hoi F, c6 phai la hgp s6 hay khong méi dwoc tra 1oi gan day. Nam 1980 G.B.Gostin da chi ra
né chia hét cho 2'°-59251857 +1 S6 F,, 1a hop s6. Nam 1903 Western tim dwoc wéc s6 nguyén t6
2”°.13+1 cta n6. S6 F, ciing 1a hop s6. Nam 1962 Riesel tim dwgc 2°-33629+1 1a wéc s6
nguyén to cia né. Ta chwa biét F,;, F,, c6 phai la s6 nguyén t6 hay khong. Nam 1963 Wrathall chi
ra F,, 1a hop s6 va no chia hét cho 2%°-534689 +1. Niam 1878 Pervouchine chira F,, chia hét cho

s6 nguyén t6 2% -5+1. V4y ta da biét 84 s6 Fermat 13 hop s6 v6i
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n=56, 7, § 910,11, 12,1314, 15,16, 17, 18,19, 21, 23, 25, 26,27, 29,30, 32, 36,
38, 39, 42, 52, 55, 58, 62, 63, 66, 71, 73, 75,77, 81,91, 93, 99,117,125, 144,147,150,
201,205, 207, 215, 226,228, 250,255, 267,268,275, 284,287, 298, 316, 329, 334,
398, 416,452,544,556, 637, 692, 744, 931,1551,1945, 20232089, 2456, 3310,4724,
6537,6835,9428, 9448, 23471

(Keller [1], [2], [3]). S6 Fermat 1én nhat 1a hop s6 da dwoctimrala F,,,;, . S6 nay cé wéc s6 nguyén
t6 2°*"°-5+1. S8 cac chit s6 clia F,y,,, 1a 16n hon 10", Tinh huéng twong tw dwoc trinh bay
trong muc 3 va tinh chia hét cling dwoc thyc hién theo cach do.

bE kiém tra F, c6 chia hét cho M hay khong d4u tién ta ky hiéu t 1a s6 dw nhan dwoc khi chia s6

nguyén t cho M. Ta dinh nghia day r, (k=1,2,...,) béi didu kién

IF1:22’ rk+1=rk2' k=12,..

Dé dang chirng minh bang quy nap m| 2% r. voi K=12,.... Hé qua 1a dé biét F, ¢4 chia hét cho

n

M hay khong ta chi cin tim xem r, +1 c6 chia hét cho M hay khéng.

Ta chwa chirng minh dwoc ton tai vo han sé6 Fermat la hop s6, hodc chirng minh c¢6 it nhat mot s6
Fermat > F, 1a hop s6. Cac sw kién & trén dan téi gid thuyét néi rang moi s6 Fermat > F, déu 1a
hop sé.
St dung Pinh ly 5 suy ra cac wéc s6 nguyén t6 clia cac s6 Fermat déu c6 dang k-2" +1 véi k,mla
cac sO tw nhién. Ta di nghién ctru van dé khi nao thi cic s6 dang nay l1a s6 nguyén t6. Néu k =1 thi
2" +1 1a s6 nguyén t8 khi va chi khi n6 1a s6 Fermat. Hé qua 1a ta biét chi ¢4 5 s6 nhw vy &ng v&i
m=12,4,8,16. S6 nho nhit & dang nay ma ta chwa biét n6 c6 phai s6 nguyén t6 hay khéng la
27 +1. Hé qua 13 ta méi chi biét c6 4 s6 c6 dang 2-2" +1 12 s6 nguyén td &ng véi m=1,3,7,15.
Tuy nhién ta da biét 24 s& nguyén t6 c6 dang 3-2" +1 rng véi

m=1, 2,5, 6, 8,12,18,30, 36,41, 66,189, 201,209, 276, 353,

408,438, 534, 2208, 2816,3168,3189,3912

Ta méi chi biét c6 3 s6 nguyén td ¢6 dang 4-2" +1 G¢ng véi m=2,6,14. Ta da biét 17 sd nguyén td
c6 dang 5-2" +1 tng véi
m=1, 3, 7,13, 15,25, 39,55, 75,85, 127, 1947,3313,4687,5947, 13165, 23473

Vé&i moi s6 tw nhién k <3061 ta biét it nhat mot s& tw nhién M ma K-2" +1 13 s6 nguyén t6. Véi
k=3061 thi k-2"+1 1a hop s6 véi moi m<17008 (Robinson [2], Cormackand Williams [1],
Baillie, Cormackand Williams [1], Jaeschke [1], Keller [1]). Mt khac c6 thé chirng minh t6n tai v6

han cac s tw nhién k ma k-2" +1 1a hop s6 véi m=12,... (bai tap 3). Véi n=39 va n=207 ta
c6 3-2"? +1|F,.Véi n=5, 23, 73,125,1945, 23471 ta c6 5-2"? +1|F, vado d6 5-2"° +1| F, v&i
n=36 va 3310. Néu véi cac s6 c6 dang k-2" +1 dit k=m=n thi ta nhan dwoc cac sé Cullen
C,=n-2"+1(Beeger [2]). AJ.C.Cunningham va H.J.Woodall [1] d4 chirng minh rang moi s& Cullen
C, véi 1<n<141 déu la hop sd va c6 cac wdc s6 nguyén td nhoé. Tuy nhién C,,, 1a sd nguyén to
(Robinson [2]).

Bai tap. 1. Chirng minh rang néu M 13 s6 tw nhién # 3 thi 2" +1 khong phai liiy thira véi s6 mii
16n hon 1.
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Chirng minh. DAu tién ta chirng minh rang néu M 1a s6 tw nhién =3 thi 2" +1 khong phai binh
phwong mot s& tw nhién. That viy néu 2" +1 = n®, v&i N 14 s6 tw nhién thi N 16 va >1 hon nita >3
vi N=3 suy ra m=3 mau thudn véi giad thiét. Do dé6 2" = n’—1= (n —1)(n +1) vl vay
n—1=2% n+1=2"" v6i k 1a s6 tw nhién nim giita 1 va m, k<m—k. Vivay 2"* -2 =2 vo Iy
vi k>1.Giast m=3 va 2" +1=n° v6i S 1 s6 tw nhién >2. Vi 2" +1 khong phai binh phwong,
s 18. Hé qua 2" =n*~1=(n-1)(n"*+n*?+...+n+1) vd Iy vi nhan t& tht hai la tdng ctia 1é s 1¢
nén no cling la s6 1é >1. biéu phai chirng minh. o

2. Chirng minh cac s6 Fermat m = 27 +1(n =0,12, ,) thoaman m|2" - 2.

Chitng minh, V&i moi s8 nguyén n>0 ta c6 N+1<2" suy ra 2"*|2°

va hé qua la
27" -1 22" _1 vavim=27 +1| 27" 1 suyra m| 22" 1 viyhéquala m|2"-2. o

Ghi chu. Két qua trén chirng t6 cac s6 Fermat 1a hop s6 déu la s6 gia nguyén t6 (Chwong 5 muc 7).
C6 thé chirng minh néu véi s6 tw nhién k s6 m=2“+1 théa man m|2™ —2 thi M 1a s§ Fermat
(Jakobczyk [1] trang 122 DPinh ly 10).

3. Chirng minh rang ton tai v han s8 tw nhién k ma véi moi s6 k-2"+1 déu 1a hop s6 véi moi s6
tw nhién N.

Chirng minh. Ta da biét F, la cac s6 nguyén t6 véi m=0,1,2,3,4. Hon nita F; la tich cta hai s
nguyén t6 la 641 va p véi p> F,. Theo dinh 1y s6 dw Trung Hoa suy ra ton tai vo han so6 tw nhién
k théa man

(18) k zl(mod(232 —1)641) va k=-1(mod p)

Ta sé& chirng minh néu K 1a s6 tw nhién nhw vy va lén hon p thi tdt cd cacsé k-2"+1, n=12,...
1a hop s6. Gid st N=2°(2t+1) véi S 1a mot trong cac s6 0,1,2,3,4 vat 1a sé nguyén tuy y >0,
Theo (18) ta c6 k-2"+1= 27 +1(mod 2% —l) vavi F[2%-1 va F |27 11 suy ra s
k-2"+1 chia hét cho F, valén hon p>F,,sd nay 1a hop s6. Dat n=2°(2t+1) véi t=012,...,
theo (18) ta c6 k-2"+1=2"®" +1(mod641) va vi 641|2% +1|2° @Y 11 ta suy ra s6 k-2"+1
chia hét cho 641. Nhung s6 nay 1é6m hon 641 nén né 1a hop s8. Bay gior xét treomg hop N chia hét
cho 2° nghia 1a N=2°t véi t=12,.. Theo (18) ta c6 k-2"+1=-2°"+1(mod p). Nhung
p|225 +1| 27 -1| 2%t 1 suy ra K-2"+1 chia hét cho p valén hon P nén né 1a hop s6. Vay
k-2"+1 1a hop s6 véi moi N=1,2,... (Sierpinski [28] va Aigner [1]). o

4. Tim t4t ca cac s6 nguyén t6 c6 dang N" +1 v&i N 1 s6 tw nhién va khong c6 qua 300000 chir s6.

Loi gidi. Chi ¢6 3 s6 théa man. P61a 1' +1=2, 2°+1=5 4" +1=257. That vy néu n"+1 v4i n
1a s8 tw nhién 12 s8 nguyén t5 thi N khong c6 wéc s61é >1 va do d6 n=2 véi K 12 s§ tw nhién.
Nhung khi d6 n" +1=2% +1 suy ra K khong c6 wéc 618 >1 va do d6 k =2° véi S 1a s6 nguyén
>0.Vivay n"+1=F, .Dodévéi =0 tanhin duwoc F, =5,véi s=11a F,=257,v6i S=2 va
s=3 thi F, vaF, 1a hop s, véi S=4 ta nhin dwoc F,, > 22° > 2 nhung s6 nay c6 nhidu hon

300000 chir s6 (Sierpinski [20]).

5. Tim t4t ca cac s6 nguyén t8 c6 dang N” +1 ma khong c6 qua 10°° chir s6.
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v " N\ L 2 7 - N 7 "~ A
Lvi gidi. Chi c6 hai s6 nhu vy 1a ' +1=2, 2° +1=17 . Chitng minh trong tu bai ton trén. P4u
tién ta chirng minh néu N>2 va sd n" +1 13 nguyén t§ thi n=2% véi S 13 s8 tw nhién. Khi d6
nN" +1=F . . véi s=12 ta nhan duwoc cic hop s6 F,,F,;, véi S=3 ta nhan dwoc Fy, co
2° " +s

nhigu hon 10°*° chit s6. Vay néu khong ton tai s6 nguyén t6 c6 dang N" +1 v&i N> 2 thi ton tai vo
han s6 Fermatla hop s6. o

6. Chting minh riing trong cic s6 2° +3,n=12,...,, ¢6 vd han hop s.

2K
Chiing minh. Ta chtng minh cic s6 2° +3 véi k=12,..., déu 13 hop s6. That vdy ta da biét
véi moi s8 tw nhien k ta déu c6 2*=3l+1 v&éi | 1a s8 tw nhién. Vi vay
21
2" +3=2""+3=4(2")" +3=4+3=0(mod7). Nhung do véi moi s6 tu nhién K thi sg

sz )

22k+1

2° +3 >7 dodénélahopsé. o

Bai toan hoi riang trong cac s6 ¢6 dang 2° +3 c6 vo han s6 nguyén t6 van 1 cau hoi mé.
7 . v N 2 7 N 2n A \ ~N
7. Chirng minh rang tit ca cacsd 2° +5 n=12,..., déula hop sd.

Chirng minh. T4t ca cic s6 nay chia hét cho 3. o

5. Piéu kién cin va du dé€ mot s6 Fermat la s6 nguyén t6

Pinh ly 5. S6 Fermat F. v&i N la s6 tw nhién la s6 nguyén t6 khi va chi khi F, |3F 24,

n
Chirng minh. Ky hiéu N 1a sé tw nhién.

F,-1)/2

Gia st F, |3( +1 thi F, khong chia hét cho 3. Gid st p la wéc s6 nguyén td (khac 3) bat ky
ciia F,. Ky hiéu & lacdpcaa3mod p.Vi p|3"*—1suyra §|F,-1=2% .Néu & < 2% this = 2*
véi K 14 s8 nguyén khong am < 2". Hé qua la 2|27 =(F,-1)/2 do d6 &|(F,—1)/2 va vi vay
do p|3° -1, p| 372 _1 nenwi p|F, taco p| 32 19 suyra P|2 vy p=2.Diéunaylavély
vi p|F, va F, 1&.Vay 0= 2% Nhung ta d4 biét 5| p—1 suyra p= 27k +1 véi k 128 tw nhién.
Tirday suyra p=22 +1 vavi p| F néntacoé F,=p chingtd F 1a s nguyén td. Diéu kién du
dwoc chirng minh. D€ chirng minh diéu kién can ta chirng minh bd dé sau day

B& dé. Néu p la s6 nguyén t6 c6 dang 12k +5 thi p|3° ™% +1,

Chirng minh b6 dé. Néu p 13 s6 nguyén t6 va p =12k +5 thi theo tinh chat ctia ky hiéu Legendre
-1

, 3
ta cé [gj = [?j =—1 suy ra theo tinh chit 5 cua ky hiéu Legendre thi (—J(gj =1 vahéquala
Y

(Ej =-1dodé 3"V = —1(mod p) .Vay p| 3PY2 11 pidu phai chrng minh. o
p

Xét sO tw nhién N. S8 F = 2% +1 ¢6 dang 12k +5 vi véi moi s8 tw nhién N ta c6 2" =2m va dé
dang ching minh bing quy nap 4" =4(mod12) v&i moi M=L12.. va hé qua la
F,=4"+5=5(mod12) nghia 124 F, =12k+5 va néu F, 1a s6 nguyén t3 thi theo b8 dé

F, | 3R, Dinh ly dwoc chitng minh. o
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T Pinh 1y 5 suy ra néu F, 1a s6 nguyén t6 thi 3 1a cdn nguyén thiy cua F, . Chitrng minh diéu nay
nhan dwgc véilwuyla 3 ¢ cdp F, —1mod F, dwoc suy tryc tiép tir chitng minh Dinh 1y 5. Ap dung
binh 1y 5 ta c6 thu tuc hitu hiéu dé kiém tra xem mot s6 Fermat F, c6 1a s6 nguyén t6 hay khong.

Ky hiéu t 1a phan dw nhan dwoc khi chia s6 nguyén t cho F,  va dit

n

=3, r,=r’ k=12,..

Bing quy nap ta chirng minh dwoc F, |32k71 —1, voi moi kK=12,... Vi vay véi k=2" ta c6

F,-1)/2 < 3A (Fa-1)/2 " /s
F, |3( V2 _ I, Tl day suy ra 3 +1 dong dw véi r, +1mod F, .

Bang phwong phap nay ta chirng minh dwoc cacs6 F,, R, F;va F, lahops6.S6 F, c6 39 chir s6
vi vay dé tim dwoc s6 I, +1=1, +1 bdng cach ap dung thii tuc & trén ta can tinh vai trdm phép
tinh véi ba mwoi binh phwong cac s8 tw nhién, mdi s6 cé it hon 39 chit s6. Hon nita cac binh
phwong nay can phai dem chia cho F, (c6 39 chit s6). Sw phirc tap clia cic phép tinh nay khong
phai van dé 1é6n d6i véi cac may tinh dién ti, nhwng vao nam 1905 (nghia la khi Morehead tim
dwoc két qua nay) thi lwgng tinh todn thi congla vé cung lon.

Phwong phap twong tuw ciling dwoc ap dung dé chira F;, F; va F, 1ahop sé.

Phwong phap trinh bay & trén khong cho thém thong tin vé cic wéc s6 nguyén td cla cac sd dwoc
xét cling nhw cach phéan tich ching thanh tich cda hai thira s6 >1. Day la ly do vi sao chiing ta chwa
c6 nhitng phan tich thanh thira s6 ctia F, .

S6 Fermat tiép theo 13 F,; c6 hon 300000 chir s6, cic tinh todn md ta & trén trong truedng hop nay
yéu cau hon mot triéu phép chia cac s6 c6 hon vai trdm nghin chit s6, mbi s6 déu c6 nhiéu hon
300000 chir sé.

Bai tap. Tim wéc s6 nguyén t6 nho nhat cta 127 +1,

Lei gidi. Theo Dinh 1y 4 thi cic wéc s6 nguyén td cha 127" +1 ddu c6 dang 2°k +1 véi K 156 tw
nhién. Hé quala p=2°+1=F,. Vi F, 1as6 nguyén t3 nén theo Pinh 1y 5 ta c6 F, |3215 +1.Vivay
3 =-1(modF,). Nhung theo dinh 1y nhé Fermat ta c6 2° =2%"'=1(mod F,) suy ra
47" =1(modF,). Vivay 12° =3* -4 =—1(modF,) do dé F,|12%° +1. V4y ta thiy F, la wécsé
nguyén t6 nhé nhit cla 12%° +1, hon nita s6 nay > F, vavivay né 1a hop sd.

Ta chwa biét c6 ton tai vo han hop s6 c¢6 dang 12% +1 véi n=1,2,..., hay 1a trong s6 d6 c6 vo han
cac sO nguyén td hay khong.



CHUONG 11

BIEU DIEN CAC SO TU’ NHIEN THANH TONG CAC LOY THU’A BAC k KHONG AM
1. Téng cua hai binh phwong

Pinh ly 1. S6 tw nhién N la téng ctia hai binh phwong khi va chi khi trong phdn tich thanh thira sé
nguyén té ctia N thi cdc s6 nguyén t6 cé dang 4K +3 déu c6 s6 mil Ié.

Bo dé. Moi s nguyén té'1é p la wéc sé cuia téng hai binh phwong nguyén té cung nhau déu c¢é dang
4k +1,

Chirng minh b6 dé. Gia st a,b 1a 2 s§ nguyén nguyén t6 cing nhau va sé nguyén té 16 p thoa
man p|a’+b?. Thé thi a° E(—l)(p_l)/2 b**(mod p); suy ra a*™* E(—l)(p_l)/2 b**(mod p). Nhung
vi (a,b) =1, cic s6 a,b khong chia hét cho P, suy ra theo dinh ly Fermat nhd ta co
a"'=b*'=1(mod p); hé qua la (-1)"™"” (P2 1 vj

El(mOd p): ma p>2 Suy ra (—1) vay
(p—1)/2 chdnnén p c6 dang 4k +1. o

Chirng minh dinh ly. Gia st N 1a téng hai binh phwong

(1) n=a’+b?

Xét phan tich thanh thira s6 nguyén td

2) n=q"q;"...q5"

Gia st p 1a wéc s6 nguyén t5 c6 dang 4k+3 cta n. Ky hiéu d =(a,b),a=da,b=db véi
(ai, bl) =1. Theo (1) thi d*|n,vado &6 n=d’n,, véi n, 1as6 tw nhién. Gia sir s6 mii clia P trong
phan tich (2) 1alé thivi n=d’n, tacé p|n =a° +b’, mau thuin véi bs dé. Ta di chitng minh
xong diéu kién cin.

Pé chirng minh diéu kién du cha y ring khéng giam téng quat ¢ thé gia st n>1.Tacé 1=1'+07,
Gia str (2) 1a phan tich thanh thira s6 nguyén t6 cia N. Ky hiéu M 13 s6 tw nhién nhé nhit ma binh
phwong ctia né 13 wéc s§ cia N . Khi d6 n=m?k , véi k bing 1 hoic 1a tich cia cac s§ nguyén t&
khac nhau ma khong cé s6 nao c6 dang 4k +3.Vi 2=1°+1° va theo Pinh ly 9 Chwong 5 thi cac s6
nguyeén to nay la téng cda hai binh phwong.

T déng thirc (az +b? )(C2 +d 2) =(ab+cd )2 +(ad - bC)2 suy ra tich cua hai (va do d6 hitu han) s6
tw nhién ma moi s6 1a téng hai binh phwong thi cling 1a t6ng clia hai binh phwong. Hé qua 1a k 1a
t6ng hai binh phwong. Do d6 kK =u? +V?, suy ra N =m’k = (mU)2 +(mv)2 .

biéu kién di dwoc chitng minh. o

Mot van dé duoc ditrala c6 bao nhiéu cach biéu dién mot s6 tw nhién thanh téng hai binh phwong

nhw vay. Cau tra 1&i c6 trong Chwong 8 muc 9.

Hé qua. S6 khéng phdn tich dwoc thanh téng hai binh phwong nguyén thi ciing khéng phdi téng hai

binh phwong hitu ty.

Chirng minh. Néu N 1a s6 tw nhién khong phai tong hai binh phwong thi theo Pinh 1y 1 suy ra

trong phan tich thanh thira s6 nguyén t6 ctia N c6 s6 nguyén td p c6 dang 4K +3 véi s6 mii 1é. Gia
Il

2 2
st n:(—j +[—j veéi m,m, la cac s6 ty nhién va |,l, la cic sO0 nguyén. Khi do
m m

(mm, )2 n=(Im )2 +(Im )2 .Nhuwng p phai cé s6 mii 1é trong phan tich thanh thira s6 nguyén t8 cla
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vé trai cia dang thirc va do d6 theo Dinh ly 1 thi vé& trai khong thé phan tich thanh téng hai binh
phwong nhw trong vé phai. Mau thuan suy ra hé qua dwoc chirng minh. o

E.Landau [1] d3 ching minh ring néu f (X) ky hiéu s8 cac s6 tw nhién <X 1a tdng cta hai binh

X
phwong thi f (X) : r tién t&i mot gi¢i han dwong hiru han khi X tang v6 han.
0g X

Biéu dién n=x*+Yy?, véi X,y 13 cic s6 nguyén 0<x <y, va n<10000, dwoc trinh bay béi A.van
Wijngarden [1]. S6 cach phan tich N thanh téng hai binh phwong véi N <20000 dwoc trinh bay
b&1 H.Gupta [2]. V&i moi s6 nguyén t§ p <10007401 c6 dang 4K +1 thi bang cac phan tich nhu vay
trinh bay bé&i Kogbetlianz va Krikorian [1].

Bai tap. 1. Tim diéu kién can va di dé s6 hiru ty 1/ m c6 thé biéu dién thanh téng binh phwong hai
s6 hitu ty.

Lo gidi. Diéu kién can va da 1a Im 1a téng cda hai binh phwong nguyén.

2 2
Luu y néu %:(r‘ln_llj +(rln—22] thi Im(mm, )’ =(mmyl,)* +(mmL,)*.

I (a) (bY
Mat khac Im=a?+b? suy ra — :[_J +[_j
m m m

Ghi chi. Tl bai tip 1 va Pinh ly 1 suy ra phan s& tdi gian | /m, véi |, m 13 cac s6 tw nhién, 13 téng
ctia hai binh phwong hitu ty khi va chi khi méi s6 I,m déu 1a téng ctia hai binh phwong nguyén.

2. Chirng minh rang néu s8 hiru ty r # 0 1a téng hai binh phwong hitu ty thi c6 v6 han cach biéu
dién s6 d6 nhw 1a tong hai binh phwong hitu ty dwong.

Chitng minh. Gia st ¥ =a° +b°, v6i a,b 13 cac s6 hitu ty khac 0. Khong giam téng quat c6 thé gia

K2—1)a—2kb) ((k2-1)b+2ka )
1)a-2 ]{( 1) +2a} .

k?+1 k?+1

str a,b dwongva a>b . Véi moi sé tw nhién K ta co l’((

mot biéu dién cta r thanh téng hai binh phuwong cic s6 hitu ty. Néu k=3, ta c6

2
3k? -8k =3k(k—3)+323, suy ra kz—klzg>E va do d6 n=al+b’ k=34,.,m+2,
a
(k*-1)a—2kb ) ,
a, = 21 >0. Hon nita dé dang chirng minh ddy a, ting theo K. Vi viy cac s6 a, la
+

phan biét va véi K =3 thi cac s6 ndy dwong. Vay véi K>3 ta c6 thé biéu dién I thanh téng hai
binh phwong httu ty dwong khac nhau. Ta thdy I c6 vo han cach biéu dién nhw vay. Bay gio gia st
r=a®, véi a 1a s6 hitu tj. Vi r=0, ta c6 thé gia st a>0. Véi s6 tw nhién Kk ta c6

2
(k2 —1)3. 2ka 2
= + .Ro rang a, =(k*—1)a/(k®+1) ting theo k . H& qua 1a ton tai v han
[m}(mj g 8, = (K ~1)a/ (K" +1) tang theo k . He qui Ia ton tai vo
biéu dién ctia I thanh téng hai binh phwong hitu ty dwong. o

3. Gid sit M 12 s8 tw nhién. Tim s6 tw nhién N c¢6 it nh4t M biéu dién thanh téng hai binh phwong
tw nhién.

Loi gidi. Dit n=2a%, véi a=(32+1)(42+1)...((m+2)2+1)_ s6 a/(k*+1) 1a tw nhién véi moi

2 —
k? -1 ) 2ka1 (k=3,4,...,.m+2) clng la s6 tw nhién.

k=3,4,..m+2 Héquilacicsé a, =——a;n =——
# 4 K241 K+
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k2-1 Y ( 2ka Y k?-1 2ka
Nhung ta c6 ding thic a’= ——a|+—5—|. Neu gy =——a, b =—— ta c
k=+1 ke+1 k”+1 1

2
% —2k—1a_(k2—1) -2
k?+1 k?+1

n=a’>=a’+b’ véi k=3,4,...,m+2. Nhung talaicé a, —b, =

2a
m suy ra as <a4 <...< am+2.

Vi vay cac biéu dién n= a,f +bk2, k=34,....m+2, déu khac nhau va c6 M biéu dién tit ca. Do dé N

A=34,.m+2vaa =a-

c6 tinh chit yéu cau. Cung lic ta da chirng minh dwoc véi moi s6 tw nhién M thi ton tai it nhat m
tam giac Pythagoras phan biét c6 tinh chit trong gia thiét.

4. Cho trwdc biéu dién N thanh téng hai binh phwong. Tim biéu dién twong tw ctia 2n.
Léi gigi. Néu n=a”+b’ thi 2n=(a+b)’ +(a-b)’
2. S6 cach biéu dién thanh téng hai binh phwong

Ta tinh s8 cach biéu dién mot s6 tw nhién thanh téng clia hai binh phwong. Néu N c6 thé biéu dién
thanh tong cda hai binh phwong nghia la

3) n=x’+y?

thi N>x* va n>y?, suy ra |X| S\/ﬁ,|y| <Jn.wi vay chi cin thay céc gia tri cdia ma | X| khong
vurot qua \ﬁ vao (3) va thir xem khi nao n— x* 12 binh phwong dung. Néu n— x* 12 binh phwong
thi d3t y =++n—x* va ta nhan dwoc mot bifu dién cia N thanh téng hai binh phwong. Néu véi
moi X thi N—X* d&u khéng phai binh phwong thi biéu dién nhw vy 1a khéng ton tai. Ta chi cin xét
trieomg hop X dwong vi ddu ctia X khong anh hwdng téi gia tri n—X° .

Luwu y rang day n,n—1°,n—2%*,n—3%,... c6 hiéu lién tiép 1a 1,3,5,..., nghia la ddy cac sé tw nhién 1é
lién tiép. Vi du véi n=10 ta cé day 10,9,6,1. Phan ti thit hai cia day l1a binh phwong ding vi vay
taco X==11,y =43, hodc Xx==3,y =+1. C4 tit ca 8 biéu dién can tim. P4 1a

10 = 2432 = 12 4(=3) = (= 1) +3 = (= 1) +(=3) = 32 +1?
= 324 (=12 = (=32 412 = (=3P +(= 12

Xét n=25.Ta c6 diy 25,24, 21,16,9,0. & day 25,16,9,0 la cac binh phwong. Vi vay ta c6 12 biéu
dién théa man.

Ky hiéu 7(n) 1a 8 tit ca cac biéu dién ctia s6 ty nhién N thanh téng hai binh phwong. Hai bidu
dién 1a khac nhau ngay ca khi chting sai khac mot hoan vi. Ta c6

t(l)=4, 1(2)=4, (3)=0, 1(4) =4, 1(5) = 8§,
1(6)=0, (7)=0, t(8)=4, 1(9)=4, 1(10)=8.

Trong muc 5 Chwong 5 ta da biét mdi s6 nguyén t6 c¢6 dang 4k +1 déu c6 thé biéu dién duy nhat
(sai khadc mot hoan vi) thanh téng cua hai binh phwong. Suy ra véi moi s6 nguyén t6 p cé dang

4k +1 thita cé 7(p)=8.
Lap luan & trén suy ra véi moi s6 tw nhién N tacé 7(n) < 4n .
Bai tap 3 muc 1 suy ra khong c6 chan trén ctia T(n).

Bay gi¢r ta tinh tong
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“4) T(n)=r(l)+r(2)+...+z'(n)
S8 (k) 1a s6 nghiém nguyén ctia phwong trinh x*+y? =k vivay T(n) la s6 nghiém cta
(5) 0<x*+y*<n

Ta chia cac nghiém cuda (5) thanh cac 1&p ma hai nghiém thudc cing mot 16p khi va chi khi cac gia
tri X 12 bing nhau. Ta tinh s& nghiém trong méi 16p. Néu x =0 thi theo (5) y c6 thé nhan cac gia

tri nguyén ma y® <n, nghia la |y| <Jn.cs 2[\/5} kha ndng nhw viy. Néu x =k # 0 thi theo (5)
ta phai c6 k?<n; do d6 |k|£ n va y><n-k?, suy ra |y|$ﬁ. Cé 1+2[M} s6 nhw
vay (1 c6 thé thém vao khi y =0). Vi kK nhan moi gid tri +1,+2, i[ﬁ ] va cac ddu + khong anh
hwéng téi gia tri ctia k?, nén

]

2[Vn]+ 2 (1+2[W}) = 4[] + 4%[\/@}

k=1

do do

(6) T(n):4z[ n_kﬂ
Vi vay ching han véi n =100 ta c6
T(100) = 4([/100]+[/991+[/961+[v91 1 +[/B41+[/ 751+

+[V641+[/511+[V/361+[19]) =4(10+9+9+9+9 +8 +
+84+7+6+4) = 316

Tong (4) c6 mod ta hinh hoc kha don gian. Ta da biét 1+T (n) la s6

.
e e e e -

cac cip s6 nguyén ma x*+ Yy <n, sé nay bing véi s6 cac diém c6  ,
toa do nguyén trong mit phang (diém nguyén) chitra trong hinh tron ~ «

C v6i tdm 1a (0,0) va ban kinh Jn . Bay gi¢ véi mdi diém nguyén
ta xét hinh vuéng nhan né la tam va cac canh song song véi cac truc _,
toa do va dién tich Ia 1. Dién tich P bi pht béi cac hinh vuong nhan , .
dwoc tlr cac diém nguyén khong nam bén ngoai C bang vdis6 diém . . .
dé, tic 1a 1+T (n) . Hinh tron C, véi tdm (O, 0) va ban kinh =+ « -«

L]

ol

-
.
- .- . - » . .
.
- - — - e
-
.
-
L
.

. - » . . . - .
.

\/ﬁ+$ chtra cac diéem bi phu béi hinh vuéng tng véi cac diém = * * *

clia hinh tron C. Vi 1/4/2 1a khoéng cach 16n nhit gitra mot diém nam trong hinh vudng dién tich

2
i 7 7 A 4 2 = A e 2 Y \ N\ " 1
1 t&i tdm cua n6 do d6 dién tich P nho hon dién tich cta hinh tron C,. Vivay P < n(x/ﬁ+—] .

J2
1 . ) n
— la nho hon P, nén

NA

Mit khéc dién tich ca hinh tron C, véi tim (0,0) va ban kinh vn -

2
P>T{\/ﬁ—ij . Vivay tir dang thirc P=1+T(n) suyra

2

(7) n(\/_—%jz—l<T(n)<n[\/ﬁ+%jz_1
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x A 1 <
Luuy n\/g<5 va véi moi so tw nhién n,O<§n—1<1S«/ﬁ.Vlvay

2
n(\/ﬁjt%) —1:nn+n\/§x/ﬁ+%n—1 <nn+6«/ﬁ

2
n(«/ﬁ—%j —1:nn—n\/§x/ﬁ+%n—l>nn—6x/ﬁ
Theo (7) ta c6 mn—6n <T(n)<nn+6x/ﬁ, suyra T(n)—mn|< 6/n véi moi s6 tw nhién N, suy
ra

T(n)

— -7
n

6

(8 7

\ \ - T(D+7(2)+..+7(n) T . \
Tw (8) va (4) suy ra Mn " =7 nghia la gia tri trung binh ctia ham T(n) la .

Do d6 m 1a gia tri trung binh ctia s6 cach biéu dién mot s6 tw nhién thanh téng hai binh phwong.
Ta c6 T(100) =316 nghia 1a mét s8 tw nhién khéng 16n hon 100 c6 trung binh 3.16 cach biéu

dién thanh téng hai binh phwong. Twong tw theo (6) ta tinh dwgc T(400)=1256 suy ra

T(400)/400=3.14 va T (1000) = 3148 suy ra T (1000)/1000=3.148. Theo (6) T (N) c6 thé tinh

véimoi N (cac tinh todn co thé rat dai), va tir (8) ta c6 phwong phap tinh véi sai s6 cho truée.

Tir (8) ta 6 [T (n)—nn|<64/n véi moi s6 tw nhién n.

Nam 1906 toi (Sierpinski) da sir dung phwong phap cia Voronoi dé€ chi ra ton tai hang s6 A thoa

man |T (n)—nn| <A§/ﬁ (Sierpinski [1]). K&t qud manh hon dwgc tim ra béi Van der Corput va

nhitng ngwdi khac. KEt qua tot nhit téi nay c6 trong Ivic [1].

& trén ta da tinh s6 diém nguyén chira trong hinh tron tam (0,0). Nim 1957, H.Steinhaus [1] dit

ra bai tap sau: chitng minh rdng v&i moi sé tw nhién N thi luén tdn tai hinh tron chita diing N diém
. 1 ' .

nguyén. Ta sé chirng minh néu p = («/E, gj thi véi moi s6 tw nhién N ludn ton tai hinh tron C_ véi

tdm P chira ding N diém nguyén bén trong.

That vay, gia st hai diém (X, Y;) va (X,,Y,) phan biét va cach déu p.

a2 +( 5] =(u-2) ¢ 1.1

3

2
Suy ra 2(X2 —><1)x/§=x§+y§—Xf—yf+§(y1—yz)

’ 2
Vi/2 lasBvoty, x,—x, =0, suyra y22—yf+§(y1—y2)=0,védo do (yz—yl)(y2+y1—§]=0.

2 N \ \ 7 ~ Py Py 2 \ \
Nhung y, + Y, -3 #0viy, vay,lacacsdnguyén, héquala y,—-y,=0.Suyra X, =X, va y, =Y,
mau thuin véi gia thiét cac di€ém nay 1a phan biét.
Ky hiéu N 1a s6 tw nhién tuy y. R6 rang moi hinh tron C vé&itdm P va ban kinh dd 16n chiva nhiéu
hon N diém nguyén. Hon nita s6 diém nguyén chita trong C 13 hitu han. O trén ta d3 chitng minh
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khoang cach tir p t&i cac diém nguyén déu phan biét, nén ta c6 thé sp xé&p cac diém nguyén nam
trong C theo day p,, P,,..., P, Py.ys--- Ung voi cac khodng cach tang dan tir cac diém doé toi p.
Ky hiéu C, 1a hinh tron tim P va ban kinh bang khoang cach tir p,,, téi p. R rang cic diém
nguyén chira trong C, la p,, p,,..., p,. Do d6 hinh tron C, c6 tinh chit yéu cau. Dinh ly Steinhaus
dwoc chirng minh.

C6 thé chirtng minh khong cé di€ém nao trong mat phang véi toa dd hitu ty co tinh chat: véi moi sé
tw nhién N thi luén ton tai hinh tron nhdn diém dé lam tdm va chiva diing N diém nguyén (Sierpinski
[19] trang 26). Mat khac c6 thé chirng minh v&i moi s6 tw nhién N thi lu6én tén tai hinh tron c6 tim
c6 toa do hiru ty va chira ding N diém nguyén bén trong. H.Steinhaus da chitrng minh rang v&i moi
sO tw nhién N thi luén ton tai hinh tron véi dién tich N chira ding N diém nguyén bén trong. Tuy
nhién chitrng minh diéu nay kha khé. C6 thé chirng minh rang véi moi s tw nhién N thi ludn ton tai
hinh vudng chira diing N diém nguyén bén trong (Sierpinski [19] trang 28-30).

Vé&i moi s6 tw nhién N thi trong khong gian luén ton tai hinh ciu chita dung N diém c6 toa do
nguyén. D€ chirng minh diéu nay chi cin lwu y rdang néu U,v,W 1a cic sd hitu ty théa min
UN2+v\B+ W5 thi u=v=w=0, va hinh cdu c6 tam la (v/2,4/3,+/5) v&i ban kinh 3 chira it
nhit mot diém nguyén. Ttr hai nhin xét ndy chirng minh dwoc quy vé treong hop hinh tron trén
mit phang. ].Browkin di chitng minh véi moi s tw nhién N thi ludn ton tai hinh 1ap phwong
(trong khong gian ba chiéu) ma chiva ding N diém nguyén.

A.Schinzel [7] da chitng minh rang véi moi s6 tw nhién N thi luén ton tai hinh tron ma trén bién ctia
né cé diing N diém nguyén. Cu thé néu n 1¢é, nghia la n=2k +1, véi k 1a s6 nguyén khong 4m thi

NP o Lot EK 2 A R g s .
hinh tron vé&i tim 5,0 va ban kinh 5° /3 ¢6 tinh chit yéu cAu. Néu N chdn, nghia la n= 2k, véi

. 1 - ’ "
k 1a sO0 tw nhién thi hinh tron véi tim (E,Oj va ban kinh 5%2/2 c¢6 tinh chit yéu cau.

T.Kulikowski [1] d& chirng minh v&i moi s6 tw nhién N thi ludn tén tai hinh cau trong khong gian
ba chidu ma trén bién ctia né chita diing N diém nguyén. Ong ta cling mé rong dinh ly nay cho céac
hinh cau chiéu cao.

Cac diém hiru ty (nghia 1a cic diém c6 toa do 1a cac s6 hiru ty) trén bién cda hinh tron cling da
dwoc nghién ctru. Ton tai dwong tron ma khong chiva diém hitu ty nao ching han x*+y* =3. C6

2 2
cac duwong tron di qua ding 1 diém hitu ty chang han dwong tron (X—\E) +(y—\E) =4 chidi
qua duy nhat mét diém hiru ty 1a (0,0). C6 dwong tron di qua ding hai diém hitu tj ching han

x? +(y —\/5)2 =3 chi di qua cac diém hiru ty (1,0) va (—1,0). Téng quat hon ta chiing minh néu

c6 ba diém hivu ty trén bién mét hinh tron thi c¢6 v han diém hiwu ty trén dé. D& dang chirng minh
rang néu c6 ba diém hitu ty trén bién hinh tron thi hinh tron dé c¢é tAm 1a diém hitu ty va binh
phwong ban kinh ctia n6 ciing 1a hitu ty. Khong gidm tdng quat cé thé gia st tAm cda hinh tron l1a
(O, 0) . Ky hiéu hinh tron 1a C. Khong khé chitng minh dwgc néu dwong tron C chira it nhat mét
diém hiru ty thi n6 ch¥ra v6 han diém htru ty. That vy néu a,b 13 cic sd hitu ty théa min

_2 _2 —
2atJ;EJr(t12 t ) y:a(l t) 2bt s i

a’+b® =r? thi véi moi s6 hiru ty t diém (X, y) véi x= G
+

hitu ty va x> +y> =r°.

Vay v&i mot dwong tron cho trude thi chi c6 cac kha nang sau: n6 khong chira diém hiru ty nao;
hodc chira ding mot diém hiru ty; hodc chira ding hai diém hitu ty; hodc chiva v han diém hiru ty.
C6 thé chirng minh rang trong truwdng hop cudi thi tip hop cac diém hiru ty tri mat trén dwong
tron, nghia la véi moi cung cia dwong tron thi déu cé it nhat mét diém hiru ty nao do.
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Sierpinski [21] d3 chirng minh néu r? 13 s6 hitu ty thi duong tron C véi ban kinh r chita vo han
diém ma khoang cach gitra ching d6i mét la hitu ty. Ttr diy suy ra véi moi s6 tw nhién N thi lu6én
ton tai dwong tron chira N diém ma khoang cach d6i mot gitra ching déu 1a s6 tw nhién.

Mot hé qua quan trong khac 1a véi moi s6 tw nhién N thi luén ton tai tip hop N di€m ma khong c6
ba di€ém nao thudc cing mot duwdng thang va khoang cach déi mot gitra chiing 1a s6 tw nhién. Pinh
ly nay lan dau dwgc chitrng minh béi N.H.Anning va P.Erdos. Chirng minh cta ho khong giéng &
trén (Anning va Erdos [1], Hagwiger [1] trang 85). Cac tac gia nay da ching minh rang néu trong
mot tap vo han cac diém trén mat phang ma khoang cach doi mot gitta cac di€ém d6 1a nguyén thi
tat ca cac diém thudc mot duwong thang (Erdos [6] va Trost [2]).

Bai tap. Chirng minh rang tip hop cac diém hitu ty trén mat phang c6 thé chia thanh hai tp hop,
mot tip c6 hiru han diém chung véi moi dwong ké ngang va tip kia c¢é hiru han diém chung véi
moi dudng ké doc.

. . . . I r
Chitrng minh. Diéu kién dwoc thda man véi tap thir nhat bao gom tat ca cac diém cé dang (E’g ,

cac phan s6 13 t6i gidn va tir s6 nguyén, mau sé tw nhién, chung théa min |||+ m < |I’|+S. Tép th
hai 13 cac di€ém con lai. o

C6 thé chitrng minh tip hop cac diém hiru ty trong khéng gian ba chiéu c6 thé chia thanh ba phan
ma modi phan chi cé giao hitu han véi moi dwong thing song song véi cc truc toa dd. Ménh dé cho
tap hop tit cd cac diém trong khong gian ba chiéu twong dwong véi gia thuyét continuum (xem
Sierpinski [13] va [22] trang 397).

3. Tong cua hai binh phwong cic s6 tw nhién

Pinh ly 2. S6 tw nhién n la téng cta hai binh phwong cdc sé tw nhién khi va chi khi moi wéc sé
nguyén té cé dang 4k +3 ctia né c¢é Idy thira chdn trong phén tich thanh thira sé nguyén té ctia n va
hodc la 2 c6 lily thira 1é trong phdn tich dé hodc la n cé it nhdt mét wéc s6 nguyén té c6 dang 4k +1.

Chirng minh. Gia st ton tai sO tw nhién la tong hai binh phwong cic s6 tw nhién va cé tinh chat: s6
d6 khong c6 wéce s6 nguyén t6 c6 dang 4k +1, va trong phin tich thanh thira s6 nguyén to cua s6
d6 thi 2 c6 liiy thira chdn >0. Gid stt n 12 s6 tw nhién nhé nhat cé cac tinh chit nay.

Vi n la tong hai binh phwong cac s6 tw nhién nén theo Dinh 1y 1 tit ca cic wéc s6 nguyén t6 cua n
ma c6 dang 4k +3 thi c6 liiy thira chdn trong phan tich thanh thira s6 nguyén t6 ciia n. Hé qua la
n=2%m? v&i m 12 s6 tw nhién 1é va s6 nguyén k >0. Vi vy ta c6 thé viét 2°m* =a® +b?, véi
a, b 1a cac s6 tw nhién.

Néu k>0 thi vé trdi ctia dang thirc nay chia hét cho 4, suy ra a,b cung chdn, nghia 1a
a=2a,b=2b, vivay 2°Ym?® =a’ +b’> <m, mau thuin véi dinh nghia cia n. Do d6 k =0 va
n=m’=a’+b*>1. Cac s6 a,b nguyén t6 cing nhau vi néu (a,b) =d >1 ta c6 a=da,,b=db,,
v6i a,,b, 1a cic s ty nhién suy ra m=dm, va m’ =aZ+b> <m* =n, miu thuin véi dinh nghia
ctia n.Vay (a,b)=1.

Nhung vi m lé va >1 (khong cé wéc s6 nguyén té dang 4k +1), nén n6 c6 wéc sé nguyén to dang
p=4k+3. Suy ra pla’+b* nén a’=-b*(mod p). Lily thira cd hai v& 1én 2k+1 va luu y
2(2k +1) = p—1, st dung dinh ly nhé Fermat ta nhan dwoc 1= (—1)2k+l (mod p), v ly.

Vay ta da chirng minh dwoc moi s6 tw nhién 1a tong hai binh phwong cic s6 tw nhién thi cé tinh

chat 1a hodc trong phan tich thanh thira s6 nguyén to cia n6 s6 nguyén to 2 c6 lily thira 1é hodc n6
c6 wéc s6 dang 4k +1. Két hop véi Pinh 1y 1 suy ra diéu kién can da dwoc chirng minh.

Bay gi¢ ta chirng minh diéu kién du. Gia str s6 tw nhién n théa man cac diéu kién trong dinh ly. Ta
6 hodc N=2m" hoic N=2"M?l, v6i =0 hodc1 va | la tich cic wéc s6 nguyén t§ c6 dang
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4k +1. Néu n=2m’ thi n =m’+m?, va do d6 né la tdng hai binh phwong cac s6 tw nhién. Gia sir
n=2m?l véi | 1a tich cac s6 nguyén t8 c6 dang 4k +1. Theo Pinh Iy 9 Chwong 5 thi mbi mot
nhin tir déu la téng cia hai binh phwong dwong. Nhwng tich clia hai s6 16 ma mai s6 1a téng cta hai
binh phwong dwong lai 1a t6ng cda hai binh phwong dwong. B&i vi néu n =a®+b?*,n, =c® +d?,
voi n,n, 1é thi mot trong cac s6 a,b, gid st 1a a, 1a 1é va sd kia chan, cling viy vai C,d, gid st ¢
- 2 2

1¢ va d chin. Khi d6 nn, =(a’+b*)+(c’ +d*)=(ad +bc)" +(ac—bd)" véi ac—bd 1é va do d6
#0.Vivay nn, la téng cta hai binh phwong cic s6 tw nhién. Vay | 1a tong hai binh phwong cac s
tw nhién, nghia 1a 1 =a° +b* suy ra m?l :(ma)2 +(mb)2 va 2m’l =(ma+ mb)2 +(ma—mb)2 va
ma—mb=0 (vi a khac b do | =a®+b* 18). VAy moi s6 n 1a téng hai binh phwong cac s6 tw
nhién. Diéu kién did dwoc chirng minh.

Pinh ly 2 dwgc chirng minh. o

Tl Pinh 1y 2 suy ra cac s6 n° 1a tdng clia hai binh phwong cac s6 ty nhién khi va chi khi n ¢6 it
nhit mot wéc s6 nguyén té ¢ dang 4k +1. Hodc ndi cach khac s6 tw nhién n la canh huyén cua

mot tam giac Pythagoras khi va chi khi n cé it nhat mét wéc s6 nguyén t6 cé dang 4k +1. Xem
thém hé qua bai tap 3 muc 1.

Bai tap. 1. Chirng minh rang s tw nhién n 13 téng hai binh phwong c4c s8 tw nhién khac nhau khi
va chi khi (i) cic s6 nguyén to c6 dang 4k +3 xuat hién trong phan tich thanh thira s6 nguyén to
ctia n déu c6 liiy thira chan; (ii) s6 n c6 it nhat mot wée s6 nguyén t6 c6 dang 4k +1.

Chirng minh. Sy can thiét ca diéu Kién (i) suy ra tir Dinh ly 1. Gid st s6 tw nhién n khoéng thda
man diéu kién (ii) nghia 13 n6 khong c6 wéc s6 nguyén t6 dang 4k +1. Suy ra néu n=a’ +b* voi
cac s6 tw nhién khéc nhau a,b thi véi d =(a,b) ta c6 n=d*(a; +b12). Véi a=da,d =bd, va
a,,b, 12 cic s8 nguyén t8 cuing nhau va phan biét. S§ a’ +b? khong c6 wéc s nguyén t8 c6 dang
4k +1 va do do vi (a1 +b1) =1 nén 14ap ludn twong tw trong chitng minh Pinh 1y 2 ta suy ra sd
a’ +b? khong c6 woc sd nguyén t6 c6 dang 4k +3. Vi vy a>+b” =s® v6i S 1a s6 tw nhién >1 vi
a,,b, 1a cic s8 tw nhién khic nhau. Hé qua 12 s6 a’ +b/ chia hét cho 4 va suy ra cac s§ a;,b, déula

chin, mau thun vi (a,,b, ) =1,

Bay gitr gia st s6 tw nhién n théa man cac didu kién (i), (ii) thi theo Pinh 1y 2 ta c6 n=a’ +b* véi
a,b 12 cic s6 tw nhién. Néu a=b thi n=2a” va vi n théa min (i) nén né c6 wéc sé c6 dang
4k +1 do d6 a 1a canh huyén ctia tam giac Pythagoras. Nghia 1a @° =c®+d” véi ¢,d 14 cac s6 tw
nhién. R6 rang c=d vi néu c=d thi a*=2c*> ma J2 1a s8 vo ty nén suy ra vo ly. Vay
n=2a’=(c+d) +(c—d) véic—d=0vac+d=c—d (vid lasdtynhién). Hé quala n 12 tong
cda hai binh phwong cac s6 tw nhién phan biét. biéu kién du dwoc chirng minh. o

2. Chirng minh rang s6 tw nhién n 13 tdng hai binh phwong cac s6 tw nhién nguyén té cung nhau
khi va chi khi n khéng chia hét cho 4 va cling khéng chia hét cho cac s6 tw nhién c6 dang 4k +3.
Chirng minh. Gia str s6 tw nhién n 1a tdng hai binh phwong cic s6 tw nhién nguyén td cung nhau,
nghia la n=a’+b?. Néu n=4k thicacs6 a,b cling chin, mau thuin véi (a,b)=1. Néu n c6 woc
s6 c6 dang 4k +3thi n6 c6 wdc sd nguyén to ciing cé dang d6, ma theo chitrng minh Pinh ly 2 thi
wéc s6 ndy khong phai wéc sd cla téng hai binh phwong cac s6 tw nhién nguyén td cung nhau. Vi
vay diéu kién & trén 1a can thiét.

Gia st s6 tw nhién n théa min didu kién dwoc dit ra. Néu n=2 thi n=2"+1*. Néu n>2 thi tir
diéu kién suy ra n la tich ctia cac s6 nguyén t6 c6 dang 4k +1 hodc la tich cua 2 véi cac s6 nguyén
td c6 dang 4k +1. Trong trweong hop n 1é va cac wéc sd nguyén t6 ciia n déu 1a téng hai binh
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phwong cac s6 tw nhién nguyén t6 cung nhau thi theo bé dé 2 va bai tip 8 muc 5 Chwong 5 thi
bang quy nap don gian ta thy n 1a tdng hai binh phwong cac s6 tw nhién nguyén t6 ciing nhau.
Trong truedng hop con lai, nghia 1a néu n la tich cta 2 va cac s6 nguyén t6 c6 dang 4k +1 thi ta c6
n= Z(a2 + bz) véi a,b 12 hai s6 tw nhién nguyén té cing nhau. Vi @° +b® 1é nén mét trong hai sé
a,b c6 mot s8 18 va sd kia chin. Ta c6 n=(a+b)’ +(a—b)”" véi a+b va a—b 1a cic s6 ty nhién
16, hon nita chiing nguyén t8 ciing nhau vi néu d[a+b va d|a—b véi d 1a s6 tw nhién thi d[2a va

d

Vay (a+ b,a— b) =1.Pbiéu kién @i dwgc chitng minh. o

2b; vi d 1a wécs6 cliasdlé a+b nénnd ciinglé. Tacé d|a va d|b,ma (a,b)zl suyra d =1.

4. Tong ctia ba binh phwong

Pinh 1y 3. S6 tw nhién n la téng ctia 3 binh phwong chi khi né khéng cé dang 4' (8k+7), cdc s6
nguyén K,I >0.

Chitng minh. Gia st ton tai s& tw nhién c6 dang 4' (8K +7), cac s6 nguyén k,1 >0, 12 tdng ba binh
phuong. Ky hiéu n 1a s nhé nhat nhw vay. Khi d6 ta c6 n=4'(8k+7)=a’+b*+c? véi cac s6
nguyén a,b,C. Néu trong cac s6 a,b,Cc c6 ding mot sd 1é thi tdng cla cac binh phwong nay c¢6 dang
4t +1 va khac n. Néu hai trong s8 cac s6 a,b,C 13 1é thi téng cac binh phwong cda ching c6 dang
4t +2, do @6 khac n. Néu ca ba s6 1a 1é thi tong cac binh phwong ctia ching c6 dang 8t +3 va do
d6 khac n. Hé qua 1a cac s6 a,b,c déu chdn. it a=2a,b=2b,,c=2c, voi a,b,c 1a cic s6
nguyén. Vay 4'(8k +7)= a’ +b’+c?, mau thuin véi dinh nghia cia n. Do d6 cic s6 tw nhién
khéng c6 dang 4' (8k+7), k,I 1a cac s6 ty nhién khong 4m, khéng thé 1a téng cia 3 binh phwong
cac s6 nguyén. Pinh ly 3 dwoc chirng minh. o

C6 thé chirng minh diéu kién trong Pinh 1y 3 ciing 1a diéu kién du dé mot s6 n la tong cla ba binh
phwong. Gauss 13 ngwdi dau tién chirng minh ring moi s6 tw nhién khong c6 dang 4' (8k+7), k
va | 1a cac s6 nguyén khéng 4m, la téng cta ba binh phwong cic s6 nguyén. Loi giai géc ciia Gauss
da dwoc cai tién bdi Lejeune Dirichlet va Landau (Landau [2] tip 1 trang 114-125). Gin day
N.C.Ankeny [1] da trinh bay mdt chirng minh so cip cho dinh ly Gauss. Chirng minh nay dwa trén
dinh Iy Minkowski lién quan téi cac diém nguyén chira trong mot hinh 16i va dinh ly vé cip sé cong
(Mordell [7], Wojcik [1]). Hé qua truc tiép ctia dinh ly Gauss la ta c6 thé suy ra moi sé tw nhién c6
dang 8k +3 déu la tong cia ba binh phwong cac s6 nguyén, cac s6 nay la 1é.

Vivay 8k +3=(2a+1)°+(2b+1)*+(2c+1)? véi a,b,c 1a cic s6 nguyén khong Am va do dé
_ a(@a+y N b(b+1) N c(c+1) _t,
2 2 2

nén ta thiy dinh ly Gauss suy ra dinh ly sau day: moi sé tw nhién déu la téng ctia ba (hodc it hon)
cdc sé tam gidc. Pinh ly nay dwoc dit ra lin diu bédi Fermat.

k

+t,+t

c!

Doi v&i cac s c6 dang 8k +1, B.Jones va G.Pall [1] da chi ra chi trir 1 va 25 thi tit cd déu la tong cua
ba binh phwong cac s8 tw nhién. P&i véi cac s6 dang 8k +5 nhé hon 5.10% thi chi c6 cac s6 5, 13,
37 va 85 la khong phai téng cta ba binh phwong cac s6 tw nhién. Khong cé sé nao c¢6 dang 8k + 7
la tobng cua ba binh phwong cac sé nguyén (va do d6 khong la tdng ba binh phwong cac sé tw
nhién).

SO ¢6 dang 4k 1a tong ctia ba binh phwong cic s6 tw nhién khi va chi khi k cling c6 tinh chit do.
That vidy néu 4k=a’+b*+c® véi ab,c 1a cic s6 tw nhién thi a,b,c chin do d6
a=2a,b=2b,c=2c, véi a,b,c, 1acics6 tw nhién. Vi vy k =a’ +b/ +c/ . Ngwoc lai ding thirc
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cudi cung suy ra 4k = (231)2 +(2b1)2 +(2c1)2 . Suy ra khong c6 s nao c6 dang 2",n=12... 1a tong
ctia ba binh phwong cac s6 tw nhién. Nhung 8.3n% = (2n)? +(2n)® + (4n)? va do d6 c6 vo6 han sé c6
dang 8k 1a tong binh phwong clia ba s6 tw nhién va c6 v6 han s6 khong cé tinh chit do.

DGi véi cac s6 c6 dang 8k +2, G.Pall [1] da dit ra gia thuyét néi ring moi s6 c6 dang 2(8n+1)
ngoai trir 2 déu l1a téng cua ba binh phwong cac sd tw nhién. A.Schinzel [1] d3 lwu y rang gia thuyét
nay 1a sai. S6 2(8.8+1) =130 khéng phai téng ba binh phwong cac s6 ty nhién (bai tap 1). Khong
c6 vi du khac nhé hon 5.10° trong khi déi véi cac s6 2(8n+5) thi c6 hai vi du 12 10 va 58.

Cac soO c6 dang 8k +4 la tong clia ba binh phwong cic s6 ty nhién khi va chi khi cac s6 2k +1
twong tng ciing c6 tinh chat d6. Hé qua 1a s6 8(4k +3)+4=4(8k+7),k=0,1,2,.. khdng phai tdng
clia ba binh phwong céc s6 tw nhién. Mat khac cac s6 8(4k +1)+4 = 4(8k +3), k=0,12,.. déula
téng ctiia ba binh phwong cac s6 tw nhién. Moi s6 c¢6 dang 8k +6 déu la tong cua ba binh phwong
cac sO tw nhién vi theo dinh ly Gauss thi cac s6 d6 la téng binh phwong ctia ba s6 nguyén, hon nira
n6 khéng phai téng binh phuong cta hai s6 nguyén vi 8k +6 =2(4k +3).

Tt cac két qua vé cac so idonei trong Chwong 5 muc 6 v&i ly thuyét cac dang bac hai suy ra cé
nhiéu nhat mot trong cac s6 c6 dang 8k +2 hodc 8k +516n hon 130 1a tong binh phwong cta ba
s6 tw nhién (Grosswald va Calloway [1], Schinzel [10]).

Ky hiéu 13(n) 12 s6 cac biéu dién khac nhau mot s n thanh téng cla ba binh phuong cac sé
nguyén. Véi n <10 ta c6 7,(1) =6,7,(2) =12,7,(3) =8, 7,(4) =6, 7,(5) =24, 7,(6) =24, 7,(7) =0,
7,(8) =12,7,(9) =30, 7,(10)=24.Pinh ly 3 suy ra véi vd han cacso n tacé 7,(n)=0.

PGi véi cac s6 T,(n)=745(1)+7,(2)+...+7;(n), st dung 1ap luan hinh hoc twong ty trong muc 2
d6i v&i tong hai binh phwong (ta thay cac diém hitu ty trong mat phang béi cac diém trong khong
gian ma c6 cac toa do nguyén va xét cac hinh cau va hinh lap phwong thay cho hinh tron va hinh
vudng twong rng) ta co bt dang thirc

i8] acrm<dal Vi8]

\ ~ 2 7 \ 7 . ~ N 7 7 4
Tl bat ding thirc ndy suy ra véi moi s6 tw nhién n ta cé wéc lwgng [T, (n) —gﬁnﬁ <10n, suyra

lim T(n) =1.

N—o0 77z-n\/_

Ky hiéu f(X) 1a s6 cac s tw nhién x c6 thé biéu dién thanh téng ba binh phwong. Ttr dinh 1y Gauss

suy ra s6 X—f(x) 1a <x va khong c6 dang 4 (8k+7) véi cac s6 nguyén k,1>0. Vi vay véi s6

_ 1 ,
nguyén khéng am | ta c6 8(k+1)—-1<4 'X va do dé k+1$§(4"x+1) s6 cac s6 k>0 la

[x]
{%(4_'X+1)} Tacod x—f(x) = 24 X+1

Néu | >logx/log4 thi 4' >x>x/7, suyra (4"X+l)/8<l.
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[logx/log4] 4_| x+1 [logx/log4] 4—| X+1 |Og X
Hé quala x—f(X) = do dé X— f(x) = —-a +1(,0<a<l.
équala (x) ; { g } o dé (x) |Z—o: 3 log 4 a
Nhung 4t =3 gtovesia (2 pegiogs _ 4
t=[logx/log4]+1 3 3 3X

2 47'x X . ox—f 1 . f
Tkt ) —— =— suyrataco |ImX—(X):— vado do |Imﬂ=§.

o 6 X—>+00 X 6 X—+0 X 6

Cong thirc nay dwoc tim ra béi Landau ndm 1908.

f(x)—gx

M.C.Charkrabarti [1] d nghién ctru ham g(x) = |
0g X

va chirng minh dworc

lim inf g(x)=0, lim sup g (x) :@

1
Hon nita cac gia tri cia ¢ (X) tri mat trong khoang (O, m} .
0g

Bai tap. 1. Chirng minh rang 130 khong phai tong ba binh phwong dwong.

Chitng minh. Gia st 130 =a° +b*+c® véi a,b, ¢ 1a cac s6 tw nhién. Khéng giam téng quat c6 thé
gia st a>b>c. Suy ra a’°+1+1<130<3a’. Nén 43<a’<128 va do d6 7<a<1l. Nhung
130-7*=81=3*130-8" =66 =2.3.11,130-9° =49 =7%,130-10* =30 = 2.3.5,130-11* =9 =3
va theo cac phin tich thanh thira s6 nguyén t6 cia cac s6 81,66,49,30,9 thi khong c6 s6 nao thda
man diéu kién Dinh ly 2 nén ching khéng la tong cua hai binh phwong cac s6 tw nhién. Viy 130
khong phai tong ba binh phwong cac s6 tw nhién. o

Ghi chii. D& dang chirng minh ring 130 14 s tw nhién nho nhat c6 dang 2(8K +1) khong phai téng
ba binh phwong céc sé tw nhién.

2. Stt dung dinh ly Gauss chirng minh rang sé tw nhién 1a téng ba binh phwong cac s8 hiru ty khi va
chi khi n6 1a tong ba binh phwong cac s6 nguyén.

Chirng minh. Gia st sO tw nhién n 13 téng ba binh phwong cac s6 hiru ty thi quy dong cac s6 hiru
ty d6 thanh cic phin s6 c6 chung miu s, ta c6 thé viet m’n=a’+b*+c® v&i a,b,c 1a cac s6
nguyén. Néu n=4'(8k+7) véi k,I nguyén >0 thi dit m=2"(2s+1), s va r 1a cic s& nguyén
khéng Am ta c6 m°n = 4" (8t+7) voi k+r vatla cic s6 nguyén khong am. Nhung theo Dinh Iy 3
thi diu nay vo 1y vi m*n=a’+b®+c®. Hé qua 1a n khong c6 dang 4 (8k+7) véi cac s6 nguyén
k,I. Vivay theo dinh ly Gauss nd 1a téng ba binh phwong cac s6 nguyén. Diéu kién trong bai toan
cling la diéu kién dd. ©

3. Chitng minh ring khéng ton tai cac s6 hitu ty X, Y,z ma x> +y> +z° +X+y+z=1.
Chitrng minh. Phwong trinh & trén twong dwong véi
(9) (2x+1)2+(2y+1)2+(22+1)2 =7.

Trong chirng minh bai tip 2 ta da chitng minh (khong s dung dinh ly Gauss) khong ton tai s6 c6
dang 4' (8k+ 7) v&i k va | 13 cac s6 nguyén khong 4m ma c6 thé biéu dién thanh téng ctia ba binh
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phwong cac sd httu ty. Vi vay 7 khong c6 bi€u dién nhw vay, suy ra X, Y,z khong thé théa man
phwong trinh (9). ©

4. St dung dinh 1y Gauss chitng minh ring moi s6 1& c6 dang a° +b” +2¢? véi K, | 13 cac s6 nguyén.

Chirng minh. Gi sit t 13 s§ nguyén khong am tily y. S8 4t + 2 khong ¢6 dang 4 (8k +7) voi kI 1a

cac s6 nguyén khong am. Do dé theo dinh ly Gauss thi 4t+2=x*+y*+2° véi X,Y,Z 1a cac s6

nguyén. Khong thé xay ra trudng hop tit ca cac s6 dé déu chan vi vé trai dang thirc khong chia hét

cho 4. Tuy nhién sd cac s6 1é trong chung 1a chdn vi vé trai 1a chn, vi viy gia st X,y 1é va z chan,

nghia 1a z=2c. Cic s6 Xx+y va Xx-y chidn va do d6 X+y=2a,x—-y=2b suy ra

x=a+b,y=a-b.vay 4t+2:(a+b)2 +(a—b)2 +4c¢? nén 2t+11=a*+b*+2c® vai a,b,c 1a cac

sO nguyén. Diéu phai chirng minh. o

5. Tl dinh 1y Gauss suy ra moi s6 tw nhién sé c6 dang @’ +b”*+c* hoic a’+b*+2¢” véi a,b,c

nguyeén.

Chirng minh. Néu mét s6 tw nhién khéng phai tong cia 3 binh phwong thi theo dinh 1y Gauss n6 cé

sé dang 4' (8k+7) véi k,I 1a cac s6 nguyén khong am nao d6. Nhung theo bai tap 4 thi ta lai c6
2 2 2

8k +7=x"+Yy*+2z% v6i X, Y,z la cic s6 nguyén. Vi vay 4 (8k +7) = (2' X) +(2' y) +2(2I Z) do

d6 s6 ban d4u c6 dang a* +b* +2c?, a,b,c nguyén. o

6. Chirng minh mét s6 #0 13 tdng ba binh phuwong cac s8 hitu ty thi né cé thé biéu dién vo han

cach duéi dang do.

Chirng minh. K&t qua nay l1a hé qua truec ti€p cta dinh ly da dwoc chirng minh trong bai tip 2 muc
1: moi s6 = 0 12 téng cta hai binh phwong cac s6 hiru ty c6 vo han cach biéu dién dwdi dang d6. o

7. Chirng minh dinh 1y E.Lionnet n6i rang moi sd tw nhién 1é déu 1a téng cac binh phwong cia bon
s6 nguyén ma hai trong s6 dé la cac s lién tié€p la hé qua cia dinh ly Gauss.

Chitng minh. Dat n=2k+1 véi K=0,1,2... Tir dinh ly Gauss suy ra 4k +1 13 téng ctia ba binh

phwong, tirc 13 4k +1=x*+y® + z°. Lwu y rang mét trong cac sd X, Y, Z 1é va cac s6 con lai la chn.
bit x=2a,y=2b,z=2c+1 véi a,b,c 1a cic s6 nguyén.

Vay n=2k+1=(a+ b)2 + (a—b)2 +C%+ (C+1)2 . biéu phai chitng minh. o

8. Chirng minh tn tai vd han s§ nguyén t8 c6 dang a” +b*+c¢” +1 véi a,b, ¢ 12 cic s6 tw nhién.
Chirng minh. Theo Pinh 1y 1 Chwong 9 thi ton tai vo han s6 nguyén t6 c6 dang 8k +7. Néu p la
s6 nguyén t6 c¢6 dang nay thi p—1=8k+6. Nhung tir dinh 1y Gauss suy ra moi s6 c6 dang 8k +6
déu 13 tdng cac binh phwong ctia ba s6 tw nhién. Vi vdy p—1=a®+b*+c® véi cac s6 tw nhién
a,b,cvivay p=a®+b’+c’+1. o

9. Tim vi du chitrng té tich ctia hai s6 ma mdi sé 1a tong ba binh phwong khong nhat thiét 1a téng ba
binh phuwong..

Loi gidi. 63=3.21=(1"+1° +1)(1* +2° +4°). S5 63 khong c6 dang 8k +7 nén khong 12 téng ba
binh phwong. ©

10. Tt dinh 1y Gauss suy ra moi sd tw nhién 1a tong cua 10 (hodc it hon) binh phwong cac sé 1é
(Pollock da dat ra bai toan nay ma khong kem theo chirng minh [1], S.Turski da dwa ra mot chirng
minh trong [1])

Chirng minh. Tlr dinh ly Gauss suy ra moi s0 tw nhién c¢6 dang 8k +3 véi k nguyén >0 déu la
tong cta ba binh phwong cic s6 1é. Mat khac moi s6 tw nhién n>3 déu c6 dang 8k +3+r vai
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r=0,123,4,506,7. Tathdy r la tong cia nhiéu nhit la 7 binh phwong cic s6 1, do dé n la téng
ctia nhiéu nhit la 10 binh phwong cac s6 tw nhién 1é. C6 v6 han cac s6 tw nhién khéng phai tong
cua it hon 10 binh phwong cac s6 tw nhién 1é (bai tip 12). o©

Ghi chi. Két qua ma ta vira chirng minh dwoc goi 1a DPinh 1y T. Pinh 1y nay suy ra moi sé tw nhién
c6 dang 8k +3 v&i k la s6 nguyén khong 4m déu la tong cda ba binh phwong 1é. Thit viy theo
DPinh 1y T thi néu k >0 ta cé

@) 8K +3=n7+n+...+n?,

v6i s8 tw nhién s <10,n,n,,...,n, 1&. Vi vy ta c6 N/ =1(mod) véi i=12,.,5 va theo (*) thi
353(m0d8) ma 1<s<10 suy ra s=3. Viy theo (*) thi cic s6 8k +3 déu la tong ctia ba binh
phwong 1é (Sierpinski [8]).

11. Chiéng minh rang liiy thira bAc s (v&i s 12 s8 tw nhién) ciia mot s6 nguyén 1a téng ciia ba binh
phwong cac sé nguyén ciing la téng cia ba binh phwong cac sé nguyén.

Chirng minh. Néu s 1a 1 hodc 2 thi ta c6 diéu phai chirng minh. Chi cin xét trweong hop s c6 dang
2k +3,k 12 s6 nguyén khéng am. Ta c6 n*** = (n" )2 n® vi vay chi c¢an chirng minh cho trwong hop
s =3. Diéu nay suy ra tlr dang thirc Catalan:

(x2 +yi 4+ zz)3 =x* (322 —x* - y2)2 +y? (322 —x* - y2)2 +2° (22 -3x? —3y2)2 .0
12. Chirng minh rang ton tai v6 han cac s6 tw nhién khong thé biéu dién thanh téng cta it hon 10
binh phwong é.
Chirtng minh. Cac s6 c6 dang 72k+42 véi k=0,12,.. c6 tinh chit d6. That vay gid st
n =72k +42 la s6 ty nhién la tong cta s <10 binh phwong 1é. Do binh phwong 1é =1(mod 8) nén
tacé6 N=s(mMod8) suyravi n=72t+42=2(mod8) nén s=2(mod8).vay s=2.
Hé qua 1a n 13 téng ctia hai binh phwong. Nhung digu nay 1a khéng thé vi n=3(24t+14)=
9(8t+4)+6 chia hét cho 3 nhwng khong chia hét cho 9.
Twong tw c6 thé chitng minh cac sd 72k +66,k =0,1,2,.., cling c6 tinh chitnay. o
5. Bi€u dién b&i tong bén binh phwong
Ta chirng minh dinh ly Lagrange sau day
Pinh ly 4 (Lagrange). Moi sé nguyén khéng dm déu la téng ctia bén binh phwong.

Bo dé 1. Gid sir s6 nguyén té'1é p la wdc sé cia mot tdng bén binh phwong va it nhdt mét trong cdc
binh phwong dé khéng chia hét cho P thi p la téng ctia bon binh phwong.

Chirng minh bé dé 1. Gia st s6 nguyén t6 P c6 tinh chat d6. Khi d6 ton tai boi s6 cia p 1a tdng
ctia bén binh phwong ma c6 it nhat mot s6 khong chia hét cho p . Gid st n 1a bdi s6 nhé nhit nhw
vaycia p.Tacéd

(10) n=mp

V&i m 1a s6 tw nhién va

(11) n=a’+b’+c’+d?,

vGi a,b,c,d 1a cac s6 nguyén va it nhdt mot trong ching khong chia hét cho p, giasirla a.

Gia st a,,b,,¢c,,d, la cic s6 nguyén thoa min
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(12) a, =a(mod p), b, =b(modp), c¢,=c(modp), d,=d(mod p)
va
(13) 3| < p/2, |b|<pl2 le|<pl2 |d|<p/2

Dé tinh a, chi can tinh s6 dw r nhan dwoc khi chia a cho p va dit a,=r néu r<p/2, hoic
a8,=r—p néu r>p/2.Vi a khong chia hét cho p nén a, ciing thé va tir (12),(10) va (11) suy
ra @ +by +¢; +dy =a’+b’+c’+d?=0(mod p). Vi vy theo dinh nghia ctia n va (13) suy ra
n<al+h?+c2+d2<4(p/2)’. Hé quala n< p? vatheo (10) suy ra mp < p tir d6 ta c6
(14) m<p
T (10) va (11) suy ra ta chi con cin chirng minh m=1.
Gid st m=1. Vi m 1a s0 tw nhién nén theo (14) ta c6
(15) l<m<p.
Ta tim cac s6 tw nhién a,, b, ¢, d; théa man cac diéu kién
(16) a,=a(modm), b =b(modm), ¢ =c(modm);

c, =c(modm)
(17) laj<m/2, |o|<m/2, |c|<m/2, |d|<m2.
Tk (16) ta c6 a’ +b’+c’+d’=a*+b*+c*+d*(modm) va suy ra theo (11) va (10) thi
m‘af +b’ +c¢’+d? dodé
(18) a’ +bf +c’+d7 =ml,
V6i sO nguyén | >0. Néu | =0 thi theo (18), a, =b, =c, =d; =0 suy ra theo (16) tit ca cic sb
a,b,c,d déu chia hét cho m va suy ra theo (11) thi n chia h&t cho m* va do d6 theo (10) thi m|p

nhung diéu ndy mau thudn véi (15) vi p nguyén td. Do d6 | 1a s6 tw nhién. Gia st rang

(19) la, Hb Hc [Hd [=m/2
Diéu nay chi c6 thé xay khi m chan, nghia la khi
(20) m=2k,

véi k 12 s8 tw nhién. Tir ddng dw thire 8 =a(modm) suyra a=a, +mt véit 13 s6 nguyén. Do d6
theo (20) va (19) ta c6 a=*k+2kt=(2t+1)k =k Kk véi k, 1é. Twong tu ta ching minh dwoc
a=kk, b=kk, c=kk, d=k,k, voi k;,k,, ks, Kk, 1é.

Vi véy theo (20), (10) va (11) ta c6 n—2kp =K* (k7 +K; +k; +k7 ).

Hé quala 2p=k (k12 +k> +kZ+k? ) . Vi moi binh phwong 1é déu dong dw véi 1(mod4) suy ra nhan

tlr thit hai trong vé phai clia dang thirc cudi ciing 1a chia hét cho 4 va do dé 2| P mau thuin véi gia

thiét. Suy ra (19) 1a khong thé c6. Hé qua 1a v&i it nhit mot trong cac bat dang thirc (17) thi ding
- m* . , o
thirc khong thé xay ra. Suy ra &’ +b? +c¢” +d? < 4.7 vi vay theo (18) ta c6 ml <m? va do d6

(21) l<m.



CHU'ONG 11. BIEU DIEN CAC SO TU NHIEN THANH TONG CAC LUY THU'A BAC K KHONG AM | 253

So sanh vé&i dong nhit thirc Euler
(@ +b*+c*+d¥) (a} +bi +cl+d}) = (aa, +bb, +cc, +dd,)* +
(22) +(ab, —ba, +cd, -dc,)* +(ac, —ca, +db, —bd,)* +
+(ad, —da, +bc, —ch,)>.

Theo (11), (10) va (18) thi vé trai bing m?lp. Theo (16) ta c6

(23) a, =a+ma,, b, =b+mb,, ¢, =c+mc,,
d, =d+md,,

véoi a,,b,,c,,d, 1a cic s6 nguyén. Theo (11) va (10) cong thirc (23) suy ra

aa, +bb, 4+cc, +dd, = a* +b* +c* +d* +m(aa, +bb; +cc, +dd,)
= m(p+aa, +bb, +cc, +dd,) = mt,,

ab, —ba, +cd, —dc, = m(ab; —ba, +cd; ~dc,) = mi,,

ac, —ca, +db, —bd, = m(ac, - ca, +db, - bd,) = mt,,

ad, - da, +bc, —cb, = m(ad; ~da; +bc, —ch,) = miy,

voi t,t,,t,,1, 1a cac s6 nguyén.
Thé cac ddng thirc nay vao (22) ta c6 m’lp =m? (tf +t +t7 +t§) va tir day suy ra
24) lp=t>+t7 +t +17.

Néu cac s8 t,t,,t,,t, déu chia hétcho p thi p° ||p va do dé p|| ,voly vi | 12 s8 tw nhién va theo
(21) va (14) thi | < p. Coéng thitc (24) cho ta biéu dién cua s6 Ip thanh téng ctia bdn binh phwong
ma trong d6 c6 s6 khong chia hét cho p . Tir dinh nghia ctia n suy ra N <Ip va do dé theo (10) thi
mp <Ip suy ra m<| mau thuin véi (21). Vi vay tir gid thiét m=1 din téi mau thuln. Suy ra
m =1 va ta c¢6 diéu phai chrng minh. o

B0 dé 2. Moi s6 nguyén td déu la téng ctia bén binh phwong.

Chitng minh b6 dé 2. Ta c6 2=1°+1* +0*+0° do d6 khong giam tng quat gia s P 1a s6 nguyén
t6 1é. Theo B6 dé 1 thi ta chi cAn chitng minh p 13 wéc sd ciia mot tong bon binh phwong cac s6

nguyén ma trong dé co it nhat mot s6 khong chia hét cho p.

S6 dw nhin dwoc khi chia cac s6

2
(25) 1+02,1+12,...,1+('°T_1]

2
cho p 1a khac nhau vi ta di biét theo Chwong 5 muc 5 thi cac s6 0%,1%,..., (pT_lj khi chia cho p

sé cho cac s6 dw khac nhau. Twong tw cic s6 sau khi chia cho p ciing cho cac s6 du khac nhau

_1)\?
(26) —02,—12,...,_('0_)
2
Gia st cac s6 dw nhin dwoc khi chia cac s6 trong diy (25) cho p va cac s6 dw nhin dwoc khi chia
cac sO trong diy (26) cho P la khac nhau thi khi dé tdng s6 cac s6 dw phan biét nhan dwoc tir ca

_l \ Ny ¢
hai day la 2(1+ pT) = p+1. V6 1y. Vay ton tai phan ti 1+ X° thudc diy (25) c6 cung s6 dw khi
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chia cho p véi phan tir —y* cta day (26). Khi d6 ta cé6 p[1> +x?+y?>+0% vasuyra p la wécso
cia mot tong bon binh phwong cac s6 nguyén ma khong chia hét cho p . Diéu phai chirng minh. o

Chirng minh dinh Iy 4. Theo dang thirc (22) thi tich cia hai s6 ma mdi s6 déu la téng bén binh
phwong thi ciing 1a tong bén binh phwong. St dung mét phép quy nap don gidn suy ra diéu nay
ddng véi tich hiru han cac s6 nhw vay. B&i vi moi s6 >1 déu la tich caa cac s6 nguyén t6 ma theo
Bo6 dé 2 thi tit ca cic s6 nguyén to déu la tong bén binh phwong nén ban thin sé ban diu ciing la
téng bén binh phwong. Hon nita 0=0°+0% +0°+0°+0%> va 1=1*+0°+0°+0?. Pinh ly dwoc
chirng minh. o

D.H.Lehmer [4] da chirng t6 rang trong cac s8 tw nhién thi chi c6 cacsé 1, 2, 5, 7, 11, 15, 23 va cac
s8 ¢6 dang 4"m véi h=0,1,2..,m=2,6 hoic 14 1a c6 biéu dién duy nhit dwéi dang trén (khong
tinh cac hoan vi). S.Ramanujan [2] da nghién ctu cic bd sé tw nhién a, b, ¢, d ma moi sé tw nhién
n déu cé thé biéu dién & dang ax® +by” +cz” +dt® véi x,y, z,t 1a cac s6 nguyén. Ong ta di chirng
minh rang véi giad thiét a<b <c<d thi ton tai ding 54 bd s6 nhuw vay, tit ca déu c6 dang 1,1,1,d
véi d =1,2,..,7 hoac 1,1,2,d véi d =2,3, .,14 hoac 1,1,3,d véi d =3,4,5,6 hoac 1,2,2,d véi d =
2,3,..,7 hoac1,2,3,d véi d =6,7,...,10 (Dickson [6] trang 104 dinh 1y 95).

Ta chitng minh dinh 1y Jacobi: moi s6 tw nhién déu cé dang x> +2y* +3z° +6t* vdi x,y, z,t nguyén.
Chirng minh. Gia st n 13 sd tw nhién. Theo Dinh 1y 4 thi tén tai cic s6 nguyén a,b,c,d ma

(27) n=a’+b’+c*+d?,

Ta sé& chirng minh v&i phép d6i d4u thich hop thi ta c6 3|a +b+c.

biéu nay hién nhién néu it nhit ba trong cac sd a,b,c,d chia hét cho 3. Gid st chi c6 haisé ¢ va d
chia hét cho 3 thé thi a=+1(mod 3) va b=+1(mod3) suy ra v&i phép d6i ddu thich hop ta cé
3la+b do d6 3|atb+c. Cudi cing néu c6 ba trong cac sé a,b,c,d 1a a,b,ckhdng chia hét cho 3
thi véi phép chon ddu + thich hop tacé 3latb 3latb+c,

Khéng giam téng quat gia st

(28) a+b+c=3z,

véi z 1a s6 nguyén. Nhuwng trong ba sé nguyén ludn c6 it nhat hai s6 dong dw mod 2 nén c6 thé gia
st a=b(mod2) suyra a+b=2k véi k 1as8 nguyén. Ta c6 ding thirc

2 2
3(a2+b2+c2)=(a+b+c)2+2(a—+b—cj +6(a—_bj ,
2 2

Suy ra 3(a2 +b? +CZ) :(a+b+c)2 +2(k —C)2 +6Yy°, ma theo (28) suy ra 3|k —c do d6 k—c=3t
véi t 1a s6 nguyén. Vi vay theo (28) ta c6 a’+b’+c”=3x"+6t*+2y* va tir (27) ta cb
n=d*+2y*+3z2°+6t°. O
Bai tip. 1. Tr Dinh ly 4 chitrng minh moi s6 tw nhién chia hét cho 8 1a tong ctia 8 binh phwong lé.
Chirng minh, N&éu n 13 s6 tw nhién thi theo Dinh 1y 4 suy ra ton tai 4 sé nguyén a,b,c,d théa min
n-1l=a’*+b’+c’*+d’va

8n=(2a-1)°+(2a+1)°+(2b—1)> +(2b+1)* +(2c-1)? + (2c+1)* +(2d -1)* + (2d +1)°

2. Chirng minh ring khong ton tai s6 tw nhién chia hét cho 8 12 téng caa it hon 8 binh phwong 1é.
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Chirng minh. Téng cia s binh phwong 1é c6 dang 8k +s vé&i k 1a s6 nguyén khong 4m. Do dé néu
t6ng nay chia hét cho 8 thi 8]s vado d6 s>8. o
6. Tong ctia bon binh phwong cac s6 tw nhién

Hé qua truc tiép cda Pinh 1y 4 1a moi s6 tw nhién déu la tong cta bon (hodc it hon) binh phwong
cac so tw nhién. Str dung dinh ly Gauss ta sé chitrng minh

Pinh ly 5. S6 tw nhién n la téng binh phwong ctia 4 sé tw nhién khi va chi khi né khéng thudc day
cdcs61,3,59,11,17,29,41,4".2,4"6,4".14 véi h=0,12,....

Dinh Iy nay da dwoc Descartes dat ra dwéi dang mot gia thuyét (G.Pall [1] trang 11).

Chirng minh. Ta n6i mot sO tw nhién la S, néu né la tdong binh phwong cia m s6 ty nhién.

D& dang chirng minh khéng c6 s6 ndo trong cacs6 1,3,5,9,11,29,411a S,.

Ta chitrng minh tinh chit nay d6i véi s6 41. Gia st ngwoc lai 4113 S, nghia la 41=a’ +b* +¢* +d?
véi a,b,¢,d 12 cacs6twnhiénva a>b>c>d.Viviy a° <41<4a’ vidod6 4<a<6.Néu a=6
thi 5=b*+c*+d’ vo ly. Néu a=5 thi 16=b*+c*+d* v6 Iy vi 16 khéng phai S,. Néu a=4 thi
25=b*+¢*+d? v ly vi 25 khong phai S,. Do d6 41 khong phai S,.

Bay gior ky hiéu m la mot trong cac so 2,6,14. Khi d6 m c6 dang 4k +2. Gia st ton tai s6 nguyén
khéng am h théa man 4"m 1a S,. Ky hiéu h 1a s nguyén nhé nhat nhuw vay. Vi 2,6,14 khéng phai
S,,h>1. Tacé 4"'m=a’+b’+c’+d? véi a,b,c,d 13 cac s6 tw nhién va vé trai ctia ding thikc chia
hét cho 8 vi h>1 va m=2(2k+1). Tr day suy ra ab,c,d déu chin. Vi vay
a=2a,b=2b,c=2c, d=2d, véi a,b,c;,d, 1a cic s§ ty nhién. Do d6 4"'m=a’+b’ +c’ +d?
suyra 4"'m 1a S, mau thuin véi dinh nghia clia h. Vay ta da chitng minh cac s 4"m véi m=
2,6,14 khong phai S, v&i moi s6 nguyén khong dm h. Tir diy suy ra diéu kién can.

Ky hiéu n 1a s6 tw nhién 1é théa man diéu kién trong Pinh Iy 5. Hé qua la n#1,3,5,9,11,17,29,41. Vi
n 1é nén né c6 dang 8k +1,8k +3,8k +5,8k +7.

Gid st n=8k+1. Ta xét bon trwong hop k=4t , k=4t+1,k=4t+2,k =4t+3. Néu k =4t thi
n=32t+lvavin#lnéntacét>Imvadodoét=u+1l védi u laso nguyén khong am. Vi vay

n :32(u +1)+1= 4(8u +6)+9. Theo dinh ly Gauss thi s6 8u+6 la téng ba binh phwong cac so
nguyén. Vi 8u+6 = 2(4U +3) khéng phai t6ng binh phwong hai s6 nguyén nén ta thdy 8u+6 1a S,
vasuyra N=2°(8u+6)+3" 1a S,. Néu k =4t+1 thi n=32t+9. Do d6 vi N#9 va n=41 nén ta
c6t>2dodét=u+2 véiu lasénguyén >0.Vivay N=32(u+2)+9=2%(8u+6)+7" suyra n
laS,.Néu k=4t+2 thi n=32t+17 vavi n#17 tac6é t>1 vado d6 t=u+1 véi u la s6 nguyén
>0. Vi vay n=32(u+1)+17 =2°(8u+6)+5" suy ra n 1a S,. Néu k=4t+3 thi n=32t+25
=2? (8t+6) +1%. V4y ta c6 didu kién du trong trwomg hop n =8k +1.

Gidst n=8k+3.Don#3vanz1llnéntacdé k>2 vadods k=t+2 v&it 12 s6 nguyén khong
am. Taco N =8(t +2)+3:8t +3+4° suy ra theo dinh 1y Gauss thi 8t +3 12 tdng binh phwong ba

s6lévasuyranla S,. Truong hop n=8k +3 dwgc chirng minh.

Tiép theo gid st N=8k +5. Ta xét bdn trwong hop kK=4t, K =4t+1, k=4t+2, k=4t +3. Néu
k=4t thi n=32t+5 vavinz5tacé t>0, dodé t=u+1védi u lasd nguyén khong 4m. Do do
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n=32(u+1)+5=2%(8u+3)+5" suyra n 1a S,. Néu k =4t +1 thi n=32t+13=2°(8t+3)+1" suy
ra nlasS,. Neu k=4t+2 thi n:32t+21:22(8t+3)+32 suy ra n 1a S,. Néu k=4t+3 thi
N=32t+29 va vi N#29 nén ta c6 t>0 va do d6 t=u+l véi u=>0 suy ra
n:32(u +1)+29=22 (8u +3)+72, nén n la S,. Trweong hop n=8k +5 dwgc chirng minh.

Cudi cung xét n=8k+7. Theo DPinh ly 4 thi ton tai cic s6 nguyén a,b,c,d ma
n=a’+b*+c”*+d*. Mit khac theo Pinh 1y 3 thi vi n=8k +7 nén khéng c6 s§ ndo trong cac s6
a,b,c,d bang 0.Dodé n la S,.

Vay mét sé tw nhién 1é la téng ctia b6n binh phwong cdc s6 tw nhién khi va chi khi né khéng phdi
1,3,5,9,11,17,29,41. Chirng té moi s6 1é > 41 déu la téng ctia b6n binh phwong cdc sé tw nhién.

Bay gior ky hiéu n 13 s8 tw nhién chin khong c6 dang 4".2, 42.6,4"14 véi h=0,1,2... Ky hiéu 4"

12 lity thira cao nhit ctia 4 13 wéc s6 ciia n. Ta c6 N=4"m v&i m khong chia hét cho 4. Hé qua 1a
m=4k +1, m=4k +2, hoiacm=4k +3.

Néu m=4k+1 véi k chdn, nghia 1a k=2t, thi m=8t+1, s§ nay la S,, Néu Mm#1,9 ,17,41 thi
n=4"m ciing 1a S,. Nhung vi n chin va vi m khéng chia hét cho 4 nén h>0. R rang 4 1a S,,
417=68=1+3 +3 +7%, 441=164=1"+1*+9° +9 suy ratit ca cacsdsaudéula S,

41=4(2"), 4"9=4(2M3),4"17=417(2") 4"41=4.41(2")
Vaynéu m=4k+1 va k chdnthi n=4"m 13 S,.

Néu m=4k +1 véi k 1é, nghia la k=2t+1, thi m=8t+5 la S, véi m=#5 va m=29. Nhung
45=20=1*+1>+3*+3%, 4.29=116=1*+3* +5° + 9 suy ra vi m1&, n chdn va h 1a s6 tw nhién
suy ra tit ca cac s6 nay déula S,. Vay néu m=4k+1 thi n=4"m 1a S,.

Gid st m=4k+2 thinéu k=2t taco m=8t+2. Vi n24".2va n=4"m ta c6 m=2 va do doé
t>0 nghialat=u+1 véi u 1a s8 nguyén khéng 4m. Ta c6 M=8(u+1)+2=8u+6+2°. Vi 8u+6
laS; suyramlas,, vadodo n=4"m ciingla S,. Trong trwong hop k=2t+1tacé m=8t+6
vavi n#4"6va n#4"14, ta c6 t>2 do d6 t=u+2 v&i u 1a s nguyén khong am. Vi vay
m=8(u+2)+6=8u+6+4> ma 8u+6 1a S, suyra m Ia S, nén n=4"m ciing 1a S,. Vay ta da
chitng minh dwgcnéu m=4k+2, thi n=4"m 1a S,.

Cuéi cuing néu m=4k+3 thi néu k=2t ta ¢c6 m=8t+3. Nhung véi m=3 va m=11l s6
m=8t+3 la S,. Vi vdy néu m=4k+3 thi s6 n=4"m 1a S, véi n=4*3,n=4"11. Nhung
43=12=V+1V+1°+3 v3 411=44=+3F +3+5° . Vivay n=4"m v&6i h>0 12 S, vi n chin
vam lé.Néuk=2t+1taco m=8t+7 vaidodé m1aS,.Suyra n=4"m ciingla S,.

Téng hop cac két qua ndy suy ra néu n chdn khong cé dang 4".2,4".6,4".14 véi h=0,1,2,.., thi n
la S,.Két hop véi két qua & trén ta c6 Pinh 1y 5 dwoc chitng minh. o

Hé qua. Binh phwong mét s6 tw nhién >1 ngoai trir 3° déu 12 t6ng binh phwong bén s6 tw nhién.

Bai tap. Khong st dung dinh ly Gauss hiy chirng minh rang moi s6 hitu ty dwong déu 1a téng binh
phuwong cia bén hitu ty dwong.

Chirng minh. Ky hiéu r 1a s6 hitu ty dwong, r =m/1,véi |l va m 1a cic sé tw nhién.
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Theo Pinh ly 4 suy ra moi s6 tw nhién déu la tong binh phwong cia bén (hodc it hon) cac s6 tw
nhién. Néu Im=a”+b*+c® +d” véi a, b, ¢, d 13 cic s6 tw nhién thi

r=1/m=(a/m)" +(b/m)’ +(c/m)* +(d/m)’
suyra r 1a tdng binh phwong ctia 4 s§ tw nhién. Néu Im=a® +b*+c” véi a, b,c 1a cic s6 tw nhién
thi r=I/m=(a/m)2+(b/3m)2+(3c/5m)2+(4c/5m)2. Né&u Im=a®+b* véi a,b 1a cic sb tu
nhién thi r=Im=(a/m)’+(b/3m)" +(2b/3m)" +(2b/3m). Cusi cung néu Im=a” véi a 1a s8
twnhién thi r=1/m=4(a/2m)’.

Vay trong moi trwong hgp r déu la tong binh phwong bén s6 hiru ty dwong. o

Ghi chi. C6 thé chirng minh rang moi s8 hitu ty dwong déu la tong binh phwong ctia bon sé hiru ty
dwong khac nhau va véi moi s6 htru ty dwong thi ton tai vo han cach biéu dién nhw thé.

Trong muc 4 ta di chitng minh cac s6 2" véi N=12,..., vahé qua la cacsé 4".2,h=0,1, 2,..., déu
khong phai S,. Mat khic 3=1°+1*+1%, 9=01°+2"+2°, 11 =01'+1+3°17=2"+2°+3,
29=27+3 +47 41=1+2°+67,4"6=(2") +(2") +(2"2), 4"24=(2") +(2"*) +(2"3) voi
h=0,1 2,... Vivay tir Dinh ly 5 suy ra

Pinh 1y 6. S6 tw nhién n la téng binh phwong ctia ba hodc bén sé tw nhién khi va chi khi n khéng
phdi 1,5va 4".2 véi h=0,1,2...

Tiwr day ta c6 hé qua

Hé qua. SO tw nhién 1é n la tong binh phwong cia ba hodc bén sé tw nhién khi va chi khi n khong
phai 1 hodc 5.

Hé qua nay dworc str dung trong chitng minh dinh ly dwéi day

Pinh ly 7 (Hurwitz [2]). Tdt cd cdc sé tw nhién n ma n° khéng phdi téng binh phwong ctia ba sé tw
nhién la cdcs6 n=2"va n=2"5véi h=0,12...

Chirng minh. Trong muc 4 ta da chitrng minh néu k khong phai S, thi 4k ciing khong phai S,.
Nhung vi 1 va 5° khéng phai S, nén cac so 4" va 4"5, h=0, 1, 2.., cling khong phai S,. Vay con

phai chirng minh néu n 13 s8 tw nhién #2" va #2"5 v6i h=0,1,2.., thin® 13 S,.
Gia st n 14 s6 tw nhién thoa man n # 2"van=2"5v6i h=0,1 2,...

Goi s 1a liiy thira 16m nhat ma 2° 13 wée s6 cia n. Tacé N=2°mM véi m 18, Hon nita theo gia thiét
cia N, m phai khac 1 va 5. Ttr hé qua cua Pinh ly 6 suy ra m 1a téng binh phwong ctia ba hodc bén

s6 tw nhién, m=a’ +b’ +c®+d” véi a,b,c 12 cac s§ tw nhién va d 12 s§ nguyén khéng am. Vi vay
m? :(a\z+b2+c2+d2)2 :(a2+b2—cz—d2)2+(2(ac+bd))2+
(2(ad —bc))2 =(a®+b*-¢’ —d2)2 +(2(ad erc))2 +(2(ac—bd ))2

Vi m 1énén tir m=a*+b*+c®+d® suy ra trong cac s a, b, ¢, d ¢6 hoic mdt hodc ba sé 13 1¢, cac

s6 con lai chin. Vi vay a®+b”*—c®—d? 18 va khac 0. Vi a,b,C 1a cac s6 tw nhién, ac+bd va ad
+bc ciing la cic sé tw nhién.

Ta sé chirng minh c6 it nhit mot trong cac sé6 ad —bc, ac—bd 13 khac 0. That vay gia st ad =bc
va ac=bd thi adc=dc® va acd =bd® suy ra db®=bd® va do d6 vi b>0,c>=d’. Vi vy t
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c>0,a=b suyra m= Z(a2 +Cz) v Iy vi m 1é. Do d6 hodc ad —bc =0 hoic ac—bd #0 (hodc ca

hai). Vay it nhit mét trong cac tdng & trén cho mét biu dién M? thanh téng binh phwong ctia ba

s6 tw nhién. Do d6 ta c6 M°=x>+y°+z° véi X, ¥,Z 1a cic s6 tw nhién. Vi viy
2 sy )\? sy )2 s \2 4. 2 2 s . , , .

n =(2 X) +(2 y) +(2 Z) chitrngté n” 1a S;. Pinhly 7 dwoc chrng minh. o

Tt Dinh 1y 2 suy ra s6 tw nhién n la dwong chéo chinh cta hinh hop chit nhit véi cac canh c6 do

dai 12 s6 tw nhién khi va chi khi n6 khong c6 dang 2" hodc 2".5 véi h=0,1, 2... Tir dinh Iy 7 suy ra

véi moi s6 tw nhién 1é t khac 1va 5 ton tai s6 tw nhién X, Y, Z thoa méin t* = x* + y* + 2%,

CAu hoi dwoc dit ra la c6 phai véi moi s tw nhién 1é t khac 1 va 5 thi déu ton tai cac s6 tw nhién

X,Y,Z théa man (X, Y, Z)=1 va X* +y’ +2% =t*. ASchinzel ([10] Hé qua 1) da chirng minh cu tra

101 khang dinh cho du doan nay (dé dang chirng minh rang véi s6 chan t thi khong ton tai X, Y, Z

nhw vay). F.Ssteiger [1] d3 tim ra 347 hé X, Y, Z nhw vay v6i t<10. Vi du 3* =1°+2°+27,

72 =22 43 +6%,9° =12+ 42 +8%=4" +4° + 7?11 =2° +6° +9°,13* =3 + 4° +12°,

15% =22 452 +14% =22 +10° +11%,17% =12 +12% +12% =82 + 9% +12?,

19° =1° +6° +18° =6° +6° +17° =6° +10° +15°,

A.Schinzel ([10] Pinh ly 1) da cho diéu kién can va di d€ mot s6 tw nhién N c6 thé biéu dién dwdi

dang X* +Yy*+2° v&i X,Y,Z 1a cac s6 tw nhién théa méin (X, Y, Z) =1. C4c diéu kién nay kha phtc

tap. Bai to4n biéu dién mot s6 tw nhién thanh téng clia bén binh phwong cic s6 nguyén phan biét
cling da dwoc dat ra.

Ta c6 dinh ly G.Pall [1]: tdt cd cdc sé tw nhién khéng thé biéu dién thanh téng binh phwong bén s6
nguyén la cdc sé 4" a véi h =0,12,...,a=1,357,9,11,13,15,17,19,23,25,27,31, 33,37, 43,47,
55,67,73,97,103,2, 6,10, 18,22, 34, 58, 82.

F.Halter-Koch [1] da tinh tt ca cic s6 khéng phai tong binh phwong bén s6 dwong phén biét.
7.Tong cia m>5 binh phwong dwong

Tl Pinh 1y 5 suy ra moi s6 tw nhién 1é > 41 déu la S,. Vi vy véi moi s6 nhw thé ta cong thém véi
1? hoic 2° va ta thiy moi s8 chin > 42 va moi s§ 1& >45 déu la S,. Vi vay ta chi xét cac s§ < 45.

Tt Dinh 1y 5 thi cac s6 4, 7, 10, 12, 15, 16, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 25, 26, 27, 28, 30, 31, 33, 34, 35,
36,37,38,39,40,42,43,44 déula S,. Do d6 cong thém 1 hodc 4 vao cac s6 dé ta nhan dwoc cac s

S..Bay gio van con lai cac s6 1,2,3,4,6,7,9,10,12,15,18 va 33.

D

a’+b’+c®+d*+e” v6i a, b, ¢, d, e 1a cic s6 tw nhién a>b>c>d >e. Vi viy 8’ +4<33<5a°

dang chirng minh cic s6 nay khong phai S;. Ching han gid st 33 1a S, nghia la 33=

N D»

do d6 6<a®<29 suy ra 3<a<5 nghia 13 a=3 hoic 4 hoic 5. Trong treong hop a=3 s
33-a*=24=4.61a S, mau thuin v&i Dinhly 5. Néu a =4 thiss 33—a” =17 la S, mau thuin véi
Pinh 1y 5. Néu a=5 thi 33—a” =8=4.2 mau thuin v&i Dinh Iy 5. Ta ¢6

Pinh 1y 8. Tdt cd cdc sé tw nhién khéng la téng binh phwong ctia 5 sé tw nhién la cdc sé 1, 2, 3, 4, 5,
6,7,89 10,12, 15,18, 33.

Gia sr m la sO tw nhién >6. Ta sé tim tit ca cac s6 tw nhién <m+13 la S . Gid st n la mot s6
nhuw vay. Khi d6 ton tai cac s6 tw nhién a,,a,,...,1, thbaman a >a,>...a, van=a’+a’+...+a’.
Vivady @’ +(m-1)<n<m+13 suyra a’ <14 ticla 8 <3.Néu a =1suyra a =a,=..=a,=1
va do d6 m=n. Gid sr & =2. Néu it nhit bdn sd trong cic s a,,8,,...,8, bang 2 thi n>5.4+



CHU'ONG 11. BIEU DIEN CAC SO TU NHIEN THANH TONG CAC LUY THU’A BAC K KHONG AM | 259

(m-5)=m+15 mau thuln véi gia thiét n<m+3. Hé qua 1a chi ¢ nhiéu nhét ba trong cac s6
a,,8,,...,a, cothébing 2.

Vi viy c6 bén kha nang: (1) khéng c6 sé nao 2 va do d6 n= 4+(m—1) =m+3; (2) modt s6 bang 2
khi d6 N—2.4+(m—2)=m+6; (3) basd bing 2 do d6 N=3.4+(m-3) =m+9; (4) ba trong s6 cac
s6 @,,a,,...,a, bing 2 khi @6 N=4.4+(m—4)=m+12. Vay ta chi can xét trwomg hop a = 3. Khi
d6 n—9=a?+a’+..+a2. Néu a, =3 thi N>18+(mM—2) mau thuin véi gia thiét n<m+13. Hé
quala a,<2.Néua,=1thia,=a,=..=a,=1dodé N=3+m-1=m+8.Néu a, =2 vatrong
cic s8 a,,a,..,a, c6 hai hodc nhiéu hon cac s6 bing 2 thi N>3"+2°+2°+(m-3)=m+14 mau
thuin véi gia thiét n<m+13. Vi viy a,+a, =..=a_ =1 suy ra m=3"+2° +(m—2): m+11. Do
d6 ta da chirng minh dworc trong cac s ty nhién <m+13 thi chi c6 cadcs6 m, m+3, 6, m+8, m+9,
m+11,m+12 1a S_ . Biy gi¢ gid sit n la s6 tw nhién >m+13. Néu n=m+28 thi vi m>6 ta c6
Nn=m+28=23+4.2°+(m-6).F suyra n la S,. Gia st N#M+28 thi n—(M-5)>18 (vi
n>m+13) va n—(m-5)#33. Theo Pinh 1y 8 suy ra s6 n—(m-5) la S, do d6 s&
n=n-(m-5)+(m->5).1" 1a S, . K&t hop cac két qua nay ta nhan duoc

Pinh ly 9 (Pall [1]). Néu m la s6 tw nhién >6 thi tdt cd cdc sé nguyén dwong khéng phdi téng binh
phwong ctia m s6 tw nhién la cdcsé 1,2, 3,..,m-=1,m+1, m+2,m+4, m+5, m+7, m+10, m+13,

Tt cic dinh 1y 8 va 9 suy ra néu m 1a s6 tw nhién >5 thi moi s6 tw nhién dd lén déu la téng binh
phwong ciia m sé tw nhién. Piéu nay khong ding véi m=1,2, 3, 4 vi ton tai v han sé tw nhién ma
tit ca cac s6 d6 déu

1. khéng phdi binh phwong mét sé tw nhién (chdng han cdc s6 N> +1véi n=1, 2, ...),

2. khéng phdi S, (chdng han cdc s6 4k +3 véi k=0, 1, 2...),

3. khong phdi S, (chdng han cdc s6 8k +7 véi k=0,1,2..),

4. khéng phdi S, (chdng han cdc s6 4".2 véi k=0, 1, 2...).
Ton tai vo han cac s6 tw nhién khéng phai 1a tong binh phwong ctia ba (hodc it hon) cac s6 tw nhién
chang han cac s6 c6 dang 8k +7 véi k=0,1,2. Tuy nhién theo dinh ly Lagrange thi moi s& tw
nhién déu la téng binh phwong ctia bon (hodc it hon) cac sé tw nhién.

Bai tap. 1. Chirng minh rang véi moi s tw nhién m ton tai vd han s§ twnhiénla S,, i=1, 2,.., m,.
Chitng minh. Ta chirng minh ring moi s6 c6 dang (13k )2 lé6n hon m+3 déu cé tinh chét yéu cau.
That vay ta cé n=(13k)" =(5k)" +(12k)” =(3k)" +(4k)" +(12k)"=(2K)" +(4k)” +(7k)" +(10k)’.
vaynl1a s, S,,S, va S, Néui>4vai<mthitaco n=(13k)' >33 va n>m+13 dod6 n 1a S,
Ghi chu. SO tw nhién nhd nhat dong thoila S, S, va S; 1a 169. S0 nay la S; véi moi 1 <155 va
trong cac chi s i nam gitra 155 va 169 thin61a S, chivéi i =157, 158, 160, 161, 163, 166 va 169.
Chitng minh 169 12 S, suy ra tir céng thirc 169 = 23.2* +77.1° hodc 169=8 +2.2° + 97.F,

2. Tim s6 tw nhién nhoé nhit n 1a S; véi moi i <1000.

Lovi gidi. Ta c6 N=34% . That vy vi n 1a S, nén n=k?, véi k 13 s6 tw nhién. Ta cé6 n 1a Sy,

k?>1000 do d6 k >32 . Nhung theo Pinh Iy 2 thi céc s6 327 = 2'° va 33 =(3.11)" khong phai S,.
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Tuy nhién 34° =16° +30% = 2% +24° +24% suy ra 34° 13 S, S,, S,. Theo Pinh Iy 5 ta thiy 34° 1a
S, véi 34* >i+13 va i 6. Do d6 34° 1a S, v&i moi i <1142. Mot biéu dién ctia 34” thanh téng
ctia 1000 binh phwongla 34° =2.8% +2.4* +996.1°.

3. Chtrng minh ring tat ca cac s6 tw nhién n ma n’ khong phai S, 1a 1,2,3 va tit ca cic s6 tw nhién
n ma n° khong phai Ss 1a1,2,4. Chirng minh suy truc tiép tir Dinh Iy 8 va 9.

8. Hiéu caa hai binh phwong

Pinh ly 10. S6 nguyén k la hiéu ctia hai binh phwong khi va chi khi k khéng cé dang 4t +2 véi t la
s6 nguyén.

Chitng minh. Néu a va b 12 hai s6 chin thi a° —b® chia hét cho 4. Néu a va b cunglé thi a*—b’
chia hét cho 8. Néu trong hai s6 c6 mot s6 chin mot s6 1& thi a*> —b? 1é. Do d6 ta da chirng minh
duwoc diéu kién can. Gia st s6 nguyén k khong cé dang 4t +2. Hé qua 1a hodc k 1€ hodc né chia hét
cho 4. Néu k 1é thi k-1 va k+1 d&u chin va do d6 (k—1)/2 va (k+1)/2 nguyén. Ta c6

2 2 2 2
k=(k+1j —(kz_lj . Néu k chia hét cho 4 thi k=(§+1) —(%— j . Vay ta da chirng minh

2
dwogc diéu kién dd. Pinh 1y 10 dwgc chirng minh. o
Lap luln st dung trong chirng minh trén cho ta két qua sau

Pinh ly 10 & . Moi s6 tw nhién khdc 1 va 4 va khéng cé dang 4t +2 déu la hiéu ctia binh phwong hai
s6 tw nhién.

Dé dang chirng minh khong c6 s6 nao trong cac s6 1 va 4 c6 thé biéu dién thanh hiéu cta hai binh
phwong cac s6 tw nhién. Biy gi¢ ta sé xac dinh tit ca cac biéu dién ctia mot s tw nhién cho trwéec
thanh hiéu hai binh phwong cic sé tw nhién.

Gia st n 1a s6 tw nhién khac 1 va 4 va khong c6 dang 4z+2. Gia st n=x>—y* véi X,y 1a cac s6
tw nhién thitacé n =(X+ y)(x— y) vanéu d=X-Y thi d 1a wéc s6 tw nhién cia n va nhé hon
wéc s6 d'=x+y.Hon nita cic wécs6 d va d' c6 cung tinh chdn1é vi d'—=d =2y. Ky hiéu d Ia
wdc s6 tw nhién tiy y cia n ma nhé hon wécsé d'=n/d vathéamin d va d' cé cung tinh chn

) d+d  d'-d B} d+d) (d'-d)’

18. Thé thi X = 5 Y = 12 cac s6 tw nhién va x> —y® = >l =dd'=n. Do

d6 n=x*+y®. Theo cach nay thi ta nhin dwoc moi biéu dién cta n thanh hiéu hai binh phwong

cac s tw nhién. Vi vay s6 cach biéu dién nhw thé 1a bang véi s6 wéc s6 tw nhién cia n va nhé hon
déi wéc s6 twong (ng va théa man cd wée s6 dé va dodi wée s6 twong (ng clia nd la c6 cung tinh
chan 1é. Viy moi s6 nguyén t6 1é c6 dung mot bi€u dién theo cach nay, do6 la

2 2
+1 -1
Y :(ij —(ij . Mot hé qua khac la néu mot s6 tw nhién 1é khong phai binh phwong

ding thi né c6 ding d(n)/2 cach biéu dién nhw vay. Néu n la binh phuwong thi né cé
(d (n)—l)/ 2 cach biéu dién nhu vay (d(n) 1a s6 wéc s6 ctia n). Tir day chirng té khong chi cac s6

nguyén td 1& 12 chi c6 ding mot biéu dién thanh hiéu hai binh phwong cac s6 tw nhién ma binh

e o (p241) ((p2-1Y
phuwong cua cac s6 do cling c6 tinh chat nay. Ta c6 biéu diéen p° = > |3 . Nhung

moi hop s6 1& khong 1a binh phwong mot s6 nguyén t6 1€ thi c6 it nhat hai biu dién nhw vay. Dé
dang chirng minh trong s6 cac sé chia hét cho 4 thi chi c6 cac s6 c6 dang 4p hoidc 4p° véi p lasé
nguyén t6 > 2 1a c6 diing mot biéu dién dang nay.
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Bai tap. Chirng minh rang véi moi s6 tw nhién m thi déu ton tai s6 tw nhién n c6 dung m biéu
dién thanh hiéu hai binh phwong c4c s6 tw nhién.

Chitng minh. Ta dit n=2°"". That vay s6 nay c6 ding m biéu dién théa man vi d& thiy cac biéu

difn d61a 2™ = (227 4 24)° (22 24 k=12, ..m

9. Tong cuta hai lap phwong

Dé dang chirng minh moi s6 nguyén =0 déu c6 hitu han |1 >0 cach biéu dién thanh t6ng hai 1ap
phwong. Rd rang chi cin chitrng minh véi cac s6 tw nhién. S6 cach biéu dién mot s6 thanh téng cia
hai 14p phwong khéng am 13 hitu han. Gia st N = X° + y* v6i X, Y 13 cdc s6 nguyén, x>0, y<0. Ta
c6 n=(x+y)(X’—xy+y?) véi —xy>0. Nhung vi X+y>0 suy ra x+y>l va ta co
X>—xy+y?<n ma —xy >0 suyra x<+/n va 0<—y <n. T daysuyrasé cip X,y 1ahitu han.

Mit khac cac 1ap phwong dong dw véi 0,1 hodc 8 (mod 9) nén c6 thé chirng minh khong cé s6
nguyén nao c¢6 dang 9k +4 v&i k nguyén lai la tong ctia ba (hodc it hon) cac 14p phwong. Hé qua 1a
ton tai vo han sé tw nhién khong phai tong cda hai 1ap phwong.

Cau hoi khi nao thi mot s6 nguyén t3 c6 thé biéu dién thanh téng cta hai 1ap phwong cling twong
d6i don gian. Gia st p=x>+Yy® véi X,y 1a cac s6 tw nhién thi p =(X+ y)((x— y)2 + xy) suy ra vi
X+Y>2 taphdicé p=Xx+Yy va (X—y)2+xy:l suyra X=Y va xy=1tcla x=y=1 va
p =2.Viy 2 la s6 nguyén t& duy nhit la tong ctia hai 1ap phwong cac s6 tw nhién.

Bay gi ta gid str s6 nguyén t6 p 1a téng cua lap phwong hai s6 nguyén ma chi c6 mot trong hai sé
13 s6 tw nhién. Khi d6 s6 nguyén t6 p 13 hiéu cta hai lap phwong cac s6 tw nhién. Piat p=a’®—-b°
tacé p =(a—b)(a2 +ab+b2) suyra a—b=1va p=a’+ab+b® =3b(b+1)+1. T dy suy ra néu
s6 nguyén t6 P 1a hiéu ctia hai 1ap phuong cac s6 tw nhién thi p c6 dang p=3b(b+1)+1 véi b
1a s8 tw nhién. Mdt khac néu p c6 dang d6 thi p=(b +1)3 —b®. Vi vay cac s6 nguyén t6 c6 dang
3b(b+1)+1 1a tit ca cic s6 c6 thé biéu dién thanh hiéu ctia hai lap phuong cac s6 ty nhién. Ta
chwa biét c6 ton tai vo han cac sé nguyén to cé dang nay hay khong (tir gia thuyét H suy ra ciu tra
101 khing dinh). Tuy nhién ta d biét rit nhidu s6 nguyén t8 c6 dang nay. Ching han 7=2°-1°19=
P-2°37=4-3 61=5"-4°,127=7°"-6°.

Pinh ly 11. V&i moi sé tw nhién m thi déu ton tai s6 tw nhién n cé thé biéu dién thanh téng ctia hai
ldp phwong theo it nhdt la m cdch phdn biét.

Chitng minh. Theo muc 15 Chwong 2 ta dd ching minh ton tai diay vO6 han cic hé
X Yo 2 (K=1, 2, ...) cac s6 nguyén théa man (X,,Y,)=1, x2+y2 =72 va 0<|z|<|z,|<... PGi

d4u néu cin thiét cac s6 x, va y, taco thé gia st z, >0 véimoi K=12,...

72,..2 72,..2
Pat n=7222.2%,a =222, b ="2""y v6i k=12 .., m.
Zk Zk

T4t ca cac s6 a, va b, déu nguyén va hon nita @’ +b®=n. Véi cac chi s6 I,] ndo dé cda day
1,2,.,m ta c6 a=a; khi d6 vi z, #0 véi moi k=12,.m,x/z =x;/z; suy ra vi

(%.2)=(x;,2;)=1tacé x, =x, va z, =2, vdly.

Twong twnéu a =b, thi X, /z =y, /z; ma (X Z.)=(yj,2j)=1 nén ta c6 vo ly.
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Vay ta nhan dwgc m cach biéu dién khac nhau sé n thanh tng hai 1ap phwong. Pinh 1y 11 duoc
chirng minh. ©

Pinh ly 12. Ky hiéu n la sé tw nhién khéng phdi ldp phwong mdt s6 tw nhién va cting khong phdi hai
ldn mot ldp phwong mét sé tw nhién. Néu n la téng ctia hai ldp phwong cdc s6 hitu ty thi n c6 v6 han
cdch biéu dién nhw vdy.

Chitng minh. Ky hiéu r 12 s6 nguyén 16n nhat ma r® 1a wéc s§ cda n. Thé thi n=r’a véi a 1a sé
tw nhién khong chia hét cho bat ky 1ap phwong mét s6 tw nhién >1 nao. Theo gia thiét a khong
thé bang 1 hodc 2. Gia st n 1 tdng hai 1ap phwong cac sd hitu ty. Ta quy dong cac phan s6 do voi

mau s6 chung va c6 thé viét n=(u /t)3 +(v/t)3, véi U, V 12 cac s6 nguyén va t 13 s6 tw nhién. Vi
vay u®+v? =a(rt)3. Cac s6 U,V la khac 0 vi theo gid sit n khong phai l4p phwong mot sé tw
nhién, va do d6 né khong phai lap phwong mdt sé hitu ty. Vi vay d =(U,V) la sO tw nhién. Pat

u=dx, v=dy véi X, Y 1a cic s6 nguyén thoa man (X, y)=1.Tacé d° a(rt)3 suy ra vi a khong

chia hét cho bt ky 14p phwong mot s6 tw nhién >1 nao nén d |I’t .Vadodo6 rt =dz suyra z lasé
tw nhién. Ta thdy cac s§ X, Y, Z théa min phwong trinh x>+ y® =az>. Vi vay theo Dinh ly 10 muc
15 Chuong 2 suy ra phwong trinh nay c6 vo han nghiém nguyén X, Y, Z véi (X, y) = (X, Z) :(y, Z)
=1 vd z#0. V& moi nghiém nhw vdy thi ta c6 nz’=a(rz)®=(rx)’+(ry)® suy ra
n=(rx/ 2)3 +(ry/z)3. Hon nita ta thay cac nghiém khac nhau cho twong &ng cac biéu dién khac
nhau vi cidc phan sd x/z va y/z déula t6i gian. Pinh Iy 12 dwoc chieng minh. o

Hé qua. Néu r la s6 hitu ty khdng phdi ldp phwong mét s6 hitu ty ma ciing khdong phdi hai ldn 1dp

phwong mét sé hivu ty thi néu r cé thé biéu dién thanh tdng hai ldp phwong cdc sé hiru ty thi sé cé

vé han cdch biéu dién nhw vdy

Chirng minh. R0 rang c6 thé gia st r 1a s6 hiru ty dwong, nghiala r=1/m véil va m 1a cacso tw

nhién va (|,m)=l. Theo gia thiét thi ton tai cidc s6 nguyén U,V va s6 tw nhién [ théa man
I u um

3 3 3 3
—= [?j + [%j suyra Im?= (Tj + (@j . Vi vy s6 tw nhién Im? 13 t&ng hai 1ap phwong cac
m

s6 hitu ty va ndé khong la 1ap phwong ctia s hitu ty hay la hai lan l4p phwong mét s6 hitu ty béi vi
néu ngwoc lai thi r =1/m sé 1a 14p phwong mét sé hiru ty hodc hai 1an 14p phwong mot s6 hiru ty,
mau thuin véi gia thiét.

Vay theo Pinh 1y 12 suy ra s6 Im® ¢6 v6 han cach biéu dién thanh téng hai 1ap phwong cac s6 hitu
ty, suy ra sé I =Im?/m® ciing c6 tinh chit d6. Hé qua dwoc chirng minh. o

10. Phwong trinh x° +y° =7°

Bay gio ta trinh bay 1o gidi so cip cho trwong hop riéng ctia Pinh 1y cudi cung ctia Fermat véi s
mil 3. Loi gidi nay dwoc trinh bay béi J.Browkin dwa trén y twdng co ban cua R.D.Carmichael trong
[4] trang 67-70.

Pinh ly 13. Phwong trinh sau ddy khéng cé nghiém nguyén X, Yy, z#0.
(29) X +y=2°

B dé. T4t ca cac nghiém nguyén a,b,S clia phwong trinh

(30) s =a” +3b?

ma (a, b) =1, s 1é, duoc cho béi cong thirc sau
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(31) s=a’+3p% a=a’-9af?, b=3a’p-35°,
Véi cac s6 a, f thoa mian diéu kién
(32) o= f(mod2), (a,38)=1
Chirng minh bé dé. Dau tién ta gid st cac s nguyén «, f thoa mian (32). Xét cac s6 a,b,s xac
dinh béi (31). Khi d6 st dung dang thirc
(33) (A2+3B2) =(A° ~9AB?)" +3(3A’B—3B°)’,
suy ra cac sé a,b,s théa mian (30). Tir (32) suy ra

(ab)=(a(a®-98%),38(a* - 5*) =(a* -98°,a” - B*)=(88°,a’ - p*) =1
va s 1&. Gia st cdc s6 nguyén a,b,s théa man (30) va (a,b)=1va s 1é. P& chirng minh bé d& ta
tim cic s6 nguyén «, f théa man (31) va (32).
Lwu y moi wéc s6 nguyén to cia s déu c6 dang 6k +1. That vy néu p|S thivi s 1¢, p=>3. Néu
p =3 thi vi (30), 3\a2 do d6 3[a, va theo (30), 9[30° suy ra 3
p>3.Vi p|s va (a,b)=1theo (30) suy ra (b, p)=1 nén 0=a”+3b> =b*(a’b"* +3) (mod p).

b, mau thuin véi (a,b) =1. Vay

2
Vay (ab(pfglz)) = —(mod p). Chirng t6 -3 la thang dw bac haimod p.Suyra p cé dang 6k +1.
Sw khac tinh chan 1é cia @, f dwoc suy ra bang quy nap theo n 12 s6 cac wéc sé nguyén td cua s.
Néu n=0 thivi s=a*+3b*>0tacé s=1.Dod6 a=+Lb=0.Nén o =+1, #=0.Suy ra (31)
va (32) dwgc thoa man. Biy gior gid st bo dé dwoc chirng minh véi s6 tw nhién n>0. Ky hiéu s 1a
s6 nguyén c6 n+1 wéc s6 nguyén t6 va hai sé nguyén té cing nhau a,b théa man (30). Ky hiéu p
12 wéc s6 nguyén td cha sdo dé6 s=tp vdit c6 n wdc sd nguyén t8. Vi p c6 dang 6K +1 nén ton
tai cic s6 nguyén o, A, ma p=a? +347 v6i oy, B théamin (32). Néu c = -9, 57,d =323,
-3/3%, Theo ding thirc (33) suy ra p° =c®+3d” va theo (32) thi (¢,d)=1.Tacé
(34) t*p° =s°p*=(a’+30%)(c*+3d?) =(ac+3bd ) +3(ad Fhc)".
Xét tich
(ad —bc)(ad +bc) =(ad)’ —(bc)” =(a® +3b*)d* —b* (¢ +3d?)
(35)
:tapsdz —p? p3 _ p3 (tsdz _bz)_
Néu p|ad —bc va p|ad +bc thi p|2ad va p| 2bc suyravi p 1é nén p| ad va p| bc. Nhung

p’=c?+3d* va (C,d)zl. Vi vay (p,C)z(p,d)zl va do do p|a va plb, mau thuin véi

(a,b) =1. Vay chi c6 mot trong hai s6 ad —bc va ab+bc 1a chia hét cho p . Nhung theo (35) s6
nay chia hét cho p®. Hé qua la véi lwa chon d4u thich hop trong dang thirc (34) thi s6 trong dau
ngoic cudi cling vé phai 1a chia hét cho p®. Hon nita vé trai ctia (34) chia hét cho p°® suyrasd con
lai trong dau ngodc ctia vé phai cong thirc (34) chia hét cho p°.

Do d6 véi lwa chon diu thich hop thi

U aci?bd VAV ad ¥ 3bc

(36) 3
Y p
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la cac s6 nguyén. Cong thirc (34) tré thanh
(37) t* =u® +3v?
Ta tim nghiém cda phwong trinh (36) véi a va b. Ta ¢6 a=uc+3vd va th=ud -vc ma
(a,b) =1 suy ra (U,V) =1. Theo gia thiét quy nap va coéng thirc (37) thi ton tai cic s6 nguyén
a,, 5, théa man (32) ma
t=aZ+38, u=a+9a,pB;, v=3aip,—3p;.

Taviét o =, +36,06,, L=o,p, —F,x. Khidod

s = 1p = (af +387)(ai +343) = «® + 347,

a = cu+3dv = (2} —9a, f}) (a3 —9x; B3) +

+3(3a2 B, =38 (3a3 B, —3f3) = a* —9aff?,

+b =du—co = (3a] B, = 3f}) (a3 —9a; p3)—
— (o} =92, f7)(3ai B, —3p3) = 3a’f - 3p°.

DGi d4u néu cin thiét d6i véi B tathdy a, B théa man (31). Do (a,b)=1 suyracacsé «, B thoa
man (32). Bo dé dwgc chirng minh. o

Chirng minh dinh ly 13. Gia st cic s6 X, Y, Z thoéa man (29) va hon nita chiing dwgc chon véi
|xyZ| # 0 nho nhit c6 thé. Ro rang X, Y, Z d6i mdt nguyén té cing nhau vi néu ngwoc lai trong s6
chiing c6 hai s6 c6 wéc s6 chung la d >1 thi wéc s6 nay la wéce s6 chung ctia ¢ ba s6 d6 va do do ta
c6 thé chia cic v& phurong trinh (29) cho d° va nhin dwoc mot nghiém nhé hon. D& dang théy cac
s6 X, Y,z khong cung 1é va c6 diing mot s6 trong ching 1a chan. Gid sit z chan va X, y 1. Do d6
cAcsd X+Yy va X—Y chdnsuyra

(38) X+y=2uU, X-—-y=2w,
Vivay
39) X=U+W, y=u—w,

Ma (X, y) =1, X, Ylésuyra (U,W) =1 va U# W (mod2). Thé cac gia tri trong (39) vao (29) ta c6
(40) 2u(u® +3w*) = 2°,

Néu (u,3) =1 thivi U W (mod2) ta c6 (2u,u’ +3w’) =1 do d6

(41) 2u=t% u®+3w’ +5°,

véi s 1a so 1é va (u,v)=1. Theo bd dé thi ton tai cidc s6 nguyén «,f thdéa man (32) va
u=a’—-9af°. Vi vy theo (41) thi t* =2u= 20(a—3p)(a+30). D& dang kiém tra cac s6 2a,
a-3B,a+3B d6i moét nguyén t§ cing nhau do d6 2a=0",a-3B=7",a+3F= 0% suy ra
o’ =0°+7°. Nhung ‘Q O'Z" =‘t3‘ :|2u| =|X+ y| =0 va |X+ y| < |XyZ| <|XyZ|3 mau thuln véi gia thiét
vé tinh nho nhat cta |Xyz|. Néu 3|u nghiala u=3v thi (40) tré thanh

(42) 18v(3v* +w?)=2°,

suy ravi 3v = w (mod2) va (3V, W) =ltaco (18V,3V2 +W2) =1 do dé
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(43) 18v=t>, 3v*+w’ =s°

Véi s 1éva (V, W) =1. Theo b§ dé ton tai cic s6 nguyén «, S thoéa min (32) va v=3pa’-3/°.

Vi véy theo (43) thi t*=18v=27.28(a+ B)(a—B). D& dang kiém tra cic s6 23, a+ B, a—f3
d6i mot nguyén té cing nhau. Vay 28=c",a+pf=7",a-f=Q% suy ra ° =o°+Q>. Nhung

| 7o Q |3: i'[3

27
tinh nhé nhét ctia [Xyz|. Pinh 1y 13 dworc chimg minh. ©

1 . L
:|§v|:§|u |=%| X+Yyl£0 va §|x+ y|£|xyz|s|xyz|3 mau thuln véi gia thiét vé

Hé qua truc tiép ctia Pinh 1y 13 1a
Hé qua. Phuong trinh X° +Yy® = 2° khéng c6 nghiém hiru ty #0.
Bai tap. 1. Chirng minh rang DPinh ly 13 twong dwong véi dinh 1y néi rang phwong trinh
3x* +1=4y® khong c6 nghiém hitu tj ndo ngoai trir X==%1, y =1,
Chitng minh. Néu hai s6 hitu ty x = +1 va y théa man 3x° +1=4y® thi u= (3x—1)/2 14 s8 hitu
ty, u=1 vd u=—2. Hon nita tir u>’+u+1=3y? suy ra Y=0 (vi phwong trinh U*>+u+1=0
khong c6 nghiém hitu ty). Hé qua 1a (2+u)3 +(1—U)3 = (3y)3 mau thuln véi hé qua ctia Pinh Iy
13. Gia st Pinh 1y 13 sai. Khi d6 ton tai cac s§ hitu ty U,V khac Othéa min U*+Vv®=1 vi
x=(u=v)/(u+v), y=1/(u+Vv) la cac s6 hitu ty théa man 3x* +1=4y>. Néu x==+1 va y =1 thi
u+v=1,u—v==x1,suyra u=0 hoidc v=0, miuthuin. o
2. Chirng minh rang phwong trinh x® +y® =z° +1 ¢6 v6 han nghiém tw nhién X, Y, Z.

Ny PN NI , . 4\3 3 3 4 3
Lo gidi. Suy tryc ti€p tir dang thirc Gerardin: (9n ) +(9n +1) :(9n +3n) +1, n=12,..
Chang han véi n =1,9°+10° =12°+1: néu n=2,144° +73* =150° +1.
Ta ciing c6 64° + 94°=103° +1. o
3. Tim ba s& tw nhién phan biét a, b, ¢ ma 3fa,3b,3/c 1a cac s6 vo ty va %4‘%: %
Loi gidi. a=2,b=16,c=54. o

11. Tong cta ba lap phwong

Trong muc 9 ta da lwu y rang khong c6 s6 nguyén c6 dang 9K +4 ma 1a téng ctia ba (hoic it hon)
cac lap phwong. Mat khac ta chwa biét c6 phai moi s6 nguyén khéng c6 dang 9k +4 (véi k
nguyén) déu la téng cia ba ldp phwong hay khong. Diéu nay ding véi moi s6 nguyén
n,—30<n <30, nhung ta chwa biét cach nao biéu dién 30 thanh téng ctia ba 1ap phwong va chuwa
biét mot biéu dién nhw thé c6 ton tai hay khong. V.L.Gardiner, R.B.Lazarus va P.R.Stein [1] da tim
ra nghiém ctia phwong trinh X*+Yy*—z° =gk véi 0<k <1000 va cic s6 nguyén X, Y, Z, & thda
min 0< X<y <2 g==1.Ho ciing chitng minh phwong trinh nay khong cé nghiém vé&i k=30, 33,
39, 42,52,74,75,84 vavdi K=12,& =1 thi ton tai duy nhit nghiém z=11,y=10,x=7. Két qua
nay khong chi ra rang khi ndo thi phwong trinh nay c6 nghiém nguyén X, Y, Z ma c6 it nhat hai s6
trong chiing c6 gia tri tuyét d6i 16m hon 2°°. D&i véi mdt s6 trwong hop cia s6 nguyén k ta c6 thé
chirng minh ton tai vé han cach biéu dién né thanh téng cta ba lap phwong ching han (Mordell

[4])
0=n+(-n) +0%,1=(9n*)’ +(1-9n°) +(3n—9n*)’, 2=(1+6n°) +(1-6n°) +(-6n?)



266 | Téng cua ba ldp phwong

véi moi N=0,+1 £2,... V&i k=1 thi c6 nhitng nghiém khong nhan dwoc tir cong thirc trén.
Chéng han 1=94° + 64° +(-103)’

D.H.Lehmer [7] da chirng minh rang ton tai v6 han biéu dién nhw vay (Godwin [1]).

Thatvay, ldy x=3t*(2'3t° -5),y =-3t(6"t° + 2'3°t° +3°° 1), 2 = 2'3°t° + 2%3't° - 3°t° +1.

Khi d6 dé dang kiém tra rang véi moi t, x*+y* +2z®=1.Néu t 14 s6 tw nhién khéng chia hét cho 3
thi tit ca cac nghiém nhan dwoc déu khac 9n*,1-9n%,3n-9n* bai vi kiém tra truc tiép ta thiy
khong c6 gid tri ndo cia X, Y,z bing 9n* vi y, z khong chia hét cho 9 vanéu x=9n" thivi 3°t*|x
suy ra 3t|n do dé n=3ut (u las6 nguyén) suyra 2'3°t* ~5=3%u* vo lIy.

Thay t =1 tacé x=3753,y=-5262,7=4528.V¢it=—1tacdé x=3753,y =-2676,z =-3230.

Vi k =2 ta chua biét biéu dién nao ctia k thanh t6ng ctia ba 1ap phwong ngoai cach trinh bay &
trén. Ta chwa biét s6 nguyén k nao khong c6 dang 9t +4 ma c6 hiru han biéu dién thanh téng ba
1ap phwong. Mt khac dé dang chirng minh ton tai vé han k khéng c6 dang 9t +4 ma khong thé
biéu dién thanh téng 14p phwong cta ba sd tw nhién. Vi k =3 ta chi biét 4 cach biéu dién k thanh
tong ba 1ap phwong, d6 1a (X,y,z)=(111), (-5,4,4), (4,-5,4),(4,4,-5) va ta chua biét c6 ton tai
cac biéu dién khac hay khong.

Sau day ta s& chirng minh s& 3 va rat nhiéu cac s6 hitu ty dwong khéc c6 thé biéu dién v6 han cach
thanh tong cda ba 1ap phwong cac s6 hiru ty dwong (Pinh ly 14).

Ta nghién cttu cac bidu dién s6 nguyén dwéi dang x° + y° +22° véi X, Y, Z 13 cac s6 nguyén.

Lai, Russel and Blundon [1] dd chirng minh vé&i moi s6 tw nhién <1000 ngoai trir 19 s6 trong
ching (ba trong s6 nay dwoc tim lai béi J.C.Littejohn trong cic cudc trao doi véi M.Lai) 1a co it

nhat mét biéu dién nhw vay. Ching han 13=(-35)’ +(-62)° +2(52)’, 20 =63 +(-3)’ +2(-50)’,
31:533+313+2(—44)3. S6 76 1a s6 tw nhién nhé nhit ma ching ta chwa biét né cé dang
x*+y®+22° véi X, Y, Z 1a cic s6 nguyén hay khong. S6 2 ngoai trir phan tich tim thuwong
2=t° +(—t)3 +2.1° thi c6 vo6 han bifu dién dang trén. Pidu nay suy ra tir ding thic
2=(1—t—t2)3+(1+'[—t2)3+2(t2)3 v&i moi s6 nguyén t. Day 1a hé qua cha dang thirc cho bédi
B.Segre [1] (trudmg hop t =2" cho béi Niewiadomski [1]).

Pinh 1y 14. Moi s6 hitu ty dwong déu cé thé biéu dién vé han cdch thanh téng cia ba ldp phwong cdc
s6 hiru ty (Hardy va Wright [1] trang 197-199 Dinh ly 34).

Chirng minh. V&i r 1la s6 hitu ty dwong cho truéc ky hiéu v la s6 hitu ty théa man
3rrz <v<33r.patu=(3r—v*)/(3r+v*),s=v(1+u) z=su,t=s/3(1-u?),x=5-t,y=t—z.

Vi V<§E suy ra U la sé6 dwong va nhé hon 1. Cac s6 u,s,z,t 1a hitu ty dwong va X, y la cac sé

httu ty. Vi v>33r/2 néntacé V° >gr suy ra u=6r/(3r+v3)—1<§. Hé qua la 3(1—u2)>1,

s>t va 3u(1—u2)<1 suyra Z<1.Dodé x>0 va y>0. Nhung
X+y*+28=(s—t) +(t-2) +2° =5°=3(s* — 2°)t+3(s—2)t*

va 3(s*—2°) =3s*(1-u?) suy ra 3(s*—2°)t =" do do

X +y +2° =3(s—z)t* =3s(1-u)t’=
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_s*(1-u) s v3(1+u)2 _v3(1+u)_r

C3(1-u?) 3@+u)(i-v?)  3(1-u?)  3(1-u)

Do v c6 thé chon 12 mét s8 hiru ty b4t ky nhé hon 3/3r vadi gan 33r nén u (vadodé su=z)cé
thé nho tuy y. Suy ra phwong trinh c6 v6 han nghiém hiru ty dwong.

bPinh ly 14 dwoc chitng minh. o
2Y (17Y (36Y
V6éi r=3,v=1 congthiecnaysuyra 3=| — | +| —= | +| —= | .
15 75 25
DPinh 1y 14 c¢6 hai hé qua sau day
Hé qua 1. Véi moi s6 tw nhién n thi x>+ Yy®+2°=nt® ¢ vé han nghiém tw nhién X, Y, Z ,t ma
(xy,z,t)=1.
Hé qua 2. V&i moi s6 tw nhién s >3 moi s6 httu ty dwong c6 vo han cdch biéu dién thanh téng ldp
phwong ctia s sé hitu ty dwong.
Néu trong chirng minh Pinh 1y 14 ta chon v dd gan va lén hon 33r thiu<0,1+u>0,1-u*>0,

2 . w o a
u2<§ dod6 s>0,z<0,t>0,y>0,x>0. Tk day ta c6 dinh ly: moi sé hitu ty dwong déu cé vé

han cdch biéu dién dudi dang x>+ Yy —2° véi X, Y, Z la cdc s6 hivu ty dwong. Ap dung véi r+t°
khi r,t la cac s6 hitu ty dwong ta c6

Pinh ly 15. Moi s6 hitu ty déu c6 vo han biéu dién dwéi dang x> +y* —2° —t° véi x, y, z, t la cdc s6
hitu ty dwong.

12. Téng ctia bén lap phwong

Cach day vai nam tac gia dit ra gia thuyét C: moi s6 nguyén g déu c6 vo han biéu dién du¢i dang
X*+y =2 —t® v6i x,y, z,t 1a cAc s tw nhién. Gia thuyét nay dwoc chitng minh bi Demyanenko
[2] véi cac s6 nguyén ma -1000< g< 1000 va v&i moi g# +14 (mod 9). Chirng minh d6 dwa trén
trén két qua sau cta LJ.Mordell [13]: néu g=a’+b*—c®—d® véi a,b,c,d Ia cdc s6 nguyén
(a+b)(c+d ) >0 va a=b hodc c#d va hon nita néu (a+b)(c+d) khéng phdi binh phwong
mat sé tw nhién thi gid thuyét C la diing véi ¢. V&i g=0 gia thuyét C 1a hé qua truc tiép cia dang
thitc 0= n* +1° —n® —2° véi moi N=1, 2,.... Ta trinh bay chtrng minh gia thuyét C v&i g=1.

Chi cin chirng minh phwong trinh (t +13)3 +(u +14)3 —(t+ 3)3 —(u +17)3 =1 c6 vb6 han nghiém
nguyén t,u. Phwong trinh nay ding véi t=u=0 va néu né dung véi 1 va u thi cic s6 t, =
11t +6u +173,u, = 20t +11u + 315 ciing thda man phwong trinh. Chang han do t=0 va u=0 thda
man phwong trinh nén t, =173, u, = 315 ciing thé va hon nira 186% +329° -176°-332°=1.

Do phwong trinh x®+y® — 7% —t® =1 ¢6 v6 han nghiém tw nhién X,y, z, t suy ra ton tai v han sé
tw nhién n ma n va n+1 déu la tong hai lap phwong dwong.

Né&u g=2 thi gia thuyét C dwoc suy ra tir dang thirc 2= (9n4 )3 +1° —(9n3 —1)3 —(9n4 —S‘an)3 v&i moi
N=12,.. Pichiétvéi n=1tacé 2=9°+1°-8 -6°.

Néu g=3 thi gia thuyét C dwocsuy ratir 3= (6n‘°’ +1)3 +71° —(6n3 —1)3 —(6n2 )3 veoi n=12.....
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Ta cling biét mot s6 nghiém nguyén dwong cta phwong trinh x*+y®+2z°—t* =1. Ching han
4 +4+6°-7°=1.4°+38°+58°-63°=1.4°+37°+63°-67°=1. Gian day J.A.Gabowicz [1] da
chirng minh rang phwong trinh nay c6 vé han nghiém ty nhién.

Mt khéc tir ding thirc (6n°+1)° ~2°—(6n?)’ —(6n°~1) =1 véi n=12,... d& dang chtng minh
ton tai vd han nghiém tw nhién x,y,z,t cia phwong trinh x* —y*—z° —t® =1,

A.Makowski ([1] trang 121) da chirng minh phwong trinh x° —y® —z° —t* =2 ¢6 v6 han nghiém tw
nhién. Piéu nay suy ra tr dang thic (3n3 +1)3 —(3n3 —1)3 —(3n2)3 —(3n2)3 =2 voi n=12,.
Phuong trinh nay con 6 cac nghiém khong nhan dwoc tir ding thirc nay ching han 235°-3°-69°-
233°=2.683°-650°-353°-2°=2.

Bai tap. Chirng minh rang ton tai vo han s6 tw nhién g ma cac phwong trinh g=x% +y* - z° —t*, g=

3

X+ y2+2°—t° va g= x*—y*—7° —t® déu c6 v6 han nghiém tw nhién x, y, z, t.

Chitng minh. Cac s6 g = a° —b® v&i b < a 1a cac s6 tw nhién tiy ¥ théa man tinh chit yéu ciu vi
=0 =P +nd=-p =t

@l =b3 =@ (9= 1) P +(9n* = 3n) b)Y — (9u*h),
a*=b* = On*a) —(9n* = Da) =(9n* = Inja)® ~ b*.

(Schinzel va Sierpinski [2] trang 26-27). Dé dang chirng minh rang moi s6 nguyén déu cé vd han
cach biéu dién nhw 1 tdng cta 5 1ap phwong. Dang thirc 6t = (t +1)3 +(t —1)3 + (—t)3 + (—'[)3 chitng
té moi s6 nguyén chia hét cho 6 déu la tong cta 4 14p phwong. D€ chitrng minh moi s6 nguyén déu
c6 vd han cach biéu dién thanh téng ctia 5 1ap phuwong ta chi cin chirng minh rang véi moi s
nguyén, ton tai s6 tw nhién da 1én ma hiéu cla sé nguyén ban dau va 1ap phwong cia sé tw nhién
nay la chia hét cho 6. Ky hiéu g 1a s6 nguyén tuy y, ' 1a phan dw nhin dwoc khi chia g cho 6. Khi d6

g=6K +r.V&i moi s6 tw nhién n taco 6k +r —(6n + r)3 =r-r’= O(mod 6) do dé 6|g-(6n + r)3.
13. Mot s6 tdng cac 1ap phwong cé gia tri bing nhau

Trong mé6i lién hé v&i Dinh 1y 13 mot ciu hoi thad vi dwoc dat ra la véi cac s6 tw nhién m va n=m
nao thi phwong trinh

(44) XAX X =Y Yy

c6 nghiém 1a cic s6 tw nhién phan biét X, X,,..., X, Y;, Y,--» ¥, - RO rang phwong trinh khéng cé
nghiém nhw vay véi n=m=1. Pinh ly 13 suy ra phwong trinh cling khong c6 nghiém khi
m=1 n=2.Tachirng minh dinh ly sau diy

Pinh ly 16. Phwrong trinh (44) véi n,m la cdc s6 tw nhién n 2M la c6 nghiém tw nhién phdn biét
X Xoyeey Xy Vis Yoron Y, khi va chi khi khéng xdy ra trwong hop m=n=1 va m=1n=2
(Sierpinski [24]).

Ta chi can chirng minh diéu kién du.

Bo dé. V&i moi s6 tw nhién n> 2 thi luén tdn tai sé tw nhién ma Idp phwong ctia né la téng ctia n
ldp phwong dwong phdn biét.

Chitng minh bé dé. Cac cong thirc 6°=3+4°+5> va 13 =5"+7°+9°+11° ching minh b§ dé
trong treong hop n=3 va n=4. Gia sir bé dé ddng véi s6 tw nhién n > 2. Ton tai cac s6 tw nhién
8,<a,<..<a,<a, thbaman a’ =a’+a +...+a’. Vivay

(6a0)3 = (3a1)3 +(4a1)3 +(5a1)3 +(6a2)3 +(6a3)3 +...+(6a, )3
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va hon nira 33, <4a, <53, <6a, <...<6a, suy ra bo dé ding véi n+2 . Vay néu bo dé ding véi sé
tw nhién n thi n6 ding véi n+2. Két hop véi nhan xét & trén suy ra bo dé ding véi moi so tw
nhién n>2. o

Heé qua. Pinh ly 16 ding v&i moi s6 tw nhién m,n véi m>3, n>3.
Chitng minh hé qud. Néu m>3 va n>3 thi theo b6 dé ton tai cic s6 tw nhién
b <b,<..<b ;<@ théa man a’=b’+bd +..+b%, va cic s6 a,<a,<..<a,<b, théoa man
al+al+..+a> =b’. Hon nita c6 thé gid st a,>a, vi néu khong ta cé thé thay cac sé
a,,8,,...,a,,0b, boi tich cta ching véi a +1. Do d6 cac s6 a,a,,...,a,, b,b,,..., b, 1a phan biét.
Cong cac dang thic theo vé suy ra a’+aj +...+a =0’ + by +..+b?. Pay 1a diéu cin chirng minh
trong Pinh ly 16. Hé qua dwoc chirtng minh. o
bé chirng minh Dinh 1y 16 trong tredng hop téng quat chi cin kiém tra hai treong hop m=2 va
m=3van=m.Néu m=2, n=2,3, 4,5 thi Dinh ly 16 suy ra tir cong thirc

9*+10°=1°+12°, 7°+8=1+5°+9°,

6°+36° =4°+5°+27° +30% 26°+28°=2°+3’+4°+5°+34°,
Néu m=2 va n>5 thi theo bo dé ton tai cac s6 tw nhién b <b, <..<b, ,<a théa man

al=b’+b’+..+b%, suyra

a +(6a1)3 = (3a13)+(4a1)3 +(5a,)* +b7 +b3+.+b2
ma a, <3a <4a <5a <6a, suyradinhlydingvédin va m.Néu m=3, n=3,4 thi Dinhly 16 suy

ra tir cong thirc 1 +12° +15° = 2° +10° +16°, 12° +13° +14° =3 + 9* +10° +17°. Néu m=3,n >4
thi theo b8 dé ton tai cac s6 tw nhién b <b, <..<b, ,<a ma a’=b}+bd+...+b®, suyra

al+(2a,) +(16a,)" =(9a)’ +(15a,) +b7 + b} +..+ b3,
vadodovi a, <23, <9a, <153, <16a, suy rabinhly 16 dungvéi m, n.
Pinh ly dwoc chitrng minh hoan toan. o
14. Tong cha cac trung phwong

Tt Dinh 1y cudi cing cia Fermat trong trieong hop s6 mi 4 (Chwong 2 muc 6) ta thiy khéng c6 cac
triing phwong nao 1a téng cla hai truing phwong dwong. Gia thuyét cia Euler ndi rang khdng c6 cac
trung phwong la téng cua ba trung phwong dwong.

Tuy nhién c6 cac tring phwong 13 téng clia bén trung phwong ching han 353" =30*+120" +
272* +315* 15" =4* + 6" +8' +9* +14", 91* =14" + 24" + 34* +49" +58* +84°,
Pinh ly 17. Véi moi sé tw nhién n >3 ton tai triung phwong la téng ctiia n trung phwong dwong.

Chirng minh. Ky hiéu S 1a tip tit ca cic sO tw nhién n>1 ma ton tai trung phwong l1a tdng cua n
trung phwong dwong. Ta vira chirng minh 4, 5, 6 thudc S.

Bay gi¢ ta chirng minh néu N, M thudc S thi m+n—1 ciing thudc S. Thit vy néu m va n thudc S
thi ton tai cac s6 tw nhién a <a,<..<a,<a, va b <b,<..<b <b, théa main
a;=a'+aj +..+a, bl=b'+b+..+b’. Viviy

(ao bo)* = (ay by)* +(ay ba)* + ...

ovs +(a, b.)‘ +(u2 bo)‘f "'(U; bo)‘ + .. +(a,' bo)‘

Honnira ab <ab, <..<ab, <ab, <ab,<..<ab, suyra m+n-1 thudcsS.
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Ta lwu y néu tip S chira 4,5 thi theo tinh chit trén suy ra S chira moi s6 tw nhién > 7. That vy, vi
4,5 thudc S nén 4+4-1=7, 5+4-1=8, 5+5-1=9 thudc S, theo quy nap suy ra néu m thudc S thi

m+3k véi k=12... ciing thuoc S (vi m+3k =m+3(k—1)+4-1). Hé qua 1a S chira moi s& c6
dang 7+3k,8+3k, 9+3k véi k=0,1, 2,..., nghia 12 moi s tw nhién >7. Viy S chia moi s6 tw
nhién > 3. Pinh ly 17 dwgc chirng minh. o

C6 mot s6 s6 tw nhién c6 thé biéu dién thanh téng cda hai trung phwong theo hai cach. Chang han
133* +134* =59* +158". Tuy nhién ta chwa biét s tw nhién nio c6 nhiéu hon hai biéu dién nhw viy
(khéng tinh cac hoan vi). Ping thtrc sau day dung 8*+9* +17* =3*+13* +16*. Luu y ring ding
thirc sau diy suy ra moi sé htru ty la téng cia bon trung phwong hiru ty:

4°255°x = (8(255+2x))" —(8(255-2x))" +(32x—255)" —(32x +255)" .

C6 thé chirng minh rang v&i moi s6 tw nhién n >4 thi ludén ton tai lily thira bac 5 1a téng céac liy
thira bac 5 clia n s& tw nhién khac nhau. Chdng han (Lander va Parkin [2] va A.S.Bang [1])

144° = 27° +84° +110° +133°,12° =4’ +5° +6° + 7° + 9° +171°,

92° =2°+9° +11°+22° +51° +58° +89° ,32°=3"+6° +7° +8°

+10° +12° +13° +14° +15° +16° +18° +31°
P.Erdos da chirng minh véi moi s6 tw nhién m thi ludn ton tai s6 tw nhién k,, ma véi moi sé tw
nhién n >k thi déu ton tai s6 tw nhién | théa man moiso tw nhiénlén hon | déula tong cla
n s6 phan biét ma moi s6 12 lily thira dwong bac m.
15. Pinh ly Waring
Nam 1770 Waring da dat ra dinh 1y sau ma khong kém theo chirng minh: véi moi lily thira s tén
tai sé tw nhién kK ma moi s6 tw nhién n la téng ctia k liy thira khéng Gm bdc s .

Dinh ly nay dwoc chitrng minh béi D.Hilbert nam 1909. Chirng minh so cip cta dinh ly Waring
dwoc trinh bay béi Yu.V.Linnik [2] va dwa trén y twéng ciia L.Schnirelman. Chirng minh nay c6
trong cudn sich cua A.Ya.Khinchin [1]. V&i s =1 dinh Iy Waring hién nhién ding. Néu s=2 Dinh ly
4 (Lagrange) cho khing dinh v&i k=4. Véi s=3 Waring nhan xét rang c6 thé chon k bang 9,
nghia 1a moi sé tw nhién déu la tong cta 9 (hodc it hon) cac 1ap phwong dwong. Mai téi ndm 1909
A.Wieferich méi chirng minh diéu nay la dung. Véi s =4 Waring chi ra rang k =19. Két qua nay
dwgc chirng minh gan diy (theo cach khéng so cip) bdi R.Balasubramanian, F.Dress va
J.M.Deshonilles [1]. Ta sé& trinh bay chirng minh so cAp rang k c6 thé chon 1a 50 (xem Dinh ly 18).

Vé&i moi s tw nhién s ky hiéu g(S) la sO tw nhién nhé nhit kK ma moi s6 tw nhién déu la tong cta
k (hoic it hon) c4c liy thira bac s . Khi d6 dinh ly Waring néi rang v&i moi s tw nhién s thi sé tw
nhién g(S) ton tai. Ta chirng minh

(45) (3)225{(35}2, s=12,.

bat

o e

Ro6 rang n 14 s6 tw nhién va vi [X] <X taco
(47) n<3.
Tl dinh nghia cta g(S) suy ra ton tai cac s6 nguyén khong am x; (1=12,... ,g(s)) thoa man

(48) N=X +X +.+ X
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Theo (47) thi moi s X, (i =1, 2,...,9(8)) phai nhé hon 3. Do d6 cacs6 X, chinhdn cacgiatrio,1, 2.

Gia st trong cacs6 d6 co k s62,1 s61va r s60.Khido K, I, r 1a cic s6 nguyén khéng 4m va

(49) g(s)=k+l+r>k+l
Voi
(50) n=2%k+l.

Vivay n>2°k, va theo céng thirc (46) thi n < 2° [(g) } ta nhan duoc k < Hg) } nghia la

o

Tir (50) ta c6 | =n—2°k va do dé
(52) k+l=k+n-2°k=n—(2°-1)k.

Vi s 13 s6 tw nhién nén 2°—1 ciing 1a s tw nhién. Nhan (51) véi s6 nay suy ra

(22 -1)k=(2° _1)({8” —1]. Vi vay tir (49),(52) va (46) ta c6

gls) 2 k+12n—2=1)([3)]-1) =2 +[(3)] -2,

, 9
suy ra (45). Néu s=2 tir (45) suy ra g(2)222+{ﬂ—2=4+2—2 vado dé g(2)>4. Nhungta da

27
biét g(2) =4vanéu s=3 thitir (45) suy ra g(s)>2° {?}2:9'

Ton tai cac s6 tw nhién (ching han 23) khong thé biéu dién thanh téng cta 8 1ap phwong khong
am. Nhu da dé cip & trén, Wieferich da chirng minh 9(3) =9,

x R . | 81
Néu s=4 thi (45) suyra g(4)>2"+ & -2=19.

Theo (46) thi ton tai s6 cac tw nhién (vi du 79) khong thé biéu dién thanh tdng cta 18 tring
phuwong khong am. Blasubramanian, Dress va Deshonilles da chitng minh g(4) =19.

Néu S =5, tir (45) suy ra g(5) >37.].R.Chen [1] d4 chirtng minh g(5) =37.

1.E.Dickson [4],[5] (xem Pillai [3]) did chirng minh céng thirc g(s)=25+[(§j :I—Z dung voi

6 <s<400 (thatra diéu nay cling dung v&i s <5). KMahler [1] di chirng minh c6ng thirc trén la
ding véi moi s6 da lén s va RM.Stemmler [1] dd ki€ém tra véi 400< s < 200000 .

Véi moi s6 tw nhién s ky hidu G(S) 14 s8 tw nhién nho nhat k ma moi s8 tw nhién dd 16m (nghia
12 t4t ca cAc s6 trir ra nhiéu nhat 12 hitu han truedng hop) déu biéu dién dwoc thanh tdng cia k lity
thira khdng 4am bac s. Ta da chirng minh dwoc G(2) =4,G(3) <7,G(4) =16,G(5) <21,G(6) <31
(Davenport [1] va Vaughan [1],[2]). B4t dang thitc G(3) <7 dwoc chirng minh béi Yu.V.Linnik [1]
ndm 1942 va dwoc lam don gian hon béi G.L.Waton [1], xem thém McCurley [1].



272 | Téng cua cdc triing phwong. Pinh ly Waring

Bay gio ta trinh bay phwong phap so cdp chirng minh g(4) <50.

PAu tién cin nhic lai dang thirc dwoc E.Lucas tim ra ndm 1876 dwdi day

(53) 6(xF+x34+x2+x3)? = (x; +%)* +(x; —=x3)* +(x; + x3)* +
+(xy =x3)* +(x; +x4)* +(x; —xg)* +
+(x3 +x3)* +(x; — x3)* +(x; +x4)‘ +
(X3 —xg)* + (x5 +x,)* +(x; —x,)%.

Vé&i moi sO tw nhién n chia hét cho 6, nghiala n=6m vé&i m 1a s6 tw nhién, thi theo Pinh 1y 4 ta c6
m=a’+b*+c®+d*véi a,b,c,d 13 cic s6 nguyén khéng 4m. Vi viy n=6a’+6b*+6c”+6d?.
Nhung theo Pinh 1y 4 thi ton tai cic s& nguyén kKhong am X, X,, X5, X, ma a=x>+x5 +x; +x; . Vi
vay theo (53) tacé 6a® =a’ +al +...+a), véi & (i=12,...,12) 1a cic s6 nguyén khong am. Ta biéu
dién cac s6 6b*6¢*,6d° dudi dang twong tw thanh téng ctia 12 trung phwong. Tir day suy ra
n=6m la tong cla 48 trung phwong. Do d6 ta da chirng minh dwgc moi s6 tw nhién chia hét cho 6
déu 13 téng ctia 48 tring phwong. Moi s§ tw nhién khong 1én hon 95 déu c6 dang 2°K+r véi
0<k<5, 0<r<15 va do d6 la tdng ctia 20 trung phwong. Gia sk s6 tw nhién n 1én hon 95. Khi
dé n=6m+r véi m>15 va 0<r <5.Cacs6 mm-2,m-13 dwongvadodovéi r=0,12,...,5
tac6 n=6m, N=6m+1*, n=6m+1*+1*,n=6(m-13)+3*,n=6(m-2)+2*,n=6(m-2) +1*+2*
twong ng. Vi vy moi sO tw nhién déu la tong cia 50 trung phwong. Piéu phai chirng minh.

Pinh 1y 18. Moi s6 tw nhién déu la téng ctia 50 triing phwong.

St dung dinh ly Gauss c6 thé chirng minh 9 <30 (Dress [1]). V&i moi s6 tw nhién s ky hiéu V(S) la
s6 tw nhién nhé nhit k ma moi s6 tw nhién 1 tdng clia k liy thira bAc s cac s6 nguyén. Dé thdy
V(Z) =3 va 4< V(S) <5 tuy nhién ta khong biét V(3) bang 4 hay 5. C6 thé chirng minh
9 SV(4) S10,5SV(5)10. Bay gio ta chitrng minh v&i moi s6 tw nhién s thi V(S) ton tai. Ta cd
dang thirc P.Tardy [1] (xem Dickson [7] tAp 2 trang 723, 728)

Y=t et X, (= 1) + e (= 1))

2,272,000,

= S12'X; X3 . X,

Vé&i s 14 s6 tw nhién va tdng & vé trai ldy trén 2° diy oy, q,,...,a, cic phan tir nhan gia tri 0 va 1. Vi
vAy véi X, =X, =...= X, =1 suy ra moi s& nguyén chia hét cho $!2° déu la tdng ctia 2° liiy thira bac
s. Mit khac vi moi s6 nguyén déu c6 dang 2!'2°k +r v&i K,r 13 cic s6 nguyén va 0<r <s!2°* nén

moi s6 nguyén déu 1a téng ctia 2° +5!2°" 1y thirabac s . Taco V(s)<2°+ s12°* v&imoi S =1, 2,...
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1. Phan hoach dang tong

Leibmiz, Bernoulli va sau d6 la Euler 1a nhitng ngwoi dau tién nghién ctiru bai todn tinh s6 g, tatca
cac biéu dién s§ tw nhién n cho trwdc thanh tdng cla cic s6 ty nhién khong ting. Bai toan nay
dwoc biét dén véi tén goi la bai toan phéin hoach dang tong. Sau day la 10 gia tri dau tién cia ham
s6 9: 9,=1, 9,=2, 09,=3, 9,=5, 9. =7, 9,=11, 9, =15, g; =22, g,=30, g,, =42. Mac
Mahon da tinh dwoc ¢,,, =1905692292, g,,, =3972999029388. C6 thé chirng minh g, chinh la

A K _— x 71 L
hé s6 cta khai trién dang chuoi | | =
21—X
n=1

=1+ignx” véi |x|<1.
n=1

Ky hiéu h, 12 s6 cic biéu dién ctia n thanh tdng cta day ting cac s6 tw nhién. Khi d6 véi |x| <1,
H(1+ X”) =1+ hXx".Cacsé g, (N=12,...) thba man cdng thikc truy hoi
n=1

n=1
ng, =o(n)+g,oc(n-)+9g,0(n-2)+...+9, ,0Q)

Tt cong thirc nay ta xy dwng dwoc quy tac dé tinh cac s6 g, (Vahlen [1]). Sau day 1a 10 gia tri dau
tién ctaham h,:h =1, h,=1,h, =2, h,=2,h,=3, h,=4, h,=5, h, =6, h, =8, h, =10.

Ky hiéu k, 1a so tat ca cac phép phan tich n thanh tong ctia cac s0 tw nhién ma hai phan tich dwoc
coi 1a khac nhau ngay ca khi chting chi sai khac thi tw cdc hang tix. Bing quy nap ta chirng minh
dwoc k, =2"" voi n=1 2, ... Ddc biét s6 4 c6 8 cach phan tich khac nhau thanh téng cla cac s6 tw
nhién.P61a 4=3+1=1+3=2+2=2+1+1+1=1+2+1=1+1+2=1+1+1+1.

Cudi cung ky hiéu | 1a s6 cach phén tich s6 tw nhién n thanh téng cic s6 1é khong tang. Véi |X| <1

0 l 0
ta co Hl —1+ZIHX" .Taco | =h véimoin=12,..
n=1

2n-1
n=1

Ky hiéu g, la ham (v&i déi s6 la so tw nhién n ) xac dinh béi s6 cach phan hoach tip hop n phan
tr thanh cac tp khong rong roi nhau, hai phan hoach khac nhau chi khi cac tp con trong phan
hoach d6 khdng twong rng bang nhau. Cic gid tri ddu tién cta ham s8 nay la g, =1,q,=2,

0, =5, g, =15, g, =52. Ta c6 cong thirc tinh q, 1a et = anxm /nl. (Whitworth [1] trang 88).

n=1

nin
Ta ciing c6 (Rota [1]) ., =1+ Z(quk- )
k1

Ta tinh s& cach khac nhau dé bi€u dién mdot s6 nguyén thanh téng cta cadc dong dw khac nhau
modulo m trong day 1,2,.. m-1. Cic biéu dién ciing dugc tinh theo dong dw modulo m.
M.A.Stern [1] da chirng minh rang néu p 1a sd nguyén td 1é thi véi moi dong dw modulo p c6

dang (2"’1 —1)/ P biéu dién nhw vy v&i cachang tir1a 1,2,.., p—1.Viduvéi p=5 tacod

0=1+4=2+3=1+2+3+4(mod5),
1=1= 2+451+2+3(m0d5),
25253+451+2+4(m0d5),
35351+251+3+4(m0d5),
4=4=1+3=2+3+4(mod5).
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2. Biéu dién thanh téng cia n hang tir khong 4m
Ta sé chirng minh rang néu n va k la hai s6 tw nhién cho truéc thi sé F,, tdtca cic cach biéu

dién k thanh téng cia n s6 nguyén khéng 4&m ma hai biéu dién 1a khac nhau ngay ca khi thi ty

n+k-1 k
. Thatvaytaco F, =1= L

cac hang ttr 1a khac nhau la ( K

F k= Fn,k +F k™t F kg Foet Fny1 +1

n+k-1 n+k-2 n+k-3 n
= + + 4+t +1.
ST
T lai 4 n+ky n+k—1+_n+k—1
alaico K T K k_1 |
S n+k B n+k—1+_n+k—2 . n*_n
il (S e N k=1 ) 1) \o)

n+k-1
k

n+k

" ] (véi k=1 2,...) dtngvéimoin.

T do F.. =( J, suy ra cong thirc F, =(

Mot cach chirtng minh khéc 1a nhw sau: véi moi phén tich k =a, +a,+...+a, cla s6 tw nhién k
thanh t6ng cia n sé nguyén khong 4m ta xét day cacsd |. =a,+a,+...+a +i voi 1=1,2,..,n-1.
R& rang day nay chira cac s6 tw nhién ting ma moi s6 déu khong vuot qua n+k —1. S8 cac day nhw

o . n+k-1 n+k-1
vay ding bang n-1 = K .

T.Skolem [3] da xét bai toan trong dé so tw nhién n thda man tinh chat: tp cac sé 1, 2, ..,2n cb
thé chia thanh n cdp (&, b)(i=12..,n) ma b —a =i véimoi i=12,., n.Néun c6 tinh chit

nay thi D b —> a =1+2+..+n=n(n+1)/2. Nhung do cic s§ &,b, a,b,,..,a,b, ding bing

i=1 i=1

’ n n n 1

v&i cac s6 1,2,..,2n nén Zai +Z:bi =1+2+..+2n = n(2n+1) . Vi viy Zbi :Zn(5n+3) nhwng
i=1 i=1 i=1

day khong phai s6 nguyén vi n dong dw véi 2 hodc 3 (mod4). Ngwoce lai T.Skolem dd chitrng minh

(0.Keefe [1]) néu n dong dw véi 0 hodc 1 (mod 4) thi phan tich & trén la ton tai. Vi du véi n=4

thi cac cap d6 1a (6,7), (1,3), (2, 5), (4, 8). Néu n=5 thi cac cip 1a (2,3), (6,8), (7,10), (1,5), (4,9).

3. Ma phwong

Hinh vuéng chira cacs6 1, 2, ..., n trong cac 6 riéng biét ma tong cac sé trong hang ngang, cot doc,
dudng chéo déu bang nhau dwoc goi 1A ma phwong bac n. Dé dang tinh ra gia tri chung nay 1a

1 \ "
En(nz +1) . Treong hop n=1 la tdm thwdng. Véi n =2 thi khong ton tai ma phwong twong tng.

Vé&i n=3 ta c6 ma phwong
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Vé&i n=4 ta c6 cac ma phwong

16| 3 2}13 101 5|11 8 111510 8
511011 8 3|16 2113 14 4| 5| n
91 6| 7|12 61 91 7|12 71 9]16| 2
411514 1 15 4/[14] 1 12] 6| 3|13
41015} 5 14) 1112 7 2|13) 8 | 11
TL13 )12 2 11 g113| 2 12| 7114} 1
141 8( 1|11 S|10| 3|16 15| 41 9] 6
9] 3| 6/16 4115 6| 2 5110 3116

30 | 39 43{ 1|10 19’28

I35 43332 6 347 7| 9|18]27]29

17240 11 8 15|! 25111 9 28| 830 46| 6| B[17]|26]35]37
23 3] Tl14]16 24| 1418|1617 22 sl1al16]25)34 |36 4s
40 611320122 1312319212015 13115)24 |33 |42 (44) 4
mjizpmef2ry 3 12126(27(10129) 7 21 (2332|4143 ) 3|12
1| 825 2] 9 361 2(34( 3| 5|3 22|31 |40 |49 211 |20

To6n tai duy nhat (sai khac mot phép quay va phan xa gwong mot ma phwong) véi n=3. Frenicle
da chi ra 880 ma phwong véi n=4. Ton tai ma phwong cip tuy y n> 3 (Bieberbach [1]). Chirng
minh sau day thudc vé A.Makowski [8]. Dau tién ta chirng minh rang tir hai ma phwong Q, va Q,
véibdc n va m lan lwot thi ta c6 thé nhian dwoc mot ma phwong Q,,, bac nm. That vy, ta chi can
thay cac 6 chira phan t&¥ | cia ma phwong Q,, bang ma phwong nhin dwgc tir viéc cong thém

n’ (i —1) vao tat ca cac 6 trong ma phwong Q, . Khi dé ta thu dwoc ma phwong bac mn véi tong
. 1 1

cac hang, cdt va dwong chéo ciia Q,, déu bang > mn(n2 +1) + > n3m(m2 —1). T chirng minh nay ta

cling c6 ngay mét phwong phap xiy dwng cac ma phwong bac 3%, k=1, 2,..., tir ma phwong bic 3.

Ma phwong bic 1é dwoc goi 1a hoan hdo néu téng cia hai s6 trong hai 6 ddi xirng véi nhau qua 6
trung tAm dung bang hai lan s6 trong 6 trung tAm. Moi ma phwong bic 3 12 hoan héo (s6 & 6 trung
tAm badng 5). Tuy nhién tén tai ma phwong bac 5 ma khong hoan hdo. Stifel da chi ra mot vi du nhw
thé. Dudi day 1a mot ma phwong hoan hao bac 5

1| 47| 10| 23

4| 12 3118 3
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Ma phwong bac 7 trinh bay & trén la hoan hao.

C6 cac ma phwong chira N’ s& nguyén phan biét nhung khéng phai 1, 2, ..., n°. Vidu

17|13 2| 8
18] 2113 43| 1167 1| 9(16]14
6{11]16 61 {37 |13 18112/ 3 ;~
9|20 4 71733 4| 6119 1

Mot vi du tdng quat hon la véi s >18 ta c6 ma phwong

s—3| 1 |s—6] 8

s—7 9 x«ﬂ 2 s> 18

6 [s—8f 3 [s—1

4 |s=2 7 |s—9

Ma phwong (hiéu theo nghia rong) c6 thé chi chira cac s6 nguyén té phan biét.
Vi du (xem Moessner [2] va [3])

171317(397| 67

oy—inbt—

!

S69 | 59 449} 307157107 |227

239 (359 4751 1271277257137

1269|659 | 149 | [347| 47| 37]367

A.Makowski d3 nhan xét ring néu cac phin ti cia cip s6 cong a+b, 2a+Db,...,.n"a+b déu la sé
nguyén t thi thay cac s6 i béi cac s6 ia+b trong hinh vudng chita cac s6 1,2,..., N> ta nhan dwoc
ma phwong (theo nghia rong) chi chira cac s6 nguyén to. Tr gia thuyét H suy ra tinh ton tai cia x
ma tit ca cac s6 X+1, 2X+1,...,n°x+1 déu nguyén t5. Vi vay tir gia thuyét H c6 thé suy ra tinh ton
tai cia ma phwong bic b véi moi n > 2 ma chi chira cic s6 nguyén té.

A.Moessner did xdy dung ma phwong bac 8 chi chira cac s0 tam giac t,....,t;;. Ma phwong nay cé

tong cac hang ngang, cot doc va duwdng chéo diing bang sé tam giac t,,, (Moessner [1]).

Ma phwong (theo nghia réng) goi 1a can ma phwong néu né tao thanh béi cac s¢ s, S+1,...,S+n>.
R0 rang cac ma phwong nhw vay sé tré thanh ma phwong theo nghia théng thuwong néu tit ca cac
sO cung dwoc trir di s—1. L. Bieberbach [1] da thong bio vao ndm 1544 Michael Stifel da dwa ra
nhin xét rang can ma phwong khi bé di hang dau tién, hang dw¢i cing, cot dau tién va cdt cudi
cung thi van 1a cAn ma phuwong. Cé thé chirng minh ton tai cAic ma phwong nhw vay vé&i s6 hang 1én
hon 4 tuy y. Pay la vi du cua Stifel

S| 61231241 7
2212|1710 4
I8(11|13]15] 8

1[16] 91425
19120 3( 2|2l
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Ma phwong nay (theo nghia thong thwong) dwoc tao thanh tir cac s6 1, 2, ..., 25. Sau khi bé di hang
dAu tién, hang dwdi cling, c6t dau tién va cot cubi cung ta nhan dwgc cdn ma phwong tao thanh baoi
9,10,..,17.

Ta ciing nghién ctru cac hinh vuéng dugc tao thanh béi cac s6 tw nhién ma tich cia cac so trong

mobi hang, mbi cot va dudng chéo déu bang nhau. Dwéi day 1a mot s6 hinh vudng nhw vay
(Goodstein [1]):

{—2’56 8

64| 16 4

6|36 8“24 81 | 24

———

16|12 9 36 | 36 | 36

|
1
2| 1)128| 18| 424 |54]|6 54]

Qué trinh phat trién ly thuyét vé cic ma phwong tinh t&i thé ky 20 dwoc téng két trong
P.Bachmann [1]. Rat nhiéu phwong phap xiy dung ma phwong khac da dwgc trinh bay trong
Postnikov [1].

4. Pinh ly Schur va cac hé qua

Bo6 dé. Néu k la so tw nhién, N =[eK!] néu a, <@, <a, <..<ay la ddy cdc s6 nguyén va néu tdp
hop cdc hiéu a, —a, véi 0<i< <N duogc chia thanh k 16p r&i nhau thi ton tai it nhdt mt 16p
chita cdc hiéu a, —a,,a, —a,, &, —a, vdi l, M, N ndo dé théamdn 0<l<m<n<N.

Chirng minh. Gia str phan chitng ton tai s6 tw nhién k ma b6 dé khéng ding. bat K, 1a 16p chira
nhiéu nhat cac hiéu c6 dang a; —a, trong do 0<J<N vadat a, —a,, &, —a,. ajkl—ao la cac

phin t clia lop K, dwoc sdp x&p theo do 1n. Khi d6 ta cé N <k k. Theo gia thiét thi k; —1 hiéu

(1) ajz _ajl ajs _ajl' Y ajkl _ajl

khong thuoc1é6p K, . Do dé chiung thudc k —1 1ép con lai.
Ky hiéu K, lalép chira nhiéu nhat cacso k, cachiéu trong (1). Gid st K, cha cac hiéu

(2) a;, —a;, aj, —a;, 8 —8j,..,

trongdé @ < <y <... Rorang k, —1<k, (k—1).
Néu sb dau tién trong (2) la hiéu ctia cap nao doé trong K, —1 sé con lai thi ta c6 cac hiéu

(3) ajﬁ _aja ’ ajy _aja yoen

khong thudc K, va K,. Suy ra ching thuéc k —2 1&p con lai. Ky hiéu K, 1a 1é6p chira nhiéu nhat

k, cacs6 trong (3). Tacé Kk, —1<Kk, (k - 2) . Tiép tuc nhw vay cho t&i khi ta nhin dwoc diy cac so

tw nhién k, K,,...., K, véi s <k va
4) k-1<k,(k-i) wvéi i=12 .., s-1,
trong d6 k, =1 vinéu Kk, >1 thildp ludn & trén ti€p tuc va ta thu dwoc K,,. Theo (4) suy ra
k. ki .
< 4 1_ : i=12..,s-1
(k=i)t (k=i-1)1 (k—i)!
N v o v LK 1 1 1
Cong cac bat dang thirc theo vé ta c6 < + <e——

(-1 (k-1 (k=21 " (k=s) "= kI
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Viviy N <kk <ek!-1, miu thuan véi dinh nghia cta N. B§ dé duge chirng minh. o

Pinh ly 1 (I.Schur [1], Leveque [2] tap 1 trang 60). Gid st v&i s6 tw nhién k thi cdc sé' 1, 2, ...,
[ek!] dwoc chia thanh K 16p. Khi d6 ton tai it nhdt mét Iop chiva hai phdn tir cia ddy va chiva cd
hiéu cua chiing.

Chirng minh. Trong bg dé dat a =1, 1 =1, 2,...,[ek !] va lwu y rang gitra cac s6 1, 2, .., [ek !] tat ca
cac hiéu a, —a voi 0<i<j< [ek !] déu xudt hién it nhit moét lan va hon nita a, —a, =
(an - ) - (am - ai) . Suy ra dinh ly dwoc chitng minh. o

Lién quan t&¢i Pinh 1y 1 ¢c6 mét ciu héi dwoc dit ra nhw sau: cho trwdc mot sé tw nhién k , tim sé tw
nhién nhé nhdt N = N (k) c6 tinh chdt gibng nhw s6 [ek !] , nghia la néu tdp hop 1, 2,.., N dwoc chia
thanh K 16p thi it nhdt mét Iép chira hai phdn ti va cd hiéu cta chiing.

T Dinh Iy 1 suy ra rang N (k) < [ek !] vivay N (l) <2, N (2) <5,N (3) <6. Mat khac, ro rang
N(1)#1 nén N(1)=2.Do cac s6 1, 2, 3, 4 c6 thé chia thanh hai 16p 12 1, 4 va 2, 3, ma cé hai l6p
déu khéng chira hiéu cac phan tir ctia chiing suy ra N (2) >4 dodé N (2) =5,

L.Schur, da chirng minh N (k+1)>3N (k) -1 (xem bai tap 1). Vi vay n(k) > (3k +l) /2, dang thirc
xay ra chi trong cac tredng hop K =1, 2, 3. L.D.Baumert [1] da chirng minh N (4) =45,

Gan diy wéc lwong Schur dd dwgc lam chdt hon. E.G.Whitehead [1] dd ching minh

1
N (k) < {k ![e - ﬂﬂ » H.L.Abbott va D.Hanson [1] da chitrng minh

(5) N (n+m)=>(2N(m)-1)N(n)-N(m)+1.
H.Fredericksen [1] da chitng minh N(5) >158 suy ra tir ding thirc (5) véi m =5ta c6
(6) N(k)>1+315%"°, k=12 3.

Pinh ly 2. bat 0<a, <a, <..<ay la ddy cdc s6 nguyén véi N :[6k !]. Néu ddy nay khéng chira
cdp s6 cong vdi it nhdt ba phdn tir thi moi phdn hoach cta tdp hop 1, 2, ..., 8, thanh K 16p c6 tinh
chdt it nhdt mét I6p chira hai s6 khdc nhau va hiéu ctia chiing.

Chirng minh dworc suy ra tir bd dé va ba lwu y sau day

1) Trong cdc s6'1, 2,... 8, chita tdt cd cdc hiéu a; —a, véi 0<i< j<N
2)a,-a=(a,-a,)+(a,-a),

3) a,—a, #a, —a do cdcsd nay khdng tao thanh cdp s6 cdng.

Hé qua 1. Néu k Id s tw nhién, N =2'*" va tap hop cdc s6 1, 2., n dwoc chia thanh k 16p thi it
nhdt mét lop chira hai s6 khdc nhau va téng ctia chiing.

D& chirng minh hé qua chi cain xét @ =2',i=0,1, 2, ..., [ek !] va 4p dung Dinh ly 2 v&i chd y rang
day 2' (i =0,1 2, ) khong chira bat ky c4p s6 cdng 3 phan tir ndo. Hé qua ctia hé qua 113

Hé qua 2. Néu tdp tdt cd cdc sé tw nhién dwoc chia thanh hitu han Iép thi it nhdt mdt trong cdc lop
dé chira hai s6 tw nhién khdc nhau va téng ctia chiing (xem Rado [1]).
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7 N 2 = = . 7 7 ~ Y 1
Hé qua 1 duoc phat trién tiép bai R.W.Irving [1]. Khi d6 2*" ¢6 thé thay bing [E ek!(2k + 1)} +2.

Lién quan t&i Dinh 1y 2 ta c6 cdu hoi sau day: cho trwdc s tw nhién K , tim s6 nhé nhdt n = n(k) co
tinh chdt néu cdc s6 1, 2,..., n dwoc chia thanh k 16p thi it nhdt mét 1ép chiva cdc s6 khdc nhau va
tdng ca chiing. RS rang ta c6 N(1) = 3. C6 thé chirng minh n(2) =9. B4t déng thirc n(2) =9 dwoc
suy ra tlr viéc ddy cac s0 1, 2, ...,8 c¢6 thé chia thanh hailép A= {l, 2,4, 8} va B = {3, 5, 6, 7} ma
khong c6 1&p nao chira tong cla hai sé chira trong nd. Tir d6 d€ chirng minh n(2) =9 ta chi cin

chi ra néu tip 1, 2, ... .9 dwoc chia thanh hai 1ép thi it nhat mét trong ching chra hai phan tir va
tong cua ching. Chitrng minh tinh chit nay cé trong Sierpinski [26] trang 427-428.

Ta c6 n(3) > 24. That vay, day 1, 2, ... ,23 c6 thé chia thanh ba l6p A,B,C ma khéng c6 16p nao
chira tdng cha hai phin tr chita trong né. Thit vidy ta c6 A={l 2, 4,8 11, 22},
B= {3, 56,7,19, 21, 23}, C= {9,10,12,13,14,15,16,17,18, 20}.

M3t khac G.W.Walker [1] d4 théng bao rang n(3)=24,n(4)=67,n(5) =197 nhung khéng kém
theo chirng minh chi tiét. Trong tai liéu do cling dwa ra bat dang thirc 2n(k) < n(k +1) < 3n(k)
véimoi K =1, 2,... MOt phan ciia bat dang thirc nay dwoc chirng minh trong bai tip 2 va phan con
lai thi khong dung theo hé qua cua bat dang thirc (6) & trén.

Mot bai todn khac c6 lién quan t&i cha dé nay la: cho trwéc s6 tw nhién N, tim sé 1én nhdt ¥ =1 ( N)
ma ton tai ddy &,,8,,...,a, cdc s6 twnhién <N va khdng chita cdp s6 cong nao cé ba phdn ti (ddy
a,,8,,...,a, goiladdylogiAcdp N ).

D&dangco r(1)=1, r(2)=r(3)=2, r(4)=3, r(5)=r(6)=r(7)=4.

P.Erdos va P.Turan [1] da ch&ng minh r(8) =4, I’(9) = r(lO) =5, I’(ll) = r(12) =6,r (13) =7,
r(14)=r(15)=r(16)=r(17) =r(18) =r(19) =8, r(21) =r(22)=r(23)=9 va chira r(20) =8,
nhung diéu nay khong ding vi A.Makowski [2] d3 chitng minh r(20) =9.

1 ’
G.Szekeres da dit ra gia thuyét r(§(3k +l)) =2 véimoi k=0,1, 2,.... Tuy nhién gia thuyét nay

khong déng vi F.Behrend [1] da chémg minh r(N)>N"V"" ysi ¢ 13 hing s5 (Salem va
Spencer [1],[2], Moser [3]). S.S.Wagstaff, Jr [1] da tinh r(n) voéi n<53 va tim dwoc
r(24)=r(25)=10,r(26)=..=r(29)=11,r(30)=r(31)=12,r(32) =...=r(35) =13,
r(36)=..=r(39)=14, r(40)=15,r(41)=...=r(50)=16,r(51) =r(52) = r(53) =17.

Mat khac KF.Roth [1] dd chi&*ng minh v&i C thich hgp ta cé r(n)<C

. r(n)
LEET = 0. K&t qua cudi cing ctia Roth va két qua ctia Behrend I4n lwot dwoc mé rong cho diy

khong chira cap s6 cong k phén ti béi Szemeredi [1] va R. A. Rankin [1].

————, Vi vdy
loglogn

Bai tap. 1. Chirng minh tir Dinh Iy Schur c6 thé suy rarang N (k +1)>3N (k)-1.
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Chirng minh. Tlr dinh nghia cia N (k) suy ra tap hop cacsd 1, 2,..., N (k) —1 c6 thé chia thanh k
16p ma khong cd 16p nao chira hiéu cta hai phan t& chira trong né. bat K, = {Xl(i), Xg), xg)}
(i=12,...k) va L ={3x? -13x" 1,33, 13} i =12, k

L ={L 4,7, ... 3N(k)-2}.

Dé thdy t4t ca cac lop L (i =12,...K +1) déu khong chira hiéu cia hai phén tr nao dé chira trong
ching va tit ca cac lop L (i =12, .., k+1) chira toan bd cac s6 tw nhién 1, 2, .., 3N (k)—2. T
dinh nghia cia N (k +l) suyra N (k +1) >3N (k)—Z vadodo N (k +l) >3N (k)—l. O

2. Chirng minh rang n(k+1)>2n(k)+1.

Chitrng minh. Tl dinh nghia cta n(k) suy ra cac s6 1, 2, .., N(k)—1 c6 thé chia thanh k 16p ma
khong 16p nao chira téng ctia hai phan tir chiva trong ching. Déi véi cac 1ép nao ta bo sung mot 1ép
khac chita cac sé n(k) , n(k)+1, n(k)+2,..., 2n(k). Khi d6 ta nhan dwoc phan hoach cuia tip cac

s0 1, 2, .., 2n(k) thanh k+1 1&p cé tinh chit nhw trén. Ttr dinh nghia cua n(k +1) suy ra
n(k+1)>2n(k)+1. o

. 1
Ghi chi. A.Makowski [3] dd chirng minh bit dang thitrc manh hon n (k +l) > 2n(k) + > k (k +1) +1

3. Chirng minh réng r(m+n)<r(m)+r(n)(Erdos va Turan).

Ching minh dwgc suy ra tir nhin xét rang néu a <a,<..<a, 1a cic diy A cdp N thi
a,—k,..a, —k clingladay Acdp N véimoi k<a. O

4. Chitng minh rang r (2n) <N véi n>8 (Erdos va Turan).

Chirng minh quy nap theo n suy ra twr cong thic r( ): ,

r(2. )<9 r(2.10)<10,
r(211)<1lvanéu r(2n)<n thi r(2(n+4))=r(2n+8) <r(2n)+r(8)<n+

5. Chirng minh rang néu N>m thi r(2n+m—1) > r(m)+ r(n) .

Két qud ndy suy ra tir viéc néu &, <@,..<a,, ladiy Acipnva b <b, <...<br(m) 1a day A cdp m
thivéi n=m, a <a, <..<a, <2a,+b-1<2a  +b -1<..<a <2a, +b  —-1laday A

cidp 2n+m-—1 chira r(n)+r( ) phan tr. O
. 1
6. Chirng minh rang r (E(Bk +1)j > 2 (Erdos va Turan).

1 1
Chirng minh. Chirng minh quy nap. Tacé r (5(30 +1)j =r(1)-1=2° vanéu r (5(3" +1)J > 2" thi

theo bai tap 5 ta cé

r(%(?)k” +1)j = r(z(%(sk +1)j+%(3k +1)_1)
> r@(sk +1)j+ r(%(Bk +1)j gt
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7. Chtrng minh ring r(51) >17.
Chirng minh. Chirng minh suy truc tiép tir nhan xét cia S.Maslowski rang day 1, 2, 5, 6, 12, 14, 15,
17,21, 35, 38, 39, 42, 44, 47, 48, 51 khong chira cip s6 cdng ba phan tir nao. o

M.Hall Jr. [2] da chirng minh sy t6n tai ctia tdp Z cac s6 tw nhién phan biét ma moi s6 tw nhién la
hiéu ctia ding mot cdp trong tip Z . Ta sé xay dwng day vo han cac sO tw nhién Z c6 tinh chat nhw
vdy (Browkin [2]). Pdt & =1, a,=2. Hon nita ky hiéu n 1a s6 tw nhién va gid st cac so
a,, &,,...,8,, ddxacdinh.DPit a,,,, =2a,,. Gid st r, la sd tw nhién nhé nhit khong biéu dién duwgc

duéi dang a; —a; véi 1<i< j<2n+l. Ta xic dinh @, ,, nhwla a, ,+r,. Ta thdy diy a, a,,..

n+l
dwoc dinh nghia bang quy nap. Bay phan tir dau tién 12 1, 2, 4, 8, 16, 21, 42. Tl dinh nghia cta r,
suyracacsd 1,2, .., I, déu cé dang a; —a, voi 1<i<j<2n+2.Vivay r,>r, véimoi n=1 2,...

Do d6 moi s6 tw nhién c6 thé biéu dién dwéi dang a; —a; voi cac chi so I, J thich hop.

D€ hoan thién chirng minh ta chi can chi ra rang v&i moi s6 tw nhién h, Kk, I, m véi h<k va
I<m,k<m thi a, —a, #a,—@,. Gid st ngwoc lai a —a,=a,—a.Do m>k>h>1 tacé m>3.
Néu m 1é nghia la m=2n+1 véi n la so ty nhién thi a,,,, <a +a, <2a, ,=2a, =4a,,,, VO ly.
Néu m chdn nghia la m=2n+2 trong d6 n 1a s6 ty nhién thi néu I=2n+1 ta c6 a,-a =
&,.,—&,,=F mado a —-a =a,—q suy ra I =a, —a, trong d6 h<k<m-1=2n+1, mau
thuln v&i dinh nghia cia r,. Néu | <2n+1(vi | <m nén gia tri | =2n+1 bj loai bd) v&i k =2n+1
taco a,—a =a—a, suy ravi k<m, ta c6 h<l<2n va a,—a =a,,,—-a,,="r do do
r =a —a, voi h<l<2n, miu thuin véi dinh nghia cta r,. Cudi cing néu | <2n+1 va k<2n+1
thi &), =a, =8 +8 —a, <& +a <8, +8,=8,,,,Voly.

Vay ta thdy day a,, a,, ... cd tinh chityéu cau.

Str dung tién dé chon thi tinh chit twong tw cé thé chirng minh cho cac s6 thwc. Nghia 1a ton tai tap
hop X cac s6 thwc ma moi s6 thuc dwong c6 thé biéu dién duy nhit duéi dang hiéu hai phan tir
cia X (Picard [1], Lindenbaum [1]).

5. Cac s6 1é khong c6 dang 2* + p v&i p nguyén to

Nim 1849 A.de Polignac [1] dit ra gia thuyét ring moi s 1é n>1 déu c6 dang 2+ p véi k 1as6
tw nhién va p 1a s6 nguyén to hodcla 1. Nam Erdos [10] da chirng minh t6n tai v6 han s6 1é ma gia
thuyét sai (Van de Corput [3]).

Pinh 1y 3 (Erdos [10]). Ton tai cdp s6 cong vé han cdc s6 1é khéng cé dang 2“+p, k=012, p

nguyén té.

B0 dé. Moi s6 tw nhién déu théa mdn it nhdt mét trong sdu dong dw thirc sau

(1) k=0(mod2), (2)k=0(mod3),(3)k=1(mod 4),

(4) k=3(mod8), (5) k=7(mod12), (6)k =23(mod24).

Chirng minh bé dé. Néu k khong thoa min (1) hoic (2) thi n6 khong chia hét cho 2 va 3, do d6 né
c6 dang 24t +r véi t 1a s6 nguyén va r 1a mot trong cacsé 1,5, 7,11, 13, 17, 19, 23. Thir truc tiép
ta thiy k thoa man (3), (3), (5), (4), (3), (3), (4), (6) twong rng.

Hé qua. Néu k 1a s6 nguyén khong 4m thi it nhat mét trong cac dong dw thirc sau ding

(7) 2“=1(mod3), (8) 2 =1(mod7)

(9) 2 =2(mod5), (10)2" =2°(mod17)

(11)2“=2"(mod13),  (12)2" =2%(mod 241).
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Chitng minh hé qud. Kiém tra tryc tiép ta nhin thdy 2°=1(mod3),2’=1(mod7),2* =1 (mod5),
28 =1(mod17), 2 =1(mod13), 2 =-1(mod 241) suy ra 2% =1(mod 241). Tir day suy ra cac dong
dw thwece (1), (2), (3), (4), (5), (6) suyra (7), (8), (9), (10), (11), (12) twong &ng.

Chirng minh dinh Iy. Tt dinh 1y s6 duv Trung Hoa suy ra ton tai s6 tw nhién a théa man cic dong
dw thirc a=1(mod2),a=1(mod3), a=1(mod7),a=2(mod5),a= 2° (mod17),a=2"(mod13),
a=2" (mod 241), a 53(m0d 31) va hon nita ton tai cip s6 cong vo han cac phan tir a ma moi sb
déu thoa man cac dong du thirc nay. RO rang cac phan t cta cip s6 cong nay la 1é. Néu a la phan
tlr bat ky ctia cdp s6 cong thi né théa man cac dong dw thirc. Tir hé qua ctia bd dé suy ra s6 a—2"
chia hét cho it nhit mot trong cac s6 nguyén td 3, 7, 5, 17, 13, 241. Mit khac a= 3(mod 31) va véi
moi k=1, 2, ... s§ 2 doéng dw véi mot trong cac sé 1, 2, 4, 8, 16 (mod 31) bédi vi 2° =1(mod 31)
suy ra a—2 dong dw véi mét trong cic s§ 2, 1, -1, -5, -13(mod31). Nhung khéng c6 s6 nio dong
dw (mod 31) v&i cac s6 3,7, 5, 17, 13, 241. Vi viy s6 a— 2 khong phai mot trong cac sé d6, nhung
miit khac né chia hét cho it nh&t mot trong cac s§ dé. Vi viy né 12 hop s6. Do d6 a—2“khong phai
s6 nguyén t6 véi moi s6 nguyén khong am k suy ra a khong c6 dang a=2%+p, trong dé
k=0,1 2,..., va p lasé nguyén td. Vay ta thiy cac phan ti¥ cua cip s6 cong dinh nghia & trén cé
tinh chat can thiét. Pinh ly 3 dwgc chitng minh. o

Chirng minh ctia Pinh ly 3 suy ra ton tai vo han s6 tw nhién n ma v&i moi s6 nguyén khéng am k
thi s —n—2* (vaviviycaso n+ 2" ) déu chia hét cho it nh4t mot trong cac s6 3,7, 5,17, 13, 241.
Ky hiéu P la tich cta cac s6 nguyén t6 nhw viy. Nhw trén ta da chirng minh sé6 n+ 2P 6 wire
s6 nguyén td p|P . Nhung 2% =1(modP) ma n+ 2P O(mod p) suy ra
n.2“+1=0(mod p) v&i n dilén (vidu n>241) tir d6 ta ¢ hop s6 N.2“ +1. Ta c6 hé qua sau

Hé qua. Ton tai vé han s6 tw nhién n ma cdc s6 n .2 +1 véi k=0,1, 2,..., déu la hop s6 (xem
Sierpinski [28] va Chwong 10 muc 4 bai tdp 3).

Pinh ly 4 (R.Crocker). Ton tai vo han sé tw nhién khong thé biéu dién thanh téng cta hai liy thtra
bdc nguyén khéng dm khdc nhau ctia 2 va mét s6 nguyén té.

Chirng minh. Ta chirng minh cac s6 2% -1, n=3, 4,... c6tinh chit nhw vay.

Thait vay gid st v&i sO tw nhién n>2 ta c6 27 —1=2+2"+p véi k, | 1a cac sb nguyén va
k>1>0. Khong thé xdy ra trwong hop |1=0 vi néu ngwoc lai ta sé co =27 _2k_2
8 y 8 P g p

— 2<22"—l _2k—l _l) va do 2n > k, K—1< 2n ) suy ra 22n—1 _zkfl > 22n71 _22n72= 22”—2 > 223—2 — 26
nhu viy 277 _ 21> 2% 151, mau thudn véi viéc P lasé nguyént6.Vay | >1 vadodd k >1.

Ky hiéu h 1aldy thira khéng 4m 1&n nhat ma 2" 1a wéc sb ctia k 1.

So (k—|)/2h 1é va 27 11[2¢! +1.Do p= o ¢ _2'_1=2"_1-2 (2k7| +l) suy ra 22h+1| P ma
P nguyén to nén p= 27 41.Khidé 2° =2“+2' +27"% po 2" >k >1 suy ra s 2 +2% +2 chia
hét cho 4. Vivay | =1 hoiic 2"=1.Néu 2" =1 thi I >1 vado d6 2" * =22 +2"2+1 v Iy vi vé
trai chia hét cho 2°. Vay 1=1,2">1 do d6 2° ?=22+2""241 ma 2"-2>6 suy ra c6 ding
mot trong hai kha ning k=2 va 2" =2 xay ra. Néu k=2 thi 2h|k—| =1 voly vi 2">1, néu

2"=2thik>3va22° =241 man>3 suyra k=3.Dodé n=2,vdy.
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Vay cac s6 2% —1 ¢6 tinh chit can thiét. o

Hé qua (Crocker [1]). Khdng c6 s6 ndo trong cdc s6 2% =5 véi n=3,4, 5..., cé dang 2+ p véi k =
0,1,2,..va p lasdnguyén té.

Chirng minh. Néu 2° —5=2"+p véi k 1a s6 nguyén khéng am va p 1a s6 nguyén t3 thi
22 —1=2+2°+p véi n>3 suy ra k phai bing 2 hé qua la 2> -1=2°+p va do dé
p=2¥-9= (22n_l —3)(22”+1 + 3) suyra 2° * —3=1 mau thun véi gia thiét n>3. o

Vé&i nhirng lap luan twong ty trong chirng minh Pinh 1y 4, R.Crocker [2] da chirng minh dwogc sw

ton tai vo han cac s6 tw nhién 1é khong thé biéu dién dwoc thanh téng cac lily thira cta 2 (khong
can phan biét) va mét s6 nguyén to.
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CHUONG 13

SO NGUYEN PHUC

1. Chudn cta sé nguyén phirc. Cac sé lién két

S8 nguyén phirc (hodc s6 nguyén Gauss) 1a cac s6 phirc a+bi véi @, b 1a cic s6 nguyén. Ly thuyét
vé cac s6 nguyén phirc la quan trong vi may ly do. Thit nhit 1a vi s6 nguyén phirc 1a mot dang tong
quat cla cac s6 nguyén thong thwdong, do dé sé rat cé ich khi tim hiéu xem cac tinh chit nao cua
cac s6 nguyén la khong mé rong dwoc cho 1ép rong hon. Thit hai la tir viéc tim hiéu tinh chit cua
cac s6 nguyén phirc ta cé thé truc ti€p suy ra mot sé tinh chat cia cac s6 nguyén théng thwong. Cac
tinh chat nhw vy thwong gap rat nhiéu kho khan dé c6 thé chirng minh theo cach khac.

Cac phép cong, trir, nhan cua cac s6 nguyén phirc dwoc str dung giong hét nhw cac phép toan sé
hoc twong rng cla cac sé phirc.

Bai tap. 1. Tim t4t ca cac bi€u dién cua 0 thanh tdng binh phwong hai s6 nguyén phic.

Loi gii. Taco 0=(a+ bi)2 +(tbFai )2 véi a, b 1a cac s6 nguyén tiy y. o

2. Tim s6 nguyén phirc X+ Yi 1a tdng ctia hai binh phwong cac s6 nguyén phitc.

Lo gidi. S6 nguyén phitc X+ Yi 13 téng hai binh phwong cac s nguyén phirc khi va chi khi y chin
va néu x c6 dang 4t+2 thi y chia hét cho 4. biéu kién cin dwgc suy ra vi néu
X+ yi =(a+bi)® +(c+di)* thi x=a*—-b*+c*—d?, y=2(ab+cd). Vivay néu X c6 dang 4t +2 thi

it nhat mot trong cac s6 a va b va it nhat mot trong cac s6 ¢ va d 1a chdn. Nhung khi d6 ab+cd
chan suyra Y chia hét cho 4.

biéu kién du dwoc suy ra vi nfu x=2t+1 va y=2U thi X+ yi:(t+l+ui)2+(u—ti)2. Néu

X=4t+2 va y=4u thi x+yi=(t+u+1+(u—t)i)2+(t—u+1+(t+u)i)2. Néu x=4t va y=4u

thi X+ yi=(t+1+ui) +(u +(1—t)i)2, cudi cing néu x =4t va y=4u+2 thi
x+yi:(t+u+1+(u+1—t)i)2+(t—u+(t+u)i)2.

3. Chirng minh ring s6 nguyén phitc X+ Yi 1a tdng ciia ba binh phwong cic s nguyén phirc khi va

chi khi y chén.

Goi y. Str dung bai tip 2 va ding thirc 4t+2+2ui = 4t +1+2ui +1°

4. Chrng minh rang sd nguyén phitc a+bi # 0 1a binh phwong mot s6 nguyén phttc khi va chi khi
a’+b*=c?, c+a=2x* va c—a=2y’ v&i ¢ la s6 twnhién va X, Yy 1a cac s6 nguyén. Chirng minh
rang khi d6 a+bi=(+x=* yi)2 , v&i cac ddu dwong néu b >0 vadmnéu b<0.

Ghi chu. Pinh ly trong bai tip 4 c6 thé xac dinh nhw la mot phép thr dé quyét dinh xem mét so

nguyén phtrc cho trwéc c6 la binh phwong mét sé nguyén phirc nao d6 hay khong. Pong thoi dinh
ly cling cho biét mét phwong phap dé tinh can bic hai ciia mot s6 nguyén phirc (néu ton tai).

Véi sé nguyén phirc z=a+bi ky hiéu z' 1 s6 nguyén phirc lién hop ciand, nghiala z'=a+bi.

Ttr dinh nghia cac phép todn s6 hoc cho cac s6 nguyén phirc ta c6

(1) néu Z=t+U thi z'=t'+u’,
2) néu Z=1-U thi z'=t'-u’,
(3) néu Z=tuU thi z'=t'u".

RO rang cic s6 Z va Z' cung la sO nguyén phirc hodc cing khong phai. S6 (z")' lién hop véi z°
chinhla z.
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Tich zz’ cta hai s6 lién hop goi l1a chudn cia z va ky hiéula N (Z) Tacé N (X) =12Z" do do6 néu
z=a+bi (véi @, b 1a cac s6 thuc) thi N (Z) =a’ +b* suy ra chuén cta s6 nguyén phirc luon 13 s6

thwc khong 4m va bang 0 chi khi a=b=0, nghia la z=0. Hon nita chuin clia mot s6 nguyén
phtrc khac 0 13 s6 tw nhién. Cac s6 lién hop cé cung chuén.

Ta noéi s6 nguyén phirc Z chia hét cho sé phirc t néu ton tai s6 nguyén phirc U théa min

(4) z=tu,

Khidé taviét t|z.

Dé tinh xem khi nao thi s6 nguyén phtrc a+bi chia hét cho s6 phirc ¢+di khac O thi ta bién déi

a+bi (a+bi)(c—di) ac+bd  be—ad.
c+di c’+d? c’+d? c*+d?

Suyra C+di|a+bi khiva chikhi ¢’ +d?|ac+bd va ¢*+d*bc—ad.
Chéng han 3+5i[21+i vi 34|68 va 34/-102, 1+i|2 vi 2|2 va 2|-2. Mt khac 1-2i f1+2i vi 51 -3

Tl (3) suy ra néu '[|Z thi t'|Z' vanéu Z=1U thi zz'=tut'u'=tt'uu’, suy ra theo dinh nghia clia
chuin cac s6 nguyén phirc ta c6

(5) N(z)=N(t)N(u).

Vay chuén cua tich hai s6 nguyén phtrc la tich cac chuin cta cac s6 dé.

Dinh ly nay ding vé&i tich hitu han cac s6 nguyén phic.

Theo (5) ta c6 N(t)|N(z) va do d6 néu s nguyén phirc t 1a wérc s6 ctia Z, thi chudn cta t 1a wéc
s6 clia chudn clia Z . Didu nguworc lai khong ding, chdng han N (1-2i)= N (1+2i) but 1-2i 11+2i.

Hai s6 nguyén phirc khac 0 mala wéc s6 cia nhau thi dwoc goi l1a cac so lién két.

Nghia la z va t 1a cac so lién két khi va chi khi t/z va z/t. Khi d6 ta c6 N(t)|N(z) va N(z)|N(t) ma vi
chuln cta cac s6 nguyén phirc khac 0 1a khac 0 nén N(t) = N(z).

Vay hai s8 nguyén phirc lién két thi luén c6 ciing chuén. Diéu nguoc lai khong ding, chang han cac
s6 1-2i va 1+ 2i c6 cung chudn nhwng khong phai cac so lién két vi 1—2i |1+ 2i.

Bay gid ta tim tit ca cac sé lién két v&i s6 nguyén phirc z#0 cho trudec.

Gia str t1a s6 lién két vi z thi véi s6 nguyén phirc u nao détacod t=zu vasuyra

(6) N(t) =N(z) N(u)

Nhwng do cac s6 lién két thi c6 cung chuidn nén N(z) = N(t) va N(z) #0 vi z=0 do d6 tir (6) suy
ra N(u)=1.Datu=a+bi suyraa?+b?=1.Dodba=21vab=0hodca=0vab ==+ 1. T day suy
ra ula méttrong bén sé 1, -1, i, -i va do do6 t = zu 1a mo6t trong bon s

(7) Z, -7, iz, -iZ.

Vay moi s8 lién két ctia z 1a mot trong cac s6 trong (7). Nguwoc lai, dé thdy cac s6 trong (7) 1a lién
kétvoi z. Vi z = (-1)(-z) = (-i)iz = i(-iz). Ta c6 dinh ly

Pinh ly 1. Moi s6 nguyén phitc z khdc 0 c¢6 diing bon s6'lién két la cdc sé trong (7).
R0 rang bdn so lién két nay 1a phan biét (vi z # 0).

Trong cic bai toan lién quan téi tinh chia hét cia cac s6 nguyén phirc thi cac s6 lién két c6 thé thay
thé cho nhau vi néu z chia hét cho t thi moi s6 lién két ctia z chia hét cho moi s6 lién két cda t.

RO rang néu z lién két véi t thi z’lién két voi t.
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Néu hai s6 nguyén phtrc z, va z, déu chia hét cho t thi tong va hiéu cla chiing ciing chia hét cho t
bdivinéu z, =tu va z, =tv thi z + z, =t(uxv).
Néu s6 nguyén phirc z chia hét cho t va t chia hét cho u thi z chia hét cho u. That vy, néu z=tw va
t=uv thi Z=uvww.
Do d6 néu ¢t la wéc s6 chung clia cic s6 nguyén phtc z,,2,,...,z, va néu u,U,,..,u, la cac sd
nguyén phirc bat ky thi t|zu, +z,u, +...+z,U,.
2. Thuit toan Euclid va wéc sd chung 16'n nhat ctia cac s6 nguyén phirc
Bay gio ta chirng minh

Pinh ly 1. Néu zva t # 0 la cdc s6 nguyén phtec thi ton tai cdc s6 nguyén phirc ¢ va r théa mdn

(8) z=ct+r
va
(9) N(r) < ZN(1)

Tir dé suy ra N(r) < N(t).

Chitrng minh. Dit

(10) z[t=x+Yi,

v&i x, yla cac s6 hiru ty. Ky hiéu £va n 1a cac s6 nguyén gan x va y nhat. Khi dé
(11) X=g+X, y=1+Y,

voi X, va Y, la cac s6 hitu ty thda man

1 1
12 <= ==,
(12) <3 =3
bit
(13) c=<&+mi, r=z —ct

RO rang ¢, rla cic sé nguyén phirc va théa man (8). Theo (10), (11), (13) ta c6
r=z—-ct=X+yt—(&+ni)t =(x + yit

Vi chu&n ctia mot tich 12 bang tich cac chuin cac nhan tir nén theo (12) thi

—+

1
2

Al
N

N(r) = N(x+yi)N(t) = (% + yPN(®), X+ Y; <

suy ra (9) va déng thoi dinh 1y dwoc chirng minh. o

DPinh ly vira chitng minh cho ta mot thuit todn twong tw véi thult todn Euclid doi véi cac so
nguyén. Theo dé dé tim wéc s6 chung 1én nhat cta hai s6 nguyén phic cho trwdc z va t # 0 thi dau
tién theo Pinh ly 2 ta tim cac s6 ¢, r. Theo (8) ta suy ra cac s6 z va t c6 cung wéc sO chung giong
nhuw cac s6 t va r. Hon nira tir (5) suy ra N(r) < N(t). Vi vy ta chi cAn tim wéc s6 chung ctia cac sé t
varvéi N(r) < N(t).

Néu r = 0 thi wéc s6 chung ctia cac s6 z va t chinh 1a cac wéc so cia t.
Néu r # 0 thi 4p dung thu tuc trén véi cic s6 t, r thay thé cho z t. Vi vy dé tim cac wéc s6 chung

cua cac so t, rta tim cac wdc sO chung ctia cacsé r, r; véi N (I‘l): N (I‘)

Néu r, # 0 ta tim s6 rz va ctr nhu vay.
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Day r, ry, r2, ... khong thé kéo dai vo han vi chuin cic phin tir cia diy 1a diy cc s tw nhién giam
nghiém ngat. Do d6 vé&i n nao do ta c6 r, = 0. Khi d6 cic wéc s6 chung cla ry-1 va o2 chinh 1a cac
wéc s cha ry. VAy ta két luln rang ton tai s6 nguyén phirc Q ma cac wéc s cia né chinh 1a cac
wéc s6 chung cia cdcsé zvat.

Chirng t6 hai s6 nguyén phirc khac 0 cho trwdec cd it nhit mot wéde s6 chung chia hét cho moi wéc
s6 chung cla ching. Ta c6 thé goi wéc s6 nay la wée sé6 chung 1é6n nhit cia hai s6 nguyén phitc.

Bay gi¢ ta tinh s cac wéc chung 16n nhat cia hai s6 nguyén phirc. Ky hiéu d va 6 1a cac wéc so
chung 1&n nhat ctia cac s6 nguyén phitc z, t. Cac s6 d,51a cac sb lién két. Vi vay theo Dinh 1y 2 ta cd
Hé qua. Hai s6 nguyén phitc khdc 0 luén cé diing 4 wéc s6 chung lon nhdt la cdc s6 lién két.

Lwu y rang cac s6 nguyén ciing cé hai wéc s6 chung 16mn nhat trai ddu. Ta khong phan biét cac wéc
s6 sai khac ddu. Twong tu trong trwdng hop s6 nguyén phirc ta c6 thé chi xac dinh mot wéc sé
chung 1&n nhat sai khac mot lién két. Tuy treong hop ta sé chon cach goi thuin tién nhait.

Vi du. 1. Ta tim wéc s6 chung 1én nhat cla 6 - 17i va 18 + I bang thuat todn néu trén. Ap dung cac
budc trong thuat toan cho ta cac dang thirc

6-17i _ (6-171)(18-1) _91-312i _ . 91+13
18+i 187 +i 325 325

6-17i=-i(18 +i) + (5 +1),

18+i  (18+i)(5-i) 91-13i _ g, Lo
54i  5-1 2 2

18+i=3(5+1)+3-2i,
5+i  (5+i)(3+2i)
3-2i 3F+2?

=1+i

Vay wéc s6 chung lén nhit cua 6 - 17iva 18 + 11a 3 - 2i va cac sé lién két -3 + 2i, 2 + 3i, -2 - 3i.
2. Tinh wéc s6 chung 1on nhat cia 2 + 3iva 2 - 3i. Ta cd
2+43i  (2+3i) -5+12i |, -5-i
- T o2 a2 =1+
2-3i 2°+3 13 13
2+3i=i(2-3i)+i-1,
2-3i  —(2-3i)(i+1) -5+i g, A
i—1 2 2 2

2-3i=-3(-1)-1

Do d6 wére s6 chung lén nhitcua 2 + 3iva 2 - 3ila1vacacsolién két- 1,iva-i.
3. Tinh wéc s6 chung 16m nhit clia cacs6 31 +iva5+ 1. Taco

31+i _ (31+i)(5-i) _156-21i _

6—
5+i 52 -1° 26

Do d6 wére s6 chung lén nhitcuia31+iva5+ila5+ivacacsoliénkét-5-1i,-1+5ival - 5i.

Dé thiy cic wéc s6 chung 16n nhat c6 chuin 16n nhit trong cac wéc s6. Didu nguoc lai cling ding.
Do d6 wéc sé chung 16n nhit cé thé dinh nghia la cac wéc s6 chung c6 chuén la 1én nhat c6 thé. Tuy

nhién khong dé dé chirng minh cac wéc s6 chung 16n nhat nhw thé chia hét cho moi wéc s khac.
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Ly thuyét vé cac wdc sO chung 1é¢n nhit ciia hai hodc nhiéu hon cic s6 nguyén phirc c6 thé trinh
bay dwa vao cac dang tuyén tinh nhw trong trwong hop so nguyén. That vay, gia st a,,a,,...,a,, la

cac s6 nguyén phirc khac 0. Ky hiéu Z la tap hop cac s6 khac 0 c6 dang a7, +a,z,+...+a,,Z,,, v&i

m~m?
2,,2,,...,Z, 1a cac s0 nguyén phirc. Cudi cung ky hiéu M 1a tap hop céc gia tri ctia chudn cla cac s6
trong Z.Rérang M chi chita cic s6 tw nhién. Goi N 13 s6 tw nhién nhoé nhit trong M . Khi d6 tén
taisd ¢ trong Z ma N(¢)=n, nghialaton tai cic s6 nguyén phitc ¢;,¢5,...,&, ma

(14) § =G HaL, ++ Gy

Bay gi¢ ta chirng minh cac s trong Z chia hét cho ¢ . That vay, gid st z 1a s6 bat ky trong Z . Khi
d6 ton tai cac sO nguyén phitc z,,2,,...,Z, théa man

(15) Z=az+a,z,+..+a,z..

Hon nira theo Pinh 1y 2 suy ra ton tai cac s6 nguyén phirc € va r théa min

(16) Z=Cq+r va N(r)<N(<).

Né&u r #0 thi r thudc Z vi tir (14),(15) va (12) thi
r=z-c{=a(z,—cs)+a,(z,-c,)+...+a,(z,—¢c<,),

hon nita cac s6 z;,-c¢, j=12,...,m, la cic s6 nguyén phirc. Nhung theo (16) suy ra r la sg c6

chuin nhé hon chudn N cda ¢, diéu ndy mau thuin véi dinh nghia ctia n. Do d6 r=0 va suy ra

theo (16) thi Z=C¢{ vado d6 ¢ |Z. Rérang cacs6 a,,a,,...,a, déuthudc Z. Vi vay s6 nguyén phirc

¢ 1a woc s chung cla cacsb a,,a,,...,a, -

Gia stt 0 la wéc sO chung tuy ¥ cla cac s6 nay. Khi dé ton tai cac s6 nguyén phtrc t,t,,...,t, thoa
man a; =t,5 véimoi j=12,..,M. Viviy theo (14) thi ¢ =(t¢,+t,{,+...+1,¢,,)J, chingté 6[¢.
T diy ta suy ra ¢ 1a wéc s6 chung cia cac s a,,a,,...,a, nhin moi wéc sd chung khac 1a woc sé

cia né. Ta cling nhén thdy ¢ c6 dang (14) v6i ¢, &,,..., &, 1a cac s6 nguyén phirc.
Hai s6 nguyén phirc bat ky a,b ludn cé it nhat bén wéc sé chunglal, —1,i,—I.

Néu cac s6 nguyén phitc 8,0 khong cé nhiéu hon bén wéc s6 chung thi chiing goi 1a cac s6 nguyén
t6 cing nhau. Ta viét (a,b)=1.

Dé dang thay rdng ton tai cac s6 nguyén phitc X,y théa min
(17) ax+by=1.

That vay, néu (a,b)=1 thi { xdc dinh bdi (14) véi a=a,b=a,,m=2 sé&la mot trong cac sé 1,
—1,i,—1. Do dé mot trong cac s6 ¢,—¢,1¢,—I{ bing 1 suy ra véi lwa chon phi hop thi (17) ding.

Mit khac tir (17) suy ra moi wéc s& chung cia cac s6 8,0 déu 1a wéc s ctia 1 va do d6 a,b khéng

c6 wére s6 chung nao khac 1,—1,1,—1 , nghia la (a,b)=1.

Pinh ly 3. Hai s6 nguyén phirc a,b nguyén té cing nhau khi va chi khi ton tai cdc s6 nguyén phirc
X,y ma ax+hby=1.

Bay git ta xét ba s6 nguyén phtrc ,b,C véi (a,b) =1 va b|ac. Ta ching minh b|c.

That vay, vi (a,b) =1 nén theo Dinh Iy 3 thi ton tai cdc s6 nguyén phtrc X,y théa man (17).
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Nhan ca hai v& véi véi C, tacd

(18) acx-+hcy =c.

Theo gia thiét b|ac varé rang b|bC véi moi b suy ra (18) kéo theo b|C . Pigu phai chirng minh.
Pinh ly 4. Véi moi s6 nguyén phirc a,b,c ma (a,b)=1va b|ac thi b|c.

Hé qua khac ctia binh ly 3 1a

Pinh ly 5. Néu (a,b) =1 va (a,c) =1 thi (a,bc) =1.

Chirng minh. Néu (a,b)=1 va (a,c)=1 thi ton tai cic s6 nguyén phirc X,Y,U,V théa min
ax+by=1va au+cv=1. Nhan hai vé ta c6 a(x(au-+cv)+buy)+bcyv=1suyra (a,bc)=1. o

3. Bdi s6 chung nhoé nhat ctia cac s6 nguyén phirc

Ky hiéu a,,a,,...,a, 1a cic s6 nguyén phirc khac 0. Khi d6 ton tai bdi s6 chung ctia cac s6 d6, chang
han ta c6 thé 1y mot boi s6 chung chinh 1a tich cta tit ca cac s6 dé. Trong s cac bdi s6 chung nay

ta chon s6 c6 chuin nhé nhat, nghia la chuin ctia n6 khéng 1én hon chuin ctia bat ky béi s6 chung
nao khac ctia cac s6 dé. Ky hiéu bdi sé chung nay la V.

Ta sé chirng minh rang moi bdi s6 chung cta a,,a,,...,a, déu chia hétcho v.

Thét vy, gid sit z 1a boi s6 chung tuy y. Theo Pinh 1y 2 thi ton tai cidc s6 nguyén phic C,I' thda
man z=cv+r va N (r)< N (v) Néu r khac 0 thi r khi dé sé 1a bdi s6 chung cta a,,a,,...,a,, va
c6 chudn nhé hon Vv, diéu nay mau thuin véi dinh nghia ctia V. Ngwoc lai néu r =0 thi ton tai it
nhit mot bdi s6 chung ctia cac sd ban diu chia hét cho né.

Chuin cua moi bdi s6 chung cé tinh chit nay thi khéng 1én hon chudn cia moi boi s6 chung khac
0 clia caccacsd a,a,,...,a,. Tagoindlabdiso chung nhd nhat cia cacso a,a,,...,a,.

Dé thiy tit ca cac bdi s6 chung nho nhit cta a,,a,,...,a, 1a cic s6 lién két va chuin cta chung la
nho nhit trong cac chuin cta cac bdi s6 chung khac 0 cua cac so do.

Bai tap. Tinh nghiém nguyén phttc cia phwong trinh X+Yy+2z =Xxyz =1.

Loii gidi. Vi XyZ =1 nén cac s6 X,Y,Z 1a wéc s6 clia don vi, nghia 1a cac s6 1,—11,—1. Lai vi xyz=1
nén suy ra cac s6 nay khong cung thuan do, mit khiac vi X+Y+2Z =1 nén néu ba s d6 déu 1a s6
thwc thi ¢6 hai s6 bang 1 va s con lai bing —1, nhung khi d6 thi mau thuan véi Xyz =1. Vi vay it
nhat mot trong cac s6 X, Y,Z 1a thun 4o, nhwng khi d6 vi X+ Y+ Z =1 nén it nhat hai trong ba s&
12 thuén 4o. Vi vay ta c6 thé két luan mot trong cac s6 X, Y,Z phdi bang i, cac s6 khacla —i va1.Ta
thay nghiém duy nhatla X =1y =1,Z =—1 va cac hoan vi. C6 tit ca 6 nghiém nhu vay.

Ghi cha. ].W.S.Cassels [4] di chirng minh hé phwong trinh X+ Y+Z =Xyz =1 khong c6 nghiém
hitu ty (mot chirng minh don gidn khac dwoc cho béi Sansone va Cassels [1]).

4. Cac sd nguyén té phirc

Vi moi s6 nguyén phitc déu cé it nhat bon wée s61a 1,—1,1,—1 va hon nita moi s6 nguyén phitc z
khong lién két véi 1 déu c6 bdn wée s61a z,—2z,iz,—iz nén suy ra cac sd nguyén phirc nay c6 it nhit
tam wac so.

Cac s6 nguyén phirc c6 ding tdm wéc s6 goi la cac sé nguyén té phirc.

No6i cach khac, s6 nguyén phirc 1a nguyén té néu né khong c6 wéc s6 ndo ngoai trir cic so lién két
cda né va cac so lién két cia 1 va hon nira né khong lién két véi 1.
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R0 rang dinh nghia nay twong duong voi: s6 nguyén phtrc la nguyén t6 néu chudn ctia né lén hon 1
va né khéng biéu dién dworc thanh tich ctia cdc s6 nguyén phirc véi chudn Ion hon 1.
Thét vdy, néu ¢ la s6 nguyén phitrc, N(¢)>1 va ¢ =, véi N(u)>1 va N(v)>1 thisé u
khong thé lién két véi 1 vi néu nhw vay thi N () =1, va né ciing khong lién két véi ¢ vinéu thé
thl N(z)=N(¢), suyravi N(¢)=N ()N (v) tasécd N(v)=1, mau thuan véi gia thiét. Do dé
¢ cowdcsd y khonglién két vai 1 va ¢, do d6 né khdng phai s6 nguyén té.
Mit khac, néu ¢ 1a s6 nguyén phirc véi N (<) >1 va né khong phai s6 nguyén t6 thi theo dinh
nghia n6 c6 wéc s6 4 khonglién két véi 1 va ¢ . Khidd tacd & = gV véi v 1a s6 nguyén phirc.
Néu N(u)=1 thi g lién két véi 1, mau thuan véi gia thiét (that vay, néu véi s6 nguyén phirc
a+bi tacéd N(a+bi)=1 thi a’+b*=1 suy ravi a,b nguyén nén a=+1 va b=0 hodic a=0 va
b=+1).

Néu N(v)=1thiV liénkétvéil, suyravi & =V, s6 u lién kétvoi ¢, mau thuan,
Hé quala N(v)=1va N(v)>1vadodé ¢ latich cia hai s8 nguyén phirc véi chudn 16m hon 1.

R0 rang moi s6 nguyén phikc lién két hodc lién hop vdi sé nguyén td phirc ciing la s6 nguyén té phikc.

Pinh ly 6. Moi s6 nguyén phitc véi chudn 1én hon 1 déu cé thé biéu dién dwoc thanh tich cta hiru
han sé nguyén t6 phikc.

Chirng minh. Gia st phan chirng rang ton tai s6 nguyén phitc v&i chuidn n 1é6n hon 1 ma khéng
biéu dién dwoc thanh tich ctia hitu han s6 nguyén t8 phirc. Ky hiéu M 1a tap hop céc gia tri cia
chuin clia cac s6 nguyén phirc véi tinh chat nay. Khi d6 M 14 tap hop khong réng cac s6 tw nhién.

Ky hiéu m 1a s6 nho nhat trong M . Khi d6 ton tai s6 nguyén phirc z véi chudn m ma khong biéu
dién thanh tich ctia hitu han s6 nguyén t6 phirc. Theo gia thiét z khong phai s6 nguyén td va chuin
ciandla m>1. Do d6 né la tich cda hai s6 nguyén phirc ¢ va v véi chudn 1én hon 1.

Hon nita m=N (Z) =N (,uv)z N (,u) N (V), suyra N (,u)< m va N (V) <m. T dinh nghia cia m
suy ra cac sd 4,V biéu dién dwoc thanh tich cta hitu han s6 nguyén t6 phittc. Nhung tir day lai suy
ras6 Z= 4V ciing c6 tinh ch4t d6, mau thuan véi dinh nghia cua z.

Pinh ly dwoc chitng minh. ©

Theo dinh nghia thi moi s6 nguyén té phitc 7 déu c6 dung tdm wéc s6 1L,—1,1,—1,7,—7,iz,—7. Do

d6 néu mot s6 nguyén phirc 4 khong chia hét cho s6 nguyén té phirc 7 thi (4, 7)=1.

Néu mot so ty nhién nao d6 1a sé nguyén to phirc thi ré rang né ciling la s6 nguyén td theo nghia
théng thwong. Diéu nguoc lai khong ding vi ¢6 nhitng sé nguyén t6 khéng phai la s6 nguyén td
phttc. Chang han 2 = (l+ i)(l— i) va N (1+ i) =N (1—i) =2>1.

Cac s6 1+i va 1—i 1a nguyén t6 phitc vi néu 1+i= v thi N (,u)N (V) =N (yv)= N (lii) =2; do
d6 (lwu y chuln cta s6 nguyén phitc 1a s6 tw nhién) ta c6 N (,u) =1 hoac N (V) =1, chitng t6 u
hodc v lalién két véi 1.

Cacs6 1+i va 1—i lalien két vi 1—i =—i(1+1i). Vi vay 2 lién két v6i cin clia mot s6 nguyén phirc.
St dung Pinh ly 4 suy ra biéu dién ctia s6 nguyén phirc thanh tich ctia cic s6 nguyén t6 phirc 1a duy
nhit sai khac hoan vi va cac lién két.

Ta sé mo ta cac sO nguyén td phirc trong tap hop tit cd cic s6 nguyén t6 phirc.
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Xét cac so tw nhién (cling 1a s6 nguyén phirc) 1a s6 nguyén té phirc. R6 rang cac sé nay déu la sé
nguyén té theo nghia thong thwong va hon niva dé 1a s6 1é vi 2 khong phai s6 nguyén té phirc. Vi
vAy ta xét cac sO nguyén t6 c6 dang 4k +1 va 4k +3 véi k 1a s6 tw nhién.

Gia str P 1a s6 nguyén to6 c6 dang 4k +1.

Theo Pinh 1y 9 Chwong 5 thi ton tai cic s6 tw nhién a,b théa min p=a®+b’ va suy ra
p= (a+bi)(a—bi) vahonnira N (aibi) =a’+b*=p>1.vay p khong phai s nguyén t& phic.
Cacnhan tir a+bi va a—bi 1a cdc s6 nguyén t6 phitc. That vay, néu a+bi= uv véi

(19) N(z)>1and N(v)>1,

thi p=N(a+bi)=N(ux)N(v),v81yvi p 1as6 nguyén té.

Twr diy suy ra cac wéc sé phirc cia s6 nguyén to c¢6 dang 4k+1 v&i k 1a sé tw nhién 1a cac s6
nguyén td phirc. R6 rang cac wéc s6 nay khong lién két.

That vy, ding thirc a+bi=—(a—bi) la khéng thé xdy raviné suyra b=0 va p=a’. Ding thirc
a+bi=—(a-hi) ciing khong thé viné suyra a=0, p=b’. Néu a+hi=i(a—bi) thi a=b vado
d6 p=2a* vdly. Cudi cing néu a+bi=—i(a—bi) thi a=-b vadodé p=2a’,voly.

Véi cac s6 nguyén t6 c6 dang 4k +3 véi k 1a s6 nguyén khéng 4m ta sé chirng minh ching déu la
cac sO nguyén t6 phirc.

That vay, néu s6 nguyén t6 P=4K+3 1a tich cda hai s6 nguyén phtrc véi chuan lén hon 1 thi
p=(a+bi)(c+di), suy ra p*=(a’+b*)(c’+d?), véi a’+b*>1 va c*+d*>1. Vi p 1a s6
nguyén té nén suyra p =a’+b? nhung diéu nay khéng thé c6 vi p c6 dang4k +3.

Vay trong cac s0 nguyén to thi chi cé cac s6 c6 dang 4k +3 1a s6 nguyén té phirc. Cac s6 nguyén to
phirc khacla 1+i va cac wéc s6 lién hop cla cac wée s6 phire clia cac s6 nguyén to c6 dang 4k +1.
O trén ta da chirng minh moi s6 tw nhién >1 déu la tich cia s6 nguyén té phirc ma ta vira liét ké
hodc cac s6 lién két cuia cac so do.

R& rang khong con s nguyén t6 phirc nao khac vi néu 7 1a mot s6 nhw vay thi vi biéu dién mot s
phtrc thanh thanh tich ctia cac sé nguyén t6 phirc 1a duy nhat nén 7 khéng phai wéc s6 nguyén td
phtrc cia moi s6 tw nhién. Nhwng 7zzz'= N (7:) nén ta c6 mau thuan.

Vay ta da chirng minh dworc
Pinhly 7. Td_’t cd cdc s6 nguyén td phirc la cdc s6 thudc vé ba lop sau ddy va cdc lién két ctia chiing
; L];‘;CI s6 nguyén td phikc ctia cdc s6 nguyén té cé dang 4k +1
3. cdc s6 nguyén t6 cé dang 4K +3
Duéi day 1a cac s6 nguyén to phirc (khong tinh cac lién két) véi chudn nhé hon 100
1 +i, 1x2i, 3, 243i, 1+4i. 245i, 1+6i,
4+5i, 7. 247, S5+6i, 3+8i, 5+8i, 4+9i.
Hai s6 nguyén t6 phttc vdi hiéu bang 2 dwoc goi 1a cdp s6 nguyén t§ sinh ddi. Chiang han
4+1,6+1,31,2+31,3+21,5+2i,71,2+71. Co6 cac cip s6 nguyén td sinh ddi lap thanh cip s6 cong ba
phin t&r. Chang han 2+1i,4+1,6+1 va 1+2i,3+2i,5+2i.

Tt gia thuyét H (Chwong 3 muc 8) suy ra ton tai v han cdp s6 nguyén té phirc sinh déi.
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Thatvay, dat f,(x)=x"—2x+2, f,(x)=x*+2x+2. Cac da thirc f,(x) va f,(x) khong c6 nghiém
hitu ty va do dé bat kha quy. Ta ciing c6 f,(0) f,(0)=4, f,(1) f,(1) =5, chirng té diéu kién C dwoc
théa méan. Do dé theo gia thuyét H thi ton tai v6 han s6 tw nhién X théaman f (x) va f,(x) déula
s6 nguyén t6. Nhung f,(x)= (X—l)2 +1, f,(x) = (X+1)2 +1 va X 1é vi néu nguoc lai thi 2| f,(x) va
f,(x)>2, suyra f,(x) la hop s6. Hé qué 1a cac s6 f,(x) va f,(x) déu c6 dang 4k +1 va do d6
cacs6 X—1+i va x+1+i déu la s6 nguyén td phirc va hiéu clia ching bang 2. Vi vay ta nhan dwoc
didy vd han cic cdp s6 nguyén t6 phic sinh d6i phan biét. Cac cdp d6 nhin dwoc véi
X=23,5,15,25,55,... Tuy nhién cé nhitng cap s6 nguyén t6 phirc sinh doi khong nhan dwgc theo
cach nay, chang han 1+ 2i,3+ 2i hodc 3+8i va 5+8i.

Cac cap sO nguyén to phirc sinh d6i da dwoc xac dinh béi D.Shanks [1].

5. Phin tich ctia s6 nguyén phirc thanh cac wéc s6 nguyén t6 phirc

Ta trinh bay phwong phap biéu dién mdot sd nguyén phirc z thanh tich cta cac s6 nguyén té phic.
bat N (Z) =N. Moi wéc sd nguyén t6 clia z déu 1a wéc s6 nguyén té cia chuidn n=zz'. Uéc sb
nguyén t6 phirc cla s6 tw nhién n c6 thé nhan dwoc bang cach tim cac wéc s6 nguyén té cta sé do.
That vay, dat

(20) n=2"pps..pafas..qft,

vGi p; la cdc s6 nguyén t6 c6 dang 4t+1 va q; la cac s6 nguyén t6 c6 dang 4t+3. Gid st 7; va
7'y, J=12,..,k, 1a cic wéc s6 nguyén t6 phirc lién hop cla p,. Pdt 7, =a+bi va 7', =a—bi thi
p, =a”+b”. Khi d6 phan tich ctia n thanh thira s6 nguyén t5 phic la

(21) z=i"(1+ i)/1 VAT A A S AP AN v iele e

Véi n=2z"taco

(22) z= i"(:l.+i)1 VAT S A S AP AN il o e

véi vV 1a mot trong cac s6 1,2,3,4, cac liy thiva A4, 4,4",.... 4, A", 14,..., 44 12 nguyén khong am.
L4y chuin cda (22) valuuy N (ﬂ'j ) =p;, N (qj ) =q; taco

N(2)=2"p{ " py 2 g e o,
suy ra theo (21) valwuy N(z2) =n, so sdnh cac s6 mii cia cac s6 nguyén té ta co
A=a, A+A'\=a, L+, =a, .., L+ 1" =,
(23) 2u = f, 21, =y, ., 21 =P,
Cac ding thirc (23) chirng t6 tat cd cac s6 mit f déu chin.

Vi vAy néu sé tw nhién n la chuin cia mdt s6 nguyén phic thi trong phan tich n thanh thira s6
nguyén td cac s6 nguyén t6 c6 dang 4k +3 c6 s6 mil chan.

Hon nita tir (23) suyra A=« ,ul:%ﬂl, ﬂz:%ﬁz""’ M:%ﬂl,

Vivay 4,14, ty, ..., 44 dwoc xac dinh duy nhat.

bétinh 4, va A',, véi j=12,...K, ta st dung mt quy tic khac dwoc xdc dinh nhw sau.
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Yo \ ~ AY 7 ~ \ k ~ \ \ ~ AY 7 N \ k by 7 ~ 2 2
Vé6i k; 1a liy thira 16n nhat ma p;’ | Z, nghia 1a k; 1a liy thtra 16n nhat ma p,’ la wécsd cuaca a
va b véi z=a+bi.Khidé
/1]. =q; = k j
4 =K

Xk Ai=a =k
néu p;'z; |z, néu p/'z;|z.

24
(24) Ak

That vy, tir dinh nghia ctia s6 mil k; suy ra s6 nguyén phirc z/ p:.(j khong chia hét cho 7; va p',
vi néu nhuw vay thi vi (7Z'j,7Z"j ) =1 suyran6 chia hét cho z,z', = p;, suyra p:.(“l | z, mau thuan véi
dinh nghia cda k;. Hé qua 1a néu 7, |(Z/ plj(j ), thi s6 z/ p';J khong chia hét cho z';. Vi vay tir
p; =z, 'z, theo (22) suy ra A", =k;, nén theo (23) thi 4, =, —k;. Néu s6 z/ p;’ khong chia
hét cho 7, thi 4, =k; va A'; =a; —k;. Theo (24) suy ra quy tac duwgc chirng minh.

Cu6i cung s6 mii vV tim dwoc tlr phép chia z cho tich tit ca cdc wéc s6 nguyén t6 cé sé mii da biét.
Vidu. 1. Véi 2=22+7i. Tacé N(z)=484+49=533=13-41, p, =13=2?+3?, p,=41=4*+52
iV wfm)?, v6i =2+ 3i, 7, = 2—3i, 7, = 4+5i, 7, = 4—5i. R6 rang k =k, =0.
S6  zlm=(22+7i)/(2+3i)=(22+7i)(2-3i)/13=5-4i 1a s8 nguyén phic do dé

A =0,—0=14 =0. Twong ty, thwong s6 z/ z, cling tinh dwgc nhwng chi cin lwu y rang 5-4i 1a

Héquala z=

s6 nguyén t6 phtrc. Vi vay 22+7i=(2+3i)(5—4i) la biéu dién can tinh. o

2.Véi 2=19+17i. Tacé N(z)=361+289=650=2-5"-13=2-p/- p,.

Héquala z= iv(1+i)7zfi7z1%"7r;27z'2’1'2, voi m, =1+2i,7, =1-2i, 7, =2+3i,7,=2-3i,, =2, , =1.
Vi ta déu khong c6 5|7 va 13|z, nén k, =k, =0. Hon nita s8 (19+17i)/(1+2i) khong phai s6
nguyén phirc va do dé 4 =0 va 4 =2. S8 (19 +17i)/(2+3i) khong phai s6 nguyén phirc. Do do6
A =0va 4, =1.Vaytacd z= iV(1+i)(1—2i)2(2—3i), v&i phép chia don gidn suy ra v =2. Vay
phan tich can tim 12 19+17i = (1+i)(1-2i)’ (-2+3i). ©

3. V6i 2=10+100i. Ta c6 z2=10(1+10i)=101 va vi 10+100i =—i(1+i)" (1+2i)(1—2i)(1+10i)
nén chi cin tinh biéu dién cda 1+10i. Tacé N (1+10i) =101. Pay la s6 nguyén to cé dang 4k +1.
Vi vay theo Pinh 1y 7, 1+10i 1a s6 nguyén t6 phirc. Do d6 10+100i = —i(1+ i)2 (1+2i)(1-2i), o

Bai tip. Tim phan tich thanh sé nguyén t6 phttc ca cic s& nguyén phirc 1+71,9+1,7+09i,
107 +198i,10 +1i,7 + 24i.

Lovi gidi. Ta c6 1+ 7i =—(1+i)(1+2i)2,9+i =—i(1+i)(4+5i),7+9i =(1+i)(1+2i)(3-2i),
107 +198i = —(1+6i)’,10+i =10+i,7+24i =—(1+2i)". ©

6. SO cac s6 nguyén phirc v&i chuan cho trwéc

Ta s& tinh xem c6 bao nhiéu s nguyén phirc c6 chuin bang mot s6 tw nhién cho truwdc n. Van dé
nay khong chi tw né quan trong ma con vi né twong dwong véi bai todn tim tit ca cac cip s6
nguyén X,Y ma X*+y? =n. Néi cach khac s6 r(n) céc s6 nguyén phirc v&i chuidn bang n bang voi

s cach biéu dién s6 n thanh téng hai binh phwong cic s6 nguyén.
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Do d6 ham r(n) & day cling da dwoc nghién ctru trong Chwong 11.

Goi (20) 12 phan tich thanh thira s6 nguyén t§ cia n va (21) 1a biéu dién ctia s6 d6 thanh tich cac
s6 nguyén t8 phirc. Ta da chirng minh trong muc 5 thi N(z) =n chikhi ciclily thtra g,, j =1,2,...,1

déu chan. Gia st diéu kién nay duoc théa man, khi d6 s6 z véi chudn n c6 phan tich thanh thira s
nguyén td phttc dang (22), cac dang thirc (23) ddi vdi cac s6 mii cia cac liy thira cling dwoc thoa
man va V 12 mét trong cac s8 1,2,3,4. Ngwoc lai néu 2,4, 4, A4, Aoy A, Ay Aoy Mooy 4 12 CAC DO
s6 nguyén khong 4m tluy y théa man cac dang thirc (23) va v 1a mot trong cac sd 1,2,3,4 thi s6 z
xac dinh duy nhat badi (22) sé c¢6 chudn n. Ma cacsd A, i, fhy,..., 14 dwoc xac dinh duy nhat béi cac
diéu kién (23) nén van dé tinh s6 cac s6 nguyén phirc phan biét c6 chuin bang s6 n twong dwong
v&i viéc tinh s6 cac bd s6 nguyén khong 4m phan biét v, 4, 4, 4, 4,..., 4, 4, thda min
LSVS4, 4+ 4 = Iy + s =y, Ay A =t
C6 bon gid tri v c6 thé nhan 1a 1,2,3,4. V6i 4,4 ta c6 o +1 kha ning cd thé xdy ra la
0,0; Lo, -1,2,4 - 2;...;¢,0. Twong tu ta c6 o, +1 gia tri tng véi /12,1,; va ct nhw thé. Chirng to
(25) r(n)=4(q +1)(a, +1)...( +1).
Cong thirc nay nhan dwgc véi gia thiét la s6 mii cia cac s6 nguyén to dang 4t +3 trong phan tich
thanh thira s6 nguyén t6 cia N déu chan. Trong trudmg hop nguwoc lai thi phwong trinh N (Z) =n

khong c6 nghiém nguyén phirc Z, do do r(n) =0.Véy ta c6 dinh ly

Pinh ly 8. Néu s6 tw nhién n cé phdn tich thanh thira s6 nguyén té dang (20) thi sé T(n) cdc cdch
biéu dién n thanh tdng hai binh phwong cdc s6 nguyén la bing 4(a, +1)( o, +1)...(ay +1) vdi gid

thiét s6 mil cua cdc s6 nguyén té dang 4t +3 trong phdn tich déu chan. Trong trwong hop ngwoc lai
T ( n) =0.

bPinh ly nhan dwoc tir Chwvong 11 muc 1 (theo modt cach khac) 1a hé qua cia Pinh 1y 8.
Dic biét néu n 1a s6 nguyén to c6 dang 4t +1 thi r(n) =8 suy ra Dinh ly 9 Chwong 5.
Bay gio xét ham f (h) dinh nghia nhu sau

0 khi2lk
(26) f(hy=4+1  khik=4t+1
1 khik=4t+3

Véi moi s6 nguyén a,b thi f(ab)=f(a)f(b).Nénnéu n=h*h..h* 1a phan tich thanh thira s3
nguyén 6 cila N thi Y f(d)=(f 1)+ f (h)+ F (0?)+ot £ (02))( £ 1)+ F (R)+o £ (0))
Theo (26) ta c6 f(1)d£ f(2)+f(2°)+..+ f(27)=1

Néu h=4t+1, thi f(1)+ f(h)+f(h*)+..+ f(h")=a+1.

Néu h=4t+3, thi

(27) f(2)+f(h)+f(h*)+..+ f(h*)=1-1+1— .+ (-1)" =ﬁ.

Theo cong thirc cia Z f(d)taco Z f(d)= H (a+1) suyratheo Dinhly 8 thi

din djn h=1(mod4)
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(28) r(n)=4> f(d),
din

néu moi s& nguyén t6 c6 dang 4t +3 trong phan tich cia n déu cé s6 mil chan trong phan tich

thanh thira s6 nguyén t6 cta n. Trong trwong hop nguwoc lai thi tir (27) ta c6 Z f (d ) =0 va theo
din

DPinh ly 8 chirng t6 (28) ding. Do d6 n6 ding véi moi n. Vay ta da chirng minh dinh ly Jacobi sau

Pinh 1y 9. S6 cdch biéu dién mét s6 tw nhién n thanh téng binh phwong hai sé tw nhién la bdng bén
ldn hiéu ctia s6 wéc s6 c6 dang 4t +1 ctia N va sé cdc wéce s6 c6 dang 4t +3 ctia n.

That vay, trong (28) thi cac hang tir +1 xuit hién v&i s6 1an diing bang s6 cac wéc s6 ¢6 dang 4t +1
clia N va cac hang tv —1 xu4t hién véi s6 1an ding bang s6 wéc s6 ¢6 dang 4t +3 cta n.

Theo (28) ta co
1 [ g y
29 sz(n):zf(k)H.
[]
do c4c hang tir f(d) xudt hién trong tdng D> f(d) véi s6 lan dung bing s cac s6 N<S ma

n=l djn

d|n, nghiala [g} lan.

1
Theo céng thirc (6) Chwong 11 muc 2 ta cé " r(n)= [ X—kz}, suy ra

(30) g[ﬁ} [kfj f (k){ﬂ,

Va do d6 Nﬂ{ﬂ}[ x—22]+...=[ﬂ—[ﬂ+[ﬂ—{ﬂ+

Céc tong trong dang thirc ndy déu chira hitu han hang tit. Pang thirc nay goi 1a ddong nhit thirc
Liouville. V&ix =10 ta c6

) [] [ )+ )= 3 -5 [ 5] -7 )3

DPang thitc Liouville cling dwoc suy ra tir dinh ly Jacobi theo mot cach khéc.

Dwa vao cac dang thirc trong Chwong 11 muc 2 thi ddong nhat thirc Liouville suy ra khai trién

Leibniz cta « la % = 11 + 1.1 + 1 ... theo mot cach so cip. Pay la phwong phéap thuan tay

s6 hoc ma dan t&i mot cong thirc cia mot hang sd hinh hoc quan trong nhat: ty sé ctia chu vi va

dwong kinh cta hinh tron. Cong thirc ndy c6 dang rat don gian (chudi tong nghich dao cac sd 1é lién

tiép v&i cac diu cong trir lién tuc). Mot cong thirc tinh © dwa vao cac s6 1€ lién tiép khac dwoc cho
~ 1 1 1 1 )

b&i Euler: 3 = z + 7 + = + -z + 7 + .... Cong thirc nay cling nhan dworc theo cach so cap,

Ta c6 mot s§ cong thirc khac ciia n dwgc chirtng minh bang giai tich 1a

P 1 1 1 1
Céng thwrc Wallis: —=|1-—=||1-=||1-—=||1—- = |...
g 4 ( sj( 51( 71 92j
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2 1 1 1 1 1
Céng thirc Euler: — = — — — + — — — + — —
g 32 1 ¥ 5 779

2 2 2 2 2
e th ZONPIE i IR R TS
Cong thic Brouncker: — =1+ —+-—+ —+ —+-—+..
TR TR TR TR
7.DPinh ly Jacobi vé tong bén binh phwong
Bay gi¢ ta chirng minh dinh 1y Jacobi vé viéc biéu dién mot s6 thanh téng bén binh phuong.
Dau tién ta xét tredng hop khi s6 tw nhién n cé dang n = 4u. Gia st
(31) Au=x>+y* +27°+t°
12 mot biéu dién cua 4u thanh tdng ctia bén binh phwong 1é.
RO rangvix, y, z t1é nén
(32) X*+y* =2u'vazi+t?=2u"
Véi u' va u" la cic so tw nhién 1é. Theo (31) va (32) ta cé
(33) 2u=u'+u".
Mit khac néu w la s6 16 va 2w = a? + b? nén cac s6 a,b 1é vi néu a,b déu chin thi 2w chia hét cho 4,
mau thuan véi gia thiét w 1é va néu mot trong cac s6 a,b 1é va s kia chan thi s6 2w 1é, vo ly.
Vi vy dé tim tat ca cac biéu dién ciia 4u thanh téng cia bén binh phwong 18 ta chi can tim cac biéu
dién 2u thanh téng cia hai s61é U' va u" va sau dé tim sd cach biéu dién cia cac s6 u', u" thanh
téng hai binh phwong.
Ky hiéu 0(4u) 12 s6 cach biéu dién 4u thanh t6ng ctia bén binh phwong lé.
Vé&i moi cdp hai so 1é ¢6 dinh u' va u" théa man (33) thi theo (28) va T(Zm) = r(m), m=12,..,
suy ra tir (25) ta c6 s6 cach biéu dién 4u thanh téng bén binh phuwong 18 1a

r(2u')r(2u")=16> f(d")> f(d").

a d
Vi véy t6ng s6 cach biéu dién 12
(34) 0(4u)=16 3 [Zf(d').z f(d ")j
i\
Trong méi hang i thi tong Iy trén moi cip s6 tw nhién u', u" théa man (33). Vi moi wéc s6 ciia s6
lé deula s61é nén theo (26) tacé 3 £ (d') = 3 (-1)2 Y va twongtw 3 £ (d") = ¥ (-)2¢"?
dw’ dw d- d-
tir d6 sir dung (34) suy ra
(35) 0(4u)=16 Y (Z(—l);(d'_l) .Z(—1)$‘d"‘”j .
ur—2u\ dw '
St dung quy tac

p q P.a
Y a,>b =(a+a,+..+a,)(b+b+.+b ) =D D ah

m=1 n=1 m=1n=1

Twr (35) suy ra
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(36) 0(4U) =16 Z Z Z (_1)%(d'71)+%(d~-,1)

u'+u"=2udfu'd"u"

Dwa vao dang thirc %(d '—1) + %(d "-1) = %(d '—d")+d"-1 vavi d" la wéc s6 clia s 1é nén né

lasd 1€, ta céd (_1)%("'*1)*%(""*1) _ (_1)%(d'—d")

Vivay (36) tré thanh
1o
(37) 0(4u)=16 > >3 (-1 "
u'+u"=2udiu'd"u"

V&imoi cap s6 tw nhiénlé u' va u" théa méan (33) va véi moi cdp cdc wées6 d' va d" ta ky hiéu
cac doi wéc s6 cia chingla &', 6". Taco

(38) u'=d'o’, u"=d"o".
Theo (33) suy ra
(39) 2u=d'0'+d"o",

voi &' va 0" 1a cac wdc sO cla s6 1é nén ching 12 cac s6 1é. Hé qua 1a mdi hang tir clia tong (37)
rng véi mot bd bon so6 1é duy nhat
(40) d, d" o, o"
théa man (39). Nguwoc lai, do hai s6 du tién trong cacso d', d", &', 6" da dwgc cho trwée va hai s6
con lai dwoc xac dinh béi (38) nén tong (37) dwoc 14y trén tt ca cic s6 tw nhién théa man (39).
Vi vy ta co thé viét
Lia-av)

(41) 0(4u)=16 > (-1)

d's'+d"s"=2u
Trong d6 tong & vé phai 14y trén moi b s6 (40) gobm bén s6 1é thoa man (39).
Bay gio ta chia cac hang tir clia (41) thanh hai 1ép, 16p thi nhat chiva cac hang tt ma d'=d" va
1&p thi hai chita cichangtirma d'=d".
Véi s6 tw nhién 1é d cho truéece ta tinh tong cac hang tir cia (41) véid'=d" =d.
Tl (39) ta thiy d la wéc s6 ctua 2u va nd 1a s6 1é nén no 1a wéc sé ctia u. Vay ta c6 u =dd, do dé
theo (39) thi 26 = &'+ 5". Piéu nay chirng té s6 cac hang tit trong (41) ma d'=d"=d 1a bing

v(i s6 cach biéu dién cia 25 thanh tdng cla hai s8 tw nhién 1¢, tirc 1a bang J . Nhung moi hang ti
d6 déu bang +1 nén téng cta ching bang 5 =u/d.

o . , A 14 L s u
Twr day suy ra tong cac hang tir thudc 1¢p thir nhat la ZH = Zd = O'(U).
dju dlu
Cac hang tr thudc 16p th hai lai dwoc chia thanh hai 16p, 16p thir nhit chita cdc hang tlr ma
d'>d" valép thir hai gom cac hang tir ma d "> d'. Méi hang tir xac dinh béi cac bd s6 thudc 16p
thir nhat (rng véi diing mot hang ti thudc 16p thir hai xac dinh béibdsé d', d", 8", d". Do d6 chi
can tinh tdng cac hang t& thudc 1&p thi nhit sau d6 nhan véi hai.

bat

- HE
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Moi hang tr thudc 1&p thi nhat xac dinh béi (40) déu twong irng véi hang ti xac dinh béi bo s6
(43) d, d,, 9o, 0,
voi

d,=6"+(9+1)(5'+5"), d,=6"+9(5'+5"),

(44)
S=d" - 9(d'~d"), 5,= (9+1)(d'~d") - d".

DPau tién ta chirng minh hé (43) xac dinh béi cong thirc (44) sé twong ng véi hang tir thudc 16p
thir nhat.. Vi @ 14 s6 nguyén va cac s6 trong (40) 1alénén cacsé o'+ " va d'—d" chin.
Vi vay tir (44) suy ra cac so trong (43) déu la cac s6 nguyén lé.

Theo (42) thi s6 9 1a khéng 4m vi véi hang tir thudc lép thir nhat thi d' > d". Hé qua 1a theo (44)
thi cac s6 d; va d, dwong. Hon nita theo (42) thi ﬁ -1<9< T d
d'-d">0suyrad"—(d'-d")< 9(d'-d")<d". Ma theo (44) suy ra &, > 0 va 5, >0. Nhung

s0 o, lalé vakhac 0 do d6 o, > 0.Vay bon sd trong (43) 1a 1é va dwong. Hon nira theo (44) ta c6

va nhan véi

(45) d—d,=58"+5"
chitng té d, > d,. Hon nita
(46) o+0,=d"-d",
Theo (45) va d,6, + d,6, = d,(8,+6,) — (d,—d,)&,, thi d,6, + d,6, =d,(d'=d") — (5'+5")5,.
Vivay theo (44) tacé d,6, + d,6, =6'(d'—d") + (5'+5")d".
Theo (39) thi d,0, + d,0, = 2u.
Tt day suy ra bd s (43) twong rng véi mot hang tir trong nhém thir nhat.
Bo s6 (43) khac véi (40) vi néu hai bd s6 13 trung nhau thi theo (45)tacé d'—d"=90"+0" suyra
theo (39) thi 2u=(d'-d")&"+(6'+6")d" = (5"+5")(5'+d") va do d6 vi &'+ 5" va &' +d"
chdn nén 2u chia hét cho 4, mau thuan véi gia thiét u 18.
Dé tinh cac s (40) ta giai phwong trinh (44) va suy ra theo (45) va (46) ta nhin dwoc
5'=d, — (9+1)(d,~d,) = d,~9(d,—d,), d" =5, + 9(5,+3,).

Vi vay theo (45) va (46) thi

s5"=d, —d, - 5" =(9+1)(d,—d,) - d,

d'=6,+36, +d"=6 +(9+1)(6,+6,)
Theo (44) va (42) ta nhan dwoc

47 191{ d, }{543(545")}{ 5' +9}:3

d, —d, 5'+5" 5'+5"

Vi 9 la s6 nguyén va 5'/(5'+5") 12 phan s6 ma tir s6 nhé hon mau s6. Do do6

d'=6, + (4 +1)(6,+6,), "= 6, + 4 (6,+6,),

(48)
5'=d, - 4(d,~d,), 5"= (8 +1)(d,~d,) - d,.
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So sanh (47) va (48) v&i (42) va (44) ta két luan rang cac bo s6 (43) va (40) twong tng véi nhau
theo twong rng xac dinh nhw trén. N6i cach khac twong (rng ma ta vira xac dinh chirng té cac hang
ttr thudc 16p thi nhit cé thé chia thanh cac cdp ma moi cdp chira hai hang t, mot hang ti xac dinh
b@&i (40) va hang ti kia xac dinh béi (43). Cac hang tit nay twong rng v&i nhau béi cong thire (44).

Bay gio ta tinh cac hang ti thudc cing moét cap, nghia la tong
(49) (_1)(d'—d")/2 N (_1)(dl—d2)/2 |
véid', d" d;, va d, twong &ng xac dinh theo (44).
d'-d" d,—d,

Theo (39) va (45) tacé 2u = (d'-d")&" + (d,—d,)d " vado dé ; =

d'—d* d,—d

Macicsd 0', d" vaulalé nén 5 + 5

Chirng to tdng (49) bang 0. N6i cach khéic cac hang tir trong cling cdp triét tiéu nhau.

2 =1 (mod2)

Vi vy t6ng clia cac hang tir thudc 1¢p thit nhit bang 0 va do do6 tdng tat ca cac hang tir trong 16p
thtt hai trong phan hoach thit nhit 1a bang 0. Ma t6ng cac hang ti¥ thudc 16p thit nhit cia phan
hoach thi nhit 1a bang O'(u) suy ra theo (41) ta c6 dinh ly

Pinh 1y 10. Néu u la s6 tw nhién 16 thi 6(4u) =160 (u).

Dinh 1y nay dwgc phat biéu l4n diu tién theo mét cach khac va dwoc chirng minh béi Jacobi [1]
(Bachmann [2] trang 349-354).

Bay gio gia st

(50) U=&+n"+%+ F

12 biéu dién mot s6 tw nhién 1é u thanh téng bon binh phwong va dit
X'=E+n+¢ + 8, '=f+n-¢ -8

(51) c+n+¢ y'=¢+n-¢
2'=¢-n+¢ -9, t'=¢6-n-¢+ 8

Vi W =w (mod 2) v&i moi s6 nguyén w nén theo (50) tacé X'=U (mod 2) ma u & suyra X' 1&.
Hon nita tir cong thirc (50) suy ra

yox-2A¢H8), Tox-2ghd) U=xX-2n+d),

véicacso X', Y, z',t" déulé. Theo (50) va (51) tathdy x? + y? + z° +t'? = 4u do d6 bd s6

(52) X, y,zht

xac dinh béi (50) cho mot biéu dién 4u thanh téng bén binh phwong 18.
M:it khac dit

& MRS A
Cac so

(54 Xyttt

déuléva XuZ + y||2 + Z|l2 +t||2 :4u

C6 thé thiy cac bd so (52) va (54) 1a phén biét vi theo (51) va (53) ta c6
(55) X'+y' +2'+t' =48, X"+y"+2"+t"=2(E+n+L+9)
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Ma & + 1+ ¢ + 3 1é nén tdng cac s6 (52) chia hét cho 4 trong khi téng cac s (54) thi khong.
Theo (51) va (53) thi moi bi€u dién mot sé 1é u thanh téng bén binh phwong twong ng véi hai
biéu dién phin biét cic s6 4u thanh téng bén binh phwong 1é.

Biy gi¢ ta chirng minh moi biéu dién (31) cia s 4u thanh tdng bon binh phwong 1é twong &ng véi
biéu dién duy nhit cta s6 u thanh téng bén binh phwong.

That vy, s6 S = X+Yy+2z+t 1atdng bén s6 1é trong (31) nén no 1a s chan. Ta xét hai truong hop
(i) Néu s =0 (mod 4) thi tir cong thirc (53) suy ra (55) va do d6 khong tén tai cac s6 nguyén
&, n, £, 9 théa man (50) va théa man cac s6 X", ¥", 2", t" xac dinh béi ching l1a twong rng bang
vOix, y, z t vi tlr s ton tai cac s6 nguyén nhw vay suy ra s khong chia hét cho 4, mau thuan véi gia
thiét. Mat khac ton tai ddng mot bo sé nguyén &, 17, £, 3 théa man (50) véi

= 9, = - -9,
(56) X_§+f7+§+ y_§+77 ¢
z=¢(-n+4 -8, t=-n+4 -8
Twr (56) suy ra
X+Yy+z+t X+y-z-t
(57)
x—y+z—t=§ x—y—z+t=9
4 ’ 4 '

Va suy ra bd s0 x, y, z t twong (rng véi nhiéu nhat mot bd sé &, n, £, ¢ ma thdéa man (57). Néu ta
tinh cacs6 &, n, £, 9 tlr (57) thi cic s6 nhan dwoc la nguyén va théa man (56) va theo (31) thi
chung théa man (50) va suy ra bo s X,Y,z,t twong &ng véi it nhadt mot bo sé nhw vay. Vi viy
trong trwong hop (i) thi ta c6 twong tng mot-mot gitra cac bi€u dién (31) va cac biéu dién (50)
cta u thanh téng cda bon binh phwong.

(ii) Néu s=2(mod4) thi tir cong thirc (51) suy ra cong thirc (55). Khong ton tai cdc sé nguyén
&, n, ¢, 9 macong thirc (51) chohé x'=X,y'=y,z'=2,t"'=t vi néu ngweec lai thi tong S chia hét
cho 4, mau thuln véi gia thiét. Mat khac ton tai duy nhat b s6 nguyén &£, i, £, 9 théa man (50)
va thda man

(58) X==6+n+4 + 9, y=(-n+4+ 8,

Z= E+n—-4¢+ 85, t=+n+4 -9
Vitw (58) suy ra

—X+y+zZ+t X—Yy+Z+t

Rl AL N
(59)

x+y—z+t:§ x+y+z—t:3

4 ’ 4 '

Chirng t6 bd s6 X, Y,z,t twong &rng véi nhiéu nhat mot bd s6 &, 7, £, $ théoa man (59). Néu cac s6
&, n, ¢, 9 duoc tinh tlr cong thive (59) thi ching la s6 nguyén théa mén (58). Vi (31), (58) suy ra
bd s6 X,Y,z,t twong &ng véi it nhat motbo s6 &, n, £, 9.

Do d6 trong trwong hop (i) thi ton tai twong mg mot-mat gitra cac biéu dién (31) va cac biéu
dién (50) cta s6 u thanh téng ctia bén binh phwong.

Vay s cach biéu dién 4u thanh tdng ctia bon binh phwong 1é 12 hai Ian 16m hon s6 7, (u) la s6 cach
biéu dién ctia s u (1¢) thanh téng bon binh phuwong.

Vi vay tr Binh 1y 10 ta suy ra cong thirc
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(60) z,(u) =80 (u)

ding v&i moi s6 tw nhién 1é u. Vay ta c6 dinh ly

Pinh ly 11. S6 cdch biéu dién mot sé' 1é thanh téng bén binh phwong la bdng véi tong cdc wéc sé cla
né nhdn vdi 8.

Do s6 cac wéc sd ciia mot s6 1é >1 it nhat 1a 4 nén theo Dinh 1y 11 ta thiy moi s6 tw nhién 1é¢ >1
déu c6 it nhit 32 biéu dién thanh tdng bdn binh phwong. Vi moi binh phwong 1é déu c6 dung 8
biéu dién thanh tdng bén binh phwong ma ba trong s6 d6 1a bang 0 nén suy ra moi binh phwong 1é
1é6n hon 1 déu la tong cta bon binh phwong ma it nhit hai trong sé dé 1a khac 0. Vi vy tir Pinh ly
Lagrange ta suy ra hé qua sau day

Hé qua. Moi s6 tw nhién 1é Ién hon 1 déu la téng ctia bén binh phwong ma it nhdt hai trong sé dé la
khdc 0.

Bay gi ta tinh s6 cach bi€u dién cia 4u (véi u 1€) thanh téng cia bon binh phuwong.

Gia st

(61) 4u = x> +y*+ 77 +t°

12 mot biéu dién nhw vay.

Né&u mot trong cac s6 X, Y, z,t 1a chdn va chi c6 mot s6 1a 1é (hodc chi c6 mot s6 1a chan) thi khi dé
ta c6 téng cla cac binh phwong 12 18, mau thuan véi (61).

Néu hai trong s6 cac sd X,Y,z,t 1a chdn va hai s6 con lai 1a 1é thi téng cac binh phwong c6 dang
4K +2, mau thuan véi (61).

Do d6 tit ca cAc sb X, Y, z,t cung chin hoic cling 18.

Trwong hop X,Y,z,t cung1é da dwgc xét trong Dinh 1y 10, tir d6 suy ra s6 cach biéu dién 4u thanh
téng ctia bén binh phwong 18.

Vay chi cAn xét s6 cach biéu dién 4u thanh téng bon binh phwong chan.

Dé thdy moi bi€u dién nhw vay c6 dang 4u=(2.f;‘)2 +(277)2 +(2§)2 +(219)2 twong ing v&i biéu dién
clia u thanh téng bén binh phwong 1a u = £ +71°+¢% +9°, va clr nhw vay. Tir day suy ra s cach
biéu dién 4u thanh tdng bén binh phwong chan bang véi s6 cach biéu dién cta u thanh téng cla
bén binh phwong, do dé theo (60) thi s& nay bang 80(u).

Vay téng s6 biéu dién 4u (véi u 1€) thanh téng bén binh phwong la 160(u)+80(u) = 240‘(u) .
Vi vay véi moi s6 18 u ta c6
(62) r4(4u)= 240(u)
Cudi cung ta tinh s§ cach bi€u dién 2u thanh tdng bon binh phwong.
Ta sé chirng minh rang
(63) z,(2u) =7,(4u).
That vay, néu (61) 1a bi€u dién ctia 4u (vdi u 1&) thanh tdng bén binh phwong thi cac s6 X, Y, z,t
cung chan hoac cung 1é. Trong moi trwong hop thi
z—-t
2

X+Yy X—=Yy Z+t
64 = — = , = , 9 =
(64) 4 1= 4 >

déu la cac s tw nhién. Ta viét lai (61) duwéi dang
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x+yY x—yY (z+t) z-tY
a=(557) (7)) )
2 2 2 2

Suy ra ta nhan dwoc biéu dién

(65) u=E+n*+C%+ F

Vi vy moi biéu dién (61) cua 4u thanh téng bén binh phwong déu twong trng v&i biéu dién (65)
clia 2u thanh téng bon binh phwong. Mit khac ré rang moi biéu dién (65) cia 2u thanh téng bon
binh phwong déu twong (ng véi ding mot biéu dién (61) cia 4u thanh téng bdn binh phuong.
Chirng minh tinh chit ndy dwoc suy ra dé dang vi biéu dién (65) twong ¢ng v&i biéu dién (61)
theo twong rng xac dinh & trén, do do6 cong thirc (64) dung. Vay ta nhan duoc

ctn=X,c-n=Yy,¢+8=2,¢-89=t,
Cong thirc nay xac dinh duy nhat biéu dién (64).

Vay twong ing mdt-mot gitra cic biéu dién 4u thanh tdng bén binh phwong va cac biéu dién 2u
thanh tong bén binh phwong da dwgc xac dinh. Cong thirc (63) dwoc chirng minh. Tir (62) suy ra

(66) z,(2u) = 240(u)

dding véi moi s6 1é u.

Bay gior ta tinh s cach biéu dién ctia 2"u (h=3,4,... va u 18) thanh téng bén binh phwong.
Gia st

(67) 2"u = X2 +y? + 7% 412

12 mot biéu dién nhu vay. Cac sé X, Y, z,t khong ciing 1é vi néu nhu vay thi vé& phai cta (67) dong
dw véi 4 modulo 8 trong khi vé trai chia hét cho 8. Twong tw néu hai trong s chung l1a chdn va cac
s6 kia 12 1é thi v& phai ctia (67) ddng dw v&i 2 modulo 4, vo ly. Vay tit ca cac s6 X, Y, z,t cung chin.

bat x=2&, y=2n,2=24,t=29, voi &, n, &, 9 nguyén. Theo (67) ta co
(68) 22U =& 1P+ 4+ S

Vi vy moi biéu dién dang (67) ctia 2"u thanh téng cta bén binh phwong twong (rung véi biéu
dién (68) clia s6 2" °u thanh tdng bén binh phwong. Mit khéac ré rang moi biéu dién ctia 2"u déu
twong Gmg véi bidu dién 2"u = (28)° + (217)" + (2¢)” +(29)° . Vivay

(69) z,(2'u)=17,(2"*u)

véi moi h>3 va véi moi s6 tw nhién 1€ U. Bay gior dat S 1a s6 tw nhién va U 1a s6 tw nhién 1é.

Néu s =1 hodc s =2, thitheo (66) hoic (62) twong (rng ta c6

(70) 7,(2°u)=240(u).

Néu s > 2, ta xét hai trweong hop

(i) Néu s=2k thi tir (69) ta c6 7,(2°u)=17,(2%u)=17,(2**u)=7,(2**u)=...=7,(2°u) suyra
cong thirc (70) dang.

(i) Néu s =2k +1 thi theo (69) ta ¢ 7,(2°u)=7,(2*"u)=17,(2*'u)=...=7,(2°u) =7, (2u),suy
ra theo (66) thi cong thirc (70) dung.

Vay cdng thirc (70) ding véi moi s6 tw nhién S va s6 tw nhién lé U.
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Coéng thirc (60) va (70) cé thé két hop thanh mot dinh ly: gid str n la s6 tw nhién tiy y va ky hiéu
O'*(n) = a(n) la téng cdc wérc s6 ctia sO tw nhién N ma khéng chia hét cho 4.

Néu n=u 1é thi khdng c6 wéc s6 nao ciia n chia hét cho 4 do dé

(71) o*(n)=o(n).

Né&u n chan thi dit n=2°u v&i S 1a s6 tw nhién va U 13 s6 tw nhién 1é. Rd rang moi wéc s6 cla sd
2°u ma khéng chia hét cho 4 ciing 1a wéc s6 cia 2u va ngugc lai moi wée s6 cia 2u déu la wéc sé
cta 2°u ma khéng chia hét cho 4. Do d6 o*(n) = a*(ZSu) =o(2u), ma (2, U) =1 suyra

o(20)=0(2)(u)=30(u),
Ta c6

(72) o*(n)=30(u).

Céc cong thirc (71) va (72) két hop véi (60) va (70) chimg té
(73) z,(n)=8c*(n)

v6i moi s6 tw nhién n. Vay ta d chirng minh dwoc dinh 1y

Pinh ly 12. S6 cdch biéu dién mét sé tw nhién n thanh téng cia bén binh phwong la bdng véi tdm
ldn téng cdc woc s6 khéng chia hét cho 4 ctia n.

Vi moi s6 tw nhién déu c6 it nhat mot wéc s6 khong chia hét cho 4 (chdng han wéc s6 bang 1) nén
tir Pinh 1y 12 suy ra moi s6 tw nhién la tdng ctia bén binh phwong. Pinh 1y nay da dwgc ching
minh trong Chwong 11 theo mot cach khac. Mot tai liéu c6 lién quan t&i s& cach biéu dién mot s6
thanh tong cac binh phwong dwoc cho béi E.Grosswald [2].

5 -1

Bai tap. Theo (70) ta ¢ 7,(100) = 240 (25) = 24 - =24.31=744. Do d6 100 c6 744 biéu dién

3-15-1
3-15-1
12 s6 <100 c6 nhiéu biéu dién thanh tdng bén binh phwong nhait. Ta c6 7, (7) = 80(7) =8.8=64,
7,(6)=240(3)=24.4=96, 7,(96)="240(3)=24.4=96, 7,(1024) =,(2°) = 240(1) = 24.

Theo (73) ta cé %Q(n) —85(x)-325 Gj véi S(x) = 5 k[f} - %i{ﬂqﬂﬂjk

n=1 k=1 k=1

thanh téng bén binh phwong. Tuwong tw 7,(90) =240 (45) = 24 =24.13.6 =1872. bay

2,2

[x]
> (n)-"

n=1

Tw day suy ra <100x~/X, véi moi s8 nguyén X va suy ra cong thirc Euler

2
V4 1 1 1 1 s . y
— +—+—+— +... bang phwong phap thuan tay so6 hoc.
6 12 22 3F 4 & PRHORE PRap Yo
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PHU LUC VA BO SUNG (THANG 7 NAM 1987)

1. Tinh t&i nay (7/1987) nguwoi ta da tim ra cdp s6 nguyén td sinh dbi 1én hon cdp s6 nguyén td
sinh d6i 260497545-27°% +1 13 10757046310 £1 . Xem bai bao ctia DUBNER H. Va DUBNER R
c6 tiéu dé: “vé su phat trién trong tinh todn s6 hoc bang may tinh dién t” dang trén . Recreational
Math. 18 (1985/6), 92-96.

2. CAc sai s8 t6t nhit cho béi cac cong thirc wéc lwong ddi véi cac ham T (X) trang 144 va T (X)
trang 337 dwoc trinh bay bé&i Iwaniec va Mozzocchi (xem IWANIEC, H. va MOZZOCCHI, C.J On the
divisor and circle problems. Preprint). Ho da chirng minh c4c sai s6 khong vuot qua C (8) X 7122

véi X bang X hodc N twong ng, € 1a s6 dwong tuy yva C (8) 12 hang s8 chi phu thudc vao €.

3. Thong tin trong trang 196 noi rang cac nha toan hoc Trung Hoa tir 25 thé ky truwdc da cho rang
n|2"—2 chi khi N nguyén td 12 khong chinh xac. Thong tin nay dwa trén trich dan cda J.H.Jeans
trong Dickson [7] tp 1 trang 91 va mdt 16i dich thuat. Xem NEEDHAM J., Science and Civilization in
China, tap 3: Mathematics and the Sciences of the Heavens and the Earth, Cambridge 1959 trang 54
ghi chti cudi trang. Trich dan tai liéu clia Dickson trang 196 ding ra 1a tai liéu [7] tap 1 trang 91.

4. Bai bao [3] cta V.A.Demyanenko dwgc trich dan trong trang 93 chira mot 16i nghiém trong, do
d6 dinh ly ndy chwa thé coi 1a @3 dwoc chitng minh. Tuy nhién néu x*y’ =z° thi moi wéc sd
nguyén t6 cia x la wéc s6 cia y hodc moi wéc sé nguyén to cua Y 1a wéc s6 ctiaX, xem SCHINZEI
A., Sur I'équation diophantienne x*y” =z*, Acta Sc. Nat. Univ. Szechuansis 18 (1958), 81-83.
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